
FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ
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doc. RNDr. Libor Čermák, CSc.
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2.1 Metrický prostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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8.3 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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8.8 Okrajová úloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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Úvod

V praxi má velký význam matematické modelováńı a simulace nejr̊uzněǰśıch proces̊u.
Při tom je potřeba řešit r̊uzné matematické úlohy, mnoho děj̊u je např. popsáno difer-
enciálńımi rovnicemi. Nalezeńı přesného řešeńı takovýchto problémů bývá často náročné,
někdy i úplně nemožné. Často je lepš́ı nehledat řešeńı v uzavřeném tvaru, ale pomoćı
konečného počtu krok̊u určitého postupu naj́ıt řešeńı přibližné. K tomu právě slouž́ı nu-
merické metody.
I hledáńı přibližného řešeńı bývá ovšem dosti pracné a jen málo úloh lze s uspokojivou
přesnost́ı vyřešit

”
ručně”. Proto jsou numerické metody těsně spjaty s programováńım a

rozkvět některých oblast́ı numerických metod přǐsel teprve s rozvojem výpočetńı techniky.

V prvńı části těchto skript se studenti mohou seznámit se základńımi a nejjednodušš́ımi
numerickými metodami pro řešeńı lineárńıch a nelineárńıch rovnic, aproximaci funkćı,
numerické derivováńı a integrováńı a pro řešeńı diferenciálńıch rovnic.
Snažila jsem se o srozumitelnost a současně o zachováńı matematické přesnosti. Zkušeněǰśı
čtenáři mi snad prominou jistou nepořádnost v uváděńı předpoklad̊u.

Poznámka k řešeným př́ıklad̊um
Všechny mezivýsledky v př́ıkladech řešených v těchto skriptech jsou zapisovány po zaokrouhleńı.
Při daľśım výpočtu však byly použity p̊uvodńı, přesněǰśı hodnoty. Proto se může stát, že
bude-li někdo tyto př́ıklady přepoč́ıtávat a použije k tomu mezivýsledky zde uvedené,
může doj́ıt k výsledk̊um poněkud odlǐsným.
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Část I

NUMERICKÉ METODY

1 Chyby při numerických výpočtech

Ćıl kapitoly

Protože základem numerických metod je źıskáváńı přibližných výsledk̊u, je nutné mı́t vždy
představu, jaký rozd́ıl může být mezi přesným řešeńım dané úlohy a řešeńım źıskaným
použitou numerickou metodou.
Ćılem této kapitoly je ukázat, kde všude se při převodu nějakého problému z praxe
na úlohu numerickou dopoušt́ıme nepřesnost́ı. Dále se seznámı́me s veličinami, které
použ́ıváme při hodnoceńı źıskaného přibližného výsledku - absolutńı a relativńı chybou -
a s t́ım, co se děje při použ́ıváńı zaokrouhlených č́ısel během výpočtu.

1.1 Zdroje a typy chyb

Pomineme-li jako zdroj chyb člověka dopouštěj́ıćıho se omyl̊u, můžeme chyby rozdělit na
několik základńıch druh̊u:

- chyby matematického modelu – vznikaj́ı nahrazeńım reálné fyzikálńı situace
matematickým modelem. Může se jednat např́ıklad o popis nějakého fyzikálńıho
děje pomoćı diferenciálńı rovnice.

- chyby vstupńıch dat – jsou zp̊usobeny nepřesnostmi při měřeńı fyzikálńıch veličin.

- chyby numerické metody – vznikaj́ı při náhradě p̊uvodńı matematické úlohy
jednodušš́ı úlohou numerickou. Často se jedná o náhradu nekonečného procesu pro-
cesem konečným, např. při výpočtu hodnoty některé elementárńı funkce pomoćı
součtu několika prvńıch člen̊u jej́ı nekonečné Taylorovy řady nebo při aproximaci
určitého integrálu součtem konečného počtu funkčńıch hodnot. Odhad této chyby
je d̊uležitou součást́ı řešeńı každé numerické úlohy.

- chyby zaokrouhlovaćı – vznikaj́ı t́ım, že při výpočtech pracujeme s č́ısly zaokrouhlenými
na určitý, relativně nevelký, počet mı́st. Tyto chyby se při výpočtu mohou kumulo-
vat, nebo naopak navzájem rušit. Při velkém počtu operaćı je posouzeńı jejich vlivu
velmi náročné.

1.2 Definice chyb

Je-li x̂ přesná hodnota nějakého č́ısla a x jej́ı aproximace, jejich rozd́ıl

E(x) = x̂− x
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nazýváme absolutńı chyba aproximace. Obvykle se budeme zabývat odhadem této
chyby, ale je-li přesná hodnota veličiny velmi malá nebo velmi velká, má větš́ı význam
už́ıvat relativńı chybu

RE(x) =
x̂− x

x
,

která se též často vyjadřuje v procentech.
Např́ıklad absolutńı chyba 106 se může na prvńı pohled zdát velmi velká. Je-li ovšem
přesná hodnota veličiny 1015, už se chyba tak závažná nejev́ı. Tento fakt lze nejlépe
vyjádřit pomoćı relativńı chyby, v tomto př́ıpadě je RE = 10−9 = 10−7%.

Přesnou hodnotu chyb zpravidla neznáme. Proto jsou d̊uležité odhady chyb.

Každé nezáporné č́ıslo ME(x), pro které plat́ı

| x̂− x| ≤ME(x) , tj. x̂ ∈ 〈x−ME(x), x+ME(x)〉

nazýváme odhad absolutńı chyby aproximace x nebo mezńı absolutńı chyba.
Každé nezáporné č́ıslo MR(x), pro které plat́ı

|x̂− x|
|x| ≤MR(x), x 6= 0

nazýváme odhad relativńı chyby nebo mezńı relativńı chyba.

Často už́ıváme symbolických zápis̊u

x̂ = x±ME(x), resp. x̂ = x(1±MR(x)).

1.3 Zaokrouhlováńı. Š́ı̌reńı chyb při výpočtu

Je-li x reálné č́ıslo, které má obecně nekonečné dekadické vyjádřeńı, pak č́ıslo x(d), které
má d desetinných mı́st, je správně zaokrouhlenou hodnotou č́ısla x, plat́ı-li

|x− x(d)| ≤ 1

2
10−d (1.1)

Tedy např. má-li být x(1) správně zaokrouhlená hodnota č́ısla x na jedno desetinné mı́sto,
nesmı́ se od x lǐsit o v́ıce než o 1

2
10−1 = 0, 05.

Jestliže č́ıslo x, které chceme zaokrouhlit na d desetinných mı́st, má právě d+1 desetinných
mı́st, z nichž posledńı je pětka, často se použ́ıvá pravidlo (čtenáři snad známé ze základńı
školy), že pětka po liché č́ıslici se zaokrouhluje nahoru, po sudé dol̊u. Lze ale také (a některé
poč́ıtačové programy tak čińı) volit vždy zaokrouhleńı nahoru nebo vždy zaokrouhleńı
dol̊u.

Při numerických výpočtech pracujeme se zaokrouhlenými č́ısly. Výsledky početńıch op-
eraćı s těmito č́ısly jsou opět zaokrouhlovány a dále se s nimi pracuje. T́ım se zaokrouhlo-
vaćı chyby š́ı̌ŕı. Budeme se nyńı zabývat t́ım, co se děje při základńıch aritmetických
operaćıch.
Necht’ x a y jsou aproximace č́ısel x̂ a ŷ.
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Pro chybu součtu a rozd́ılu plat́ı

|E(x± y)| = | (x̂± ŷ)− (x± y)| = | (x̂− x)± (ŷ − y)| = (1.2)

= |E(x)± E(y)| ≤ |E(x)|+ |E(y)| ≤ME(x) +ME(y)

Odhad chyby součinu a pod́ılu je o něco pracněǰśı. Pro chybu součinu plat́ı

|E(x · y)| = | x̂ŷ − xy| = |E(x) · y + E(y) · x+ E(x) · E(y)| ≤ (1.3)

≤ | y| ·ME(x) + |x| ·ME(y) +ME(x) ·ME(y)

Protože součin ME(x) · ME(y) bývá vzhledem k ostatńım sč́ıtanc̊um zanedbatelný,
dostáváme pro relativńı chybu součinu

|RE(xy)| ≈
∣
∣
∣
∣

E(x) · y + E(y) · x
xy

∣
∣
∣
∣
≤MR(x) +MR(y) (1.4)

Podobně pro chybu pod́ılu plat́ı
∣
∣
∣
∣
E(

x

y
)

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

x+ E(x)

y + E(y)
− x

y

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

E(x) · y − x · E(y)

y(y + E(y))

∣
∣
∣
∣
≤ | y|ME(x) + |x|ME(y)

| y|(| y| −ME(y))
(1.5)

a je-li ME(y) zanedbatelné vzhledem k y, pak pro relativńı chybu pod́ılu dostaneme
∣
∣
∣
∣
R(

x

y
)

∣
∣
∣
∣
≤MR(x) +MR(y)

Nyńı se ještě zmı́ńıme obecně o chybě při výpočtu funkčńı hodnoty. Máme stanovit,
jaké chyby se dopust́ıme při výpočtu hodnoty funkce f(x1, x2, . . . , xn) v bodě [x̂1, x̂2, . . . , x̂n],
jestliže přesné hodnoty x̂i nahrad́ıme přibližnými hodnotami xi. Chybu i-té proměnné
označ́ıme Ei. Plat́ı

f(x̂1, x̂2, . . . , x̂n) = f(x1, x2, . . . , xn) +
n∑

i=1

Ei
∂f

∂xi
+

1

2

( n∑

i=1

Ei
∂

∂xi

)2

f + · · ·

kde parciálńı derivace se berou v bodě [x1, x2, . . . , xn]. Protože obvykle budeme moci
předpokládat, že členy obsahuj́ıćı součiny chyb jsou malé ve srovnáńı s ostatńımi členy na
pravé straně, můžeme psát

f(x̂1, x̂2, . . . , x̂n)− f(x1, x2, . . . , xn) ≈
n∑

i=1

Ei
∂f

∂xi
(1.6)

Všimněme si, že 1.2, 1.3 a 1.5 jsou speciálńımi př́ıpady tohoto vzorce.

Zde je na mı́stě zmı́nit se o tom, že při odeč́ıtáńı dvou sobě bĺızkých č́ısel se může velmi
zvětšit relativńı chyba. Pokud pak takto źıskaný výsledek použijeme dále jako dělitele,
může doj́ıt i k podstatnému zvětšeńı absolutńı chyby. Tento jev ukážeme na př́ıkladech.

Př́ıklad 1.1 Necht’ x = 2, 78493 a y = 2, 78469 jsou aproximace č́ısel x̂ a ŷ źıskané
zaokrouhleńım těchto č́ısel na pět desetinných mı́st. Určete odhady absolutńı a relativńı
chyby rozd́ılu x− y.
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Řešeńı: Mezńı absolutńı chyby x a y jsou podle 1.1 ME(x) = ME(y) = 1
2
10−5. Tedy

podle 1.2 |E(x− y)| ≤ 10−5 = ME(x− y).

Mezńı relativńı chyba x je MR(x) =
1
2
10−5

2,78493

.
= 1, 8 · 10−6 (MR(y) vyjde skoro stejně),

zat́ımco pro rozd́ıl může být relativńı chyba řádově vyšš́ı, jej́ı odhad je roven ME(x−y)
x−y =

10−5

0,00024

.
= 4, 2 · 10−2.

Př́ıklad 1.2 Necht’ z = 1, 23456 je aproximace č́ısla ẑ źıskaná zaokrouhleńım tohoto č́ısla
na pět desetinných mı́st. Určete odhad chyby pod́ılu z

x−y , kde x a y jsou č́ısla z př́ıkladu
1.1

Řešeńı: Z př́ıkladu 1.1 známe odhad chyby jmenovatele. Dále v́ıme, že ME(z) = 1
2
10−5.

Pro odhad chyby pod́ılu stač́ı dosadit do 1.5:
∣
∣
∣
∣
E

(
z

x− y

)∣
∣
∣
∣
≤ |x− y| ·ME(z) + | z| ·ME(x− y)

|x− y|(|x− y| −ME(x− y))
=

=
0, 00024 · 1

2
· 10−5 + 1, 23456 · 10−5

0, 00024 · (0, 00024− 10−5)
.
= 2, 2 · 102

Tedy, zat́ımco vstupńı hodnoty x, y a z měly chybu řádově v stotiśıcinách, výsledek může
mı́t chybu řádově ve stovkách!
Proto, je-li to možné, je žádoućı se odeč́ıtáńı bĺızkých č́ısel vyvarovat.

1.4 Podmı́něnost numerických úloh a numerická stabilita algo-
ritmů

Při numerickém řešeńı r̊uzných úloh muśıme zkoumat, jaký vliv na výsledek maj́ı malé
změny ve vstupńıch hodnotách a zaokrouhlováńı během výpočtu.

Řešeńı numerických úloh můžeme považovat za postup, kterým přǐrazujeme vstupńım
údaj̊um výstupńı data. Je-li toto přǐrazeńı spojité zobrazeńı, pak ř́ıkáme, že numerická
úloha je korektńı úloha, v opačném př́ıpadě se jedná o úlohu nekorektńı.
Pro tyto úlohy má zásadńı význam relativńı citlivost výsledku na malé změny ve vstupńıch
parametrech úlohy. Korektńı úloha je dobře podmı́něná, jestliže malým relativńım
změnám vstupńıch údaj̊u odpov́ıdaj́ı malé relativńı změny výstupńıch údaj̊u. Č́ıslo

Cp =
relativńı chyba výstupńıch údaj̊u

relativńı chyba vstupńıch údaj̊u

nazýváme č́ıslo podmı́něnosti úlohy. Pro dobře podmı́něné úlohy je č́ıslo Cp bĺızké
č́ıslu 1.
Pokud malé relativńı změny na vstupu zp̊usob́ı velké relativńı změny na výstupu, pak
mluv́ıme o špatně podmı́něné úloze. Řešeńı špatně podmı́něných úloh je nejlépe se
vyhnout, protože výsledky jakéhokoli algoritmu jsou velmi nespolehlivé.

Podobně řekneme, že je algoritmus dobře podmı́něný, je-li málo citlivý na poruchy ve
vstupńıch datech. Kromě nepřesnost́ı ve vstupńıch údaj́ıch ovlivňuje výsledek použitého
algoritmu i zaokrouhlováńı č́ısel během výpočtu. Je-li vliv zaokrouhlovaćıch chyb na
výsledek malý, mluv́ıme o numericky stabilńım algoritmu. Algoritmus dobře podmı́něný
a numericky stabilńı se nazývá stabilńı.
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Shrnut́ı pojmů

Při sestavováńı numerické úlohy se dopoušt́ıme chyby už t́ım, že reálnou situaci nahrad́ıme
zjednodušeným matematickým modelem. Daľśı chyby mohou vzniknout kv̊uli nepřesnosti
vstupńıch dat. Podstatným zdrojem chyb je nahrazeńı p̊uvodńı matematické úlohy úlohou
numerickou (konkrétńı př́ıklady těchto nahrazeńı uvid́ıme v daľśıch kapitolách). A konečně,
nemalý vliv mohou mı́t chyby, které vzniknou zaokrouhlováńım č́ısel během výpočtu.
Kvalitu výsledku źıskaného nějakou numerickou metodou můžeme popsat pomoćı abso-
lutńı chyby - rozd́ılu přesné a přibližné hodnoty. Někdy je výstižněǰśı relativńı chyba
- pod́ıl absolutńı chyby a vypočtené přibližné hodnoty. Protože však přesnou hodnotu
často neznáme a t́ım pádem absolutńı chybu nejsme schopni určit, d̊uležité jsou odhady
absolutńı a relativńı chyby.
Použ́ıváme-li při výpočtu zaokrouhlená č́ısla, chyby se š́ı̌ŕı. Zvlášt nebezpečné je odeč́ıtáńı
sobě bĺızkých č́ısel.

1.5 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.

Otázka 1.1 Relativńı chyba záviśı na velikosti absolutńı chyby.

Otázka 1.2 Je-li x > 106, bude relativńı chyba RE(x) určitě velmi malá.

Otázka 1.3 Je-li absolutńı chyba E(x) < 10−6, je určitě i relativńı chyba RE(x) < 10−6.

Otázka 1.4 Jestlǐze x aproximuje přesnou hodnotu x̂ s chybou E(x) = 0, 01, pak y = 2x
aproximuje ŷ = 2x̂ s chybou E(y) = 0, 02.

Otázka 1.5 Pokud jsme č́ısla x a y źıskali zaokrouhleńım č́ısel x̂ a ŷ na n desetinných
mı́st, pak na n desetinných mı́st zaokrouhlená hodnota č́ısla x̂+ ŷ je rovna x+ y. (x̂ a ŷ
mohou být libovolná reálná č́ısla.)

Otázka 1.6 Čı́m věťśı je relativńı chyba výstupńıch údaj̊u dané úlohy, t́ım věťśı je č́ıslo
podmı́něnosti této úlohy.

Odpovědi na otázky viz 9.1
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2 Exkurze do funkcionálńı analýzy

Ćıl kapitoly

Tato kapitola tvoř́ı teoretický základ pro metody prob́ırané v daľśıch dvou kapitolách.
Protože prostor, který lze této problematice věnovat, je velmi omezený, pokuśıme se
zde vysvětlit jen nejnutněǰśı pojmy. Pokud by někoho odrazovala př́ılǐsná teoretičnost
a
”
vědeckost” této kapitoly a spokojil by se s t́ım, že metody popsané v kapitolách 3 a 4

funguj́ı, aniž by se zaj́ımal o to, proč funguj́ı, mohl by snad následuj́ıćı text přeskočit.

2.1 Metrický prostor

Studenti určitě umı́ vypoč́ıtat vzdálenost dvou reálných č́ısel na č́ıselné ose nebo vzdálenost
dvou bod̊u v rovině či v prostoru. Podobně se dá určovat

”
vzdálenost” r̊uzných jiných ob-

jekt̊u. Této zobecněné vzdálenosti se ř́ıká metrika.

Definice. Bud’ X množina (prvk̊u jakéhokoli typu). Řekneme, že na této množině je
definována metrika d, jestliže každým dvěma prvk̊um x, y ∈ X je přǐrazeno reálné č́ıslo
d(x, y) tak, že

1) d(x, y) ≥ 0 ∀x, y ∈ X , d(x, y) = 0⇔ x = y

2) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ X

3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ X (trojúhelńıková nerovnost)

Množinu X s metrikou d pak nazýváme metrický prostor.

Př́ıklady metrických prostor̊u
Asi nejjednodušš́ım př́ıkladem metrického prostoru je množina všech reálných č́ısel R s
metrikou d definovanou jako d(x, y) = |x− y|.
Jako množinu X však nemuśıme brát celé R, může to být i jakákoli jeho podmnožina,
např. interval nebo množina všech racionálńıch č́ısel Q.
Jiným př́ıkladem je množina všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel. Je-li x = (x1, x2, . . . , xn)
a y = (y1, y2, . . . , yn), metriku d můžeme definovat r̊uzně. Jako nejpřirozeněǰśı se jev́ı ob-
vyklá vzdálenost dvou bod̊u:

d(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2, (2.1)

existuj́ı však i jiné možnosti, např.

d(x,y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ · · ·+ |xn − yn| (2.2)

nebo

d(x,y) = max
(

|x1 − y1|, |x2 − y2|, . . . , |xn − yn|
)

. (2.3)

Jako posledńı př́ıklad uvedeme množinu všech funkćı definovaných a spojitých na intervalu
< a, b >, která se označuje jako C(< a, b >). Jsou-li f, g ∈ C(< a, b >), definujeme

d(f, g) = max
x∈<a,b>

| f(x)− g(x)|. (2.4)

Obrázky 2.1 a 2.2 poslouž́ı k objasněńı některých uvedených metrik.
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Obrázek 2.1:
”
Vzdálenost” bod̊u A, B

podle metriky 2.2 je délka silné černé
čáry.

Obrázek 2.2:
”
Vzdálenost” dvou spo-

jitých funkćı v metrice 2.4

2.2 Úplný metrický prostor

Již na středńı škole se studenti seznámili s posloupnostmi reálných č́ısel a (snad) i s jejich
limitami.
Připomeňme, že limita posloupnosti reálných č́ısel (an)

∞
n=1 je, populárně řečeno, takové

č́ıslo a, ke kterému se členy posloupnosti pro n jdoućı do nekonečna přibližuj́ı. Přesněji:
Reálné č́ıslo a se nazývá limitou posloupnosti (an)

∞
n=1, jestliže ke každému ε > 0 existuje

přirozené č́ıslo N tak, že pro všechna n > N plat́ı |an − a| < ε.
Neboli: at’ zvoĺıme ε libovolně malé, od jistého indexu N se členy posloupnosti budou od
a lǐsit méně než o ε.
Posloupnosti však můžeme sestavovat i z jiných objekt̊u než z reálných č́ısel. Stejně tak
můžeme u takových posloupnost́ı ř́ıci, zda maj́ı, nebo nemaj́ı limitu. Pro posloupnosti
sestavené z prvk̊u obecného metrického prostoru se limita definuje velmi podobně, jen je
třeba zobecnit ono

”
lǐseńı se o méně než ε”. To se provede pomoćı metriky.

Definice. Bud’ X metrický prostor s metrikou d a (xn)
∞
n=1 posloupnost prvk̊u z X.

Řekneme, že x ∈ X je limitou této posloupnosti, ṕı̌seme lim
n→∞

xn = x , jestliže ke každému

ε > 0 existuje přirozené č́ıslo N tak, že pro všechna n > N plat́ı d(xn, x) < ε.

Posloupnost, která má limitu, se nazývá konvergentńı.

Nyńı definujeme daľśı vlastnost posloupnost́ı.

Definice. Bud’ X metrický prostor s metrikou d a (xn)
∞
n=1 posloupnost prvk̊u z X.

Řekneme, že tato posloupnost je cauchyovská, jestliže ke každému ε > 0 existuje
přirozené č́ıslo N tak, že pro všechna n > N a každé přirozené č́ıslo k plat́ı d(xn, xn+k) < ε.

Dá se ř́ıci, že cauchyovská posloupnost je taková, jej́ıž členy se výše popsaným zp̊usobem
zahušt’uj́ı.
Dá se dokázat, že každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská. Intuitivně by se mohlo
zdát, že to muśı být i naopak. Existuj́ı ale prostory, v nichž najdeme cauchyovské posloup-
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nosti, které v daném prostoru limitu nemaj́ı. Ukážeme to na následuj́ıćım př́ıkladu:
Mějme např́ıklad množinu všech reálných č́ısel a v něm posloupnost a1 = 3.1, a2 =
3.14, a3 = 3.141, a4 = 3.1415, . . .. Tato posloupnost má limitu π a tedy je cauchyovská.
Nyńı vezměme tutéž posloupnost, ale v množině všech racionálńıch č́ısel Q. Je to posloup-
nost cauchyovská, ale limitu v Q nemá (protože π /∈ Q).

Existuj́ı tedy prostory, v nichž
”
něco scháźı”, neobsahuj́ı limity některých posloupnost́ı,

které se jinak chovaj́ı tak, jako by limitu mı́t měly. T́ım se dostáváme k definici úplného
prostoru.

Definice. Metrický prostor se nazývá úplný, jestliže každá cauchyovská posloupnost v
něm má limitu.

Př́ıklady úplných a neúplných prostor̊u
Množina R s metrikou d(x, y) = |x− y| je úplný metrický prostor.
Jakýkoli uzavřený interval 〈a, b〉 s toutéž metrikou je také úplný prostor.
Otevřený interval s toutéž metrikou neńı úplný. To můžeme ukázat na př́ıkladu intervalu
(0, 1) a posloupnosti xn = 1

n
. Tato posloupnost je cauchyovská a přitom v intervalu (0, 1)

nemá limitu (0 /∈ (0, 1)).
Dá se dokázat, že prostor všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel s kteroukoli z metrik
2.1, 2.2, 2.3 je úplný.

2.3 Pevný bod zobrazeńı, iteračńı proces

Definice. Řekneme, že F je zobrazeńı množiny X do množiny Y , ṕı̌seme F : X → Y ,
jestliže každému prvku x ∈ X je pomoćı F přǐrazen právě jeden prvek y ∈ Y , y = F (x).

Budeme se zabývat hlavně zobrazeńımi množiny do sebe sama, tj. zobrazeńı F : X → X.
Takové zobrazeńı přǐrazuje každému prvku x ∈ X opět (obecně jiný) prvek z X. Nás bude
zaj́ımat, jestli existuje takový prvek x, který se zobraźı sám na sebe, př́ıpadně jak takový
prvek naj́ıt.

Definice. Prvek x ∈ X se nazývá pevný bod zobrazeńı F : X → X, jestliže plat́ı

F (x) = x.

Jestliže za množinu X vezmeme R, pak zobrazeńı F : R → R je obyčejná funkce jedné
proměnné. Na obrázku 7.2 jsou vyznačeny pevné body jisté funkce f. Jsou to body, v
nichž se protne graf funkce f s př́ımkou y = x.

Př́ıklad. Funkce f(x) = x2 má právě dva pevné body, a to x = 0 a x = 1, protože 02 = 0
a 12 = 1.

Hledáńı pevného bodu zobrazeńı má v numerické matematice velký význam. Některé
úlohy, jejichž zadáńı zpočátku vypadá úplně jinak, lze převést právě na problém nalezeńı
pevného bodu. Proto se nyńı budeme zabývat otázkou, jak ověřit, že nějaké zobrazeńı
pevný bod má a jak jej naj́ıt. Dá se dokázat, že jistý druh zobrazeńı má pevný bod vždy
a existuje postup, který nás k němu dovede.
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Obrázek 2.3: Pevné body reálné funkce

Definice. Bud’ X metrický prostor. Řekneme, že zobrazeńı F : X → X je kontraktivńı
(kontrakce), jestliže existuje α ∈ 〈0, 1) tak, že pro každé dva prvky x, y ∈ X plat́ı

d(F (x), F (y)) ≤ α d(x, y) (2.5)

Č́ıslo α nazýváme koeficient kontrakce.

”
Kontrakce” česky znamená

”
stažeńı”. Dá se tedy, byt’ poněkud nepřesně, ř́ıct, že kon-

traktivńı zobrazeńı je takové, u nějž jsou si obrazy (funkčńı hodnoty) bližš́ı, než byly
vzory.
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1
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f(x
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y=f(x)
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1
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Obrázek 2.4: Funkce, která je kontrak-
tivńı

Obrázek 2.5: Funkce, která neńı kon-
traktivńı
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Věta 2.1 Bud’ X úplný metrický prostor a F : X → X kontraktivńı zobrazeńı. Pak
existuje právě jeden pevný bod tohoto zobrazeńı x̂, pro něǰz plat́ı

x̂ = lim
n→∞

xn, (2.6)

kde (xn)
∞
n=1 je tzv. posloupnost postupných aproximaćı, která je definována takto:

x0 je libovolný prvek z X a daľśı členy posloupnosti jsou definovány předpisem

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, . . . (2.7)

Dále pro všechna přirozená č́ısla n plat́ı:

d(x̂, xn) ≤
α

1− α
d(xn, xn−1) (2.8)

d(x̂, xn) ≤
αn

1− α
d(x0, x1), (2.9)

kde α je koeficient kontrakce.

Tato věta nám dává návod, jak pevný bod zadaného zobrazeńı alespoň přibližně naj́ıt.

Zvoĺıme x0 ∈ X. Tomuto bodu se ř́ıká počátečńı aproximace.

Pak poč́ıtáme daľśı členy posloupnosti podle předpisu 2.7. Tomuto výpočtu se ř́ıká it-
eračńı proces, k-tý člen posloupnosti, xk, se nazývá k-tá aproximace.

Protože podle 2.6 je pevný bod limitou posloupnosti (xn)
∞
n=1, postupné aproximace se

k němu budou přibližovat. Kdybychom v iteračńım procesu mohli pokračovat donekonečna,
dostali bychom se nakonec k pevnému bodu. To ale neńı možné, a proto se v určitý mo-
ment zastav́ıme a řekneme, že pevný bod x̂ je přibližně roven posledńımu vypočtenému
členu posloupnosti.
Kdy iteračńı proces zastavit, rozhodneme podle toho, s jakou přesnost́ı chceme mı́t pevný
bod vypočtený. Můžeme k tomu použ́ıt např. odhad 2.8, který ř́ıká, jak je n-tá aproximace
nanejvýš vzdálena od pevného bodu. K tomu ovšem muśıme znát hodnotu koeficientu
kontrakce α, která může být u některých úloh velmi obt́ıžně zjistitelná. Proto se častěji
použ́ıvaj́ı empirická kritéria, jež pro konkrétńı úlohy později poṕı̌seme.

2.4 Normovaný vektorový prostor

V prvńım semestru se studenti seznámili s vektorovými prostory.

Prvky vektorových prostor̊u mohou být objekty nejr̊uzněǰśıho typu. Nemuśı to být pouze

”
vektory” v tom smyslu, jaký si člověk obvykle pod t́ımto pojmem představ́ı (tj. uspořádané
n-tice reálných č́ısel).
Nejjednodušš́ım př́ıkladem vektorového prostoru je množina všech reálných č́ısel R s ob-
vyklými operacemi + a · .
Vektorovým prostorem je i množina všech matic typu (m,n) s operacemi + (sč́ıtáńı matic)
a · (násobeńı matice konstantou).
Vektorový prostor může být tvořen též funkcemi jedné nebo v́ıce proměnných s určitou
vlastnost́ı. V některých oblastech matematiky se často setkáváme např. s prostorem všech
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funkćı spojitých na daném intervalu 〈a, b〉, či s prostorem všech funkćı na intervalu 〈a, b〉
integrovatelných.

Studenti jistě věd́ı, co je absolutńı hodnota č́ısla nebo délka vektoru. Tyto veličiny udávaj́ı
velikost daného č́ısla, resp. vektoru bez ohledu na jeho znaménko, resp. směr.

”
Velikost” lze

r̊uzným zp̊usobem určovat i u jiných objekt̊u. Jakési zobecněńı velikosti, které zachovává
jej́ı přirozené vlastnosti, se nazývá norma.

Definice. Bud’ V vektorový prostor. Řekneme, že na tomto prostoru je definována norma,
jestliže každému prvku v ∈ V je přǐrazeno reálné č́ıslo ‖v‖ (norma v) tak, že

1) ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V , ‖v‖ = 0⇔ v = 0

2) ‖k · v‖ = | k| · ‖v‖ ∀v ∈ V,∀k ∈ R

3) ‖v1 + v2‖ ≤ ‖v1‖+ ‖v2‖ ∀v1, v2 ∈ V (trojúhelńıková nerovnost)

Prostor V pak nazýváme normovaný vektorový prostor.

Je známo, že absolutńı hodnota rozd́ılu dvou reálných č́ısel udává vzdálenost těchto č́ısel
na č́ıselné ose. Podobně si lze normu rozd́ılu dvou prvk̊u vektorového prostoru ‖u − v‖
představit jako vzdálenost těchto dvou prvk̊u. To znamená, že na vektorovém prostoru
můžeme definovat metriku předpisem

d(v1, v2) = ‖ v1 − v2‖. (2.10)

Př́ıklady normovaných vektorových prostor̊u:
Na množině všech reálných č́ısel R lze zavést normu jako ‖x‖ = |x| , ∀x ∈ R.
Na

”
obvyklém” vektorovém prostoru všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel Vn můžeme

zavést normu r̊uzným zp̊usobem.
Je-li v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Vn, pak jeho norma může být např. definována jako délka
tohoto vektoru

‖v‖ =
√

v21 + v22 + · · ·+ v2n . (2.11)

Tato norma se často znač́ı jako ‖v‖2 a nazývá se eukleidovská norma. Existuj́ı však i jiné
možnosti. V daľśım textu se setkáme s normami

‖v‖1 = | v1|+ | v2|+ · · ·+ | vn| (2.12)

‖v‖∞ = max(| v1|, | v2|, . . . , | vn|) (2.13)

U matic lze normu poč́ıtat podobně jako u vektor̊u. V kapitole 3 budeme pracovat s
následuj́ıćımi normami ( A je matice typu (m,n) s prvky aij, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n):

‖A‖∞ = max
i=1,...,m

n∑

j=1

| aij| řádková norma (2.14)

‖A‖1 = max
j=1,...,n

m∑

i=1

| aij| sloupcová norma (2.15)
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Př́ıklad 2.1 Vypočtěte řádkovou a sloupcovou normu matice

A =





−3 2 5
1 −4 −2
3 −1 4





Řešeńı: Řádková norma matice je maximum ze součt̊u absolutńıch hodnot prvk̊u v jed-
notlivých řádćıch.
Součet absolutńıch hodnot prvk̊u v prvńım řádku matice je |−3|+|2|+|5| = 10, ve druhém
řádku je součet roven 7 a ve třet́ım 8. Největš́ı z těchto č́ısel je 10 a proto ‖A‖∞ = 10.
Sloupcová norma je maximum ze součt̊u absolutńıch hodnot prvk̊u v jednotlivých sloupćıch.
Tedy ‖A‖1 = max(7, 7, 11) = 11.

Čtenář si možná povšiml značné podobnosti norem 2.11, 2.12 a 2.13 s metrikami uve-
denými v kapitole 2.1. Skutečně, všechny tyto metriky můžeme dostat z výše uvedených
norem pomoćı 2.10.

Nab́ıźı se otázka, proč jsme označili řádkovou normu matice 2.14 stejně jako normu vektoru
2.13 a sloupcovou normu matice 2.15 stejně jako normu vektoru 2.12.
Tyto normy skutečně maj́ı mnoho společného. Představ́ıme-li si vektor v dimenze n jako
sloupec, můžeme jej považovat za matici o n řádćıch a jediném sloupci. Vypočteme-li
nyńı řádkovou normu této matice, dostaneme právě normu vektoru 2.13, vypočteme-li
sloupcovou normu matice, dostaneme normu vektoru 2.12.

Dále plat́ı, a to je pro daľśı úvahy podstatněǰśı, že

‖Av‖∞ ≤ ‖A‖∞ · ‖v‖∞
‖Av‖1 ≤ ‖A‖1 · ‖v‖1

Můžeme ř́ıct, že řádková norma matice je přidružená vektorové normě 2.13 a sloupcová
norma matice je přidružená vektorové normě 2.12.
(Obecně se maticová norma přidružená vektorové normě definuje docela složitě, o tom
zde mluvit nebudeme. Např. maticová norma přidružená eukleidovské normě vektoru se
poč́ıtá zcela odlǐsně.)

Shrnut́ı pojmů

Metrický prostor je množina X, na ńıž je definována metrika d - funkce s jistými vlast-
nostmi, která každým dvěma prvk̊um x, y ∈ X přǐrad́ı č́ıslo d(x, y), které lze popsat
jako

”
vzdálenost” x od y. V metrickém prostoru můžeme definovat limitu posloupnosti

složené z jeho prvk̊u. Má-li posloupnost limitu, řekneme, že je konvergentńı. Cauchyovská
posloupnost je posloupnost, jej́ıž prvky se určitým, v předchoźım textu přesně popsaným,
zp̊usobem zahušt’uj́ı. Je-li v metrickém prostoru X každá cauchyovská posloupnost kon-
vergentńı, mluv́ıme o prostoru úplném.
Mnoho úloh numerické matematicky se dá převést na hledáńı pevného bodu nějakého
zobrazeńı. Pevný bod daného zobrazeńı F : X → X je takové x ∈ X, které se zobraźı
samo na sebe, tj. F (x) = x.
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Kontraktivńı zobrazeńı je zobrazeńı, pro které plat́ı d(F (x), F (y)) ≤ α d(x, y), kde α ∈ 〈0, 1) .
Je-li X s metrikou d úplný metrický prostor, pak každé kontraktivńı zobrazeńı F : X → X
má právě jeden pevný bod. Tento pevný bod je roven limitě posloupnosti {xk}∞k=0, kterou
źıskáme tak, že x0 ∈ X zvoĺıme libovolně a daľśı členy posloupnosti jsou dány vztahem
xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, . . . . Pevný bod přibližně najdeme pomoćı tzv. iteračńıho pro-
cesu. Poč́ıtáme členy posloupnosti {xk}∞k=0, dokud podle nějakého kriteria nerozhodneme,
že už jsme pevný bod s požadovanou přesnost́ı našli.
Normovaný prostor je vektorový prostor V , na němž je definována norma ‖ · ‖ - funkce s
jistými vlastnostmi, která každému prvku v ∈ V přǐrad́ı č́ıslo ‖ v‖, které lze popsat jako

”
velikost” v.
Na prostoru všech n-rozměrných vektor̊u můžeme kromě obvyklé eukleidovské normy defi-
novat normu předpisem ‖v‖1 = | v1|+| v2|+· · ·+| vn|, resp. ‖v‖∞ = max(| v1|, | v2|, . . . , | vn|).
Důležitým př́ıkladem normovaného prostoru je prostor všech matic typu m×n s řádkovou
nebo sloupcovou normou. Řádková norma matice A je maximum ze součt̊u absolutńıch
hodnot prvk̊u této matice v jednotlivých řádćıch, sloupcová maximum ze součt̊u ve
sloupćıch.

2.5 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.

Otázka 2.1 M̊uže se stát, že pro dva r̊uzné prvky metrického prostoru x a y je d(x, y) = 0.

Otázka 2.2 Každá posloupnost, která má limitu, je cauchyovská.

Otázka 2.3 Každý metrický prostor je úplný.

Otázka 2.4 Pevný bod funkce f(x) = sin x je 0.

Otázka 2.5 Každá funkce jedné reálné proměnné má aspoň jeden pevný bod.

Otázka 2.6 Je-li F : X → X kontrakce a x, y ∈ X, pak d(F (x), F (y)) < d(x, y).

Otázka 2.7 Iteračńı proces je postup, který slouž́ı k nalezeńı pevného bodu.

Otázka 2.8 V praxi pomoćı iteračńıho procesu vždy najdeme přesnou hodnotu pevného
bodu.

Otázka 2.9 Řádková norma čtvercové matice je vždy r̊uzná od sloupcové normy.

Odpovědi na otázky viz 9.2
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3 Numerické řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Ćıl kapitoly

Řešeńı soustav lineárńıch rovnic patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı části numerické matematiky.
Mnoho praktických úloh nakonec vede k řešeńı takovýchto soustav, často velmi rozsáhlých.
K obrovským soustavám rovnic dospějeme např. při hledáńı rozložeńı nějaké fyzikálńı
veličiny v určitém tělese. Problém se, velmi zhruba řečeno, může řešit tak, že hledáme
hodnoty této veličiny pouze v konečném počtu bod̊u (a č́ım v́ıce těchto bod̊u bude, t́ım
lépe), a to právě jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic.
Ćılem této kapitoly je seznámit čtenáře s několika metodami použ́ıvanými pro řešeńı těchto
soustav. Zvláštńı pozornost bude věnována Gaussově eliminačńı metodě. Také probereme
dvě iteračńı metody - Jacobiho a Gauss-Seidelovu. Tyto dvě metody jsou z iteračńıch
metod asi nejjednodušš́ı. Pokud si je studenti osvoj́ı, bude pro ně snazš́ı pochopit jiné
dnes v praxi použ́ıvané iteračńı metody.

Budeme se zabývat řešeńım soustavy n lineárńıch rovnic

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2

...
...

an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn

(3.1)

s neznámými x1, x2, . . . , xn.
Připomeňme, že matice A = (aij), i, j = 1, . . . , n, se nazývá matice soustavy a sloup-
cový vektor b = (b1, . . . , bn)

T vektor pravých stran.
Soustavu můžeme zapsat maticově ve tvaru

Ax = b (3.2)

Všude v daľśım textu budeme předpokládat, že matice soustavy je regulárńı, tj. že řešená
soustava má právě jedno řešeńı. (V technických úlohách, kde se problém řešeńı soustavy
lineárńıch rovnic může vyskytnout, to tak zpravidla bývá.)

V prvńım semestru se studenti seznámili s Gaussovou eliminačńı metodou a s Cramerovým
pravidlem. Obě tyto metody patř́ı mezi tzv. metody př́ımé. Druhou skupinou metod
řešeńı soustav lineárńıch rovnic jsou metody iteračńı.

3.1 Př́ımé metody

Př́ımé metody vedou k řešeńı soustavy po konečném počtu krok̊u. Takto nalezené řešeńı
by bylo přesné, kdybychom se v pr̊uběhu výpočtu nedopouštěli zaokrouhlovaćıch chyb.
Připomeneme metody, které by studenti měli znát z prvńıho semestru a uvedeme některé
daľśı.



Ústav matematiky FSI VUT v Brně 21

3.1.1 Cramerovo pravidlo

Je-li matice soustavy 3.2 regulárńı, tj. jej́ı determinant je nenulový, pak řešeńı soustavy
lze vypoč́ıtat jako

x1 =
D1
D

, x2 =
D2
D

, . . . , xn =
Dn

D

kde D je determinant matice soustavyA a Dk, k = 1, . . . , n jsou determinanty matic, které
vzniknou z matice A nahrazeńım k-tého sloupce této matice vektorem pravých stran b.

Př́ıklad 3.1 Pomoćı Cramerova pravidla najděte řešeńı soustavy rovnic

2x1 + 3x2 = 5
−x1 + 2x2 = 8

Řešeńı: Determinant matice soustavy je

D =

∣
∣
∣
∣

2 3
−1 2

∣
∣
∣
∣
= 7

a determinanty matic vzniklých nahrazeńım prvńıho, resp. druhého sloupce matice sous-
tavy vektorem pravých stran jsou

D1 =

∣
∣
∣
∣

5 3
8 2

∣
∣
∣
∣
= −14, D2 =

∣
∣
∣
∣

2 5
−1 8

∣
∣
∣
∣
= 21.

Řešeńı soustavy je tedy

x1 =
−14
7

= −2, x2 =
21

7
= 3.

Cramerovo pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic, např. pro
soustavu dvou rovnic s

”
ošklivými” koeficienty. Pro větš́ı soustavy by bylo nutné poč́ıtat

mnoho determinant̊u vysokého řádu, což je velmi pracné. Proto se pro řešeńı velkých
soustav rovnic tato metoda nepouž́ıvá.

3.1.2 Gaussova eliminačńı metoda

Základem této metody je úprava soustavy na trojúhelńıkový tvar pomoćı elementárńıch
úprav.

Přidáme-li v soustavě 3.2 vektor pravých stran b jako (n+1)-ńı sloupec k matici A,
můžeme soustavu přepsat ve tvaru

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = a1n+1
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = a2n+1

...
...

an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = ann+1
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Nyńı se pomoćı přič́ıtáńı vhodných násobk̊u prvńı rovnice budeme snažit z ostatńıch
rovnic eliminovat x1. (Je-li a11 = 0, vyměńıme prvńı rovnici s prvńı takovou rovnićı, která
na prvńım mı́stě nulu nemá.)
Odečteme-li postupně prvńı rovnici, vynásobenou č́ıslem ai1

a11
, od i-té rovnice, pro i =

2, 3, . . . , n, dostaneme

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = a1n+1
a
(1)
22 x2 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2n+1

...
...

a
(1)
n2 x2 + · · · + a

(1)
nn xn = a

(1)
nn+1

Nové koeficienty jsou vypočteny jako a
(1)
ij = aij− ai1

a11
a1j, i = 2, 3, . . . , n, j = 2, 3, . . . , n+1.

Nyńı budeme pomoćı vhodných násobk̊u druhé rovnice eliminovat x2 v třet́ı, čtvrté, . . .
n-té rovnici. (Opět, je-li a

(1)
22 = 0, vyměńıme druhou rovnici s prvńı z daľśıch rovnic, ve

které u x2 nula neńı.)
T́ım dostaneme

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + · · · + a1n xn = a1n+1
a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2n+1

a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3n xn = a

(2)
3n+1

...
...

a
(2)
n3 x3 + · · · + a

(2)
nn xn = a

(2)
nn+1

kde a
(2)
ij = a

(1)
ij −

a
(1)
i2

a
(1)
22

a
(1)
2j , i = 3, 4, . . . , n, j = 3, 4, . . . , n+ 1.

Pokračujeme-li dále stejným zp̊usobem, dostaneme po n-1 kroćıch soustavu v trojúhelńıkovém
tvaru

a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + · · · + a1n xn = a1n+1
a
(1)
22 x2 + a

(1)
23 x3 + · · · + a

(1)
2n xn = a

(1)
2n+1

a
(2)
33 x3 + · · · + a

(2)
3n xn = a

(2)
3n+1

...

a
(n−1)
nn xn = a

(n−1)
nn+1

(3.3)

Z této soustavy snadno urč́ıme hledané řešeńı:

xn =
a
(n−1)
nn+1

a
(n−1)
nn

(3.4)

xn−1 =
1

a
(n−2)
n−1n−1

(

a
(n−2)
n−1n+1 − a

(n−2)
n−1n xn

)

...

x1 =
1

a11

(

a1n+1 − a12 x2 − a13 x3 − · · · − a1n xn

)

Postup vedoućı k soustavě 3.3 se nazývá Gaussova eliminace, výpočet neznámých dle
3.4 zpětná substituce nebo též zpětný chod. Č́ıslo a

(k−1)
kk nazýváme hlavńı prvek.
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Př́ıklad 3.2 Pomoćı Gaussovy eliminace vyřešte soustavu rovnic

1, 67x1 − 0, 15x2 + 2, 51x3 = −0, 84
2, 15x1 + 3, 02x2 − 0, 17x3 = 2, 32
1, 71x1 − 2, 83x2 + 1, 45x3 = 1, 26

Řešeńı: Koeficienty soustavy oṕı̌seme do matice:




1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84
2, 15 3, 02 −0, 17 2, 32
1, 71 −2, 83 1, 45 1, 26





Od druhého řádku odečteme prvńı řádek vynásobený 2,15
1,67

a od třet́ıho vynásobený 1,71
1,67

(všechny mezivýsledky jsou zaokrouhlovány na pět desetinných mı́st):




1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84
0 3, 21311 −3, 40144 3, 40144
0 −2, 67641 −1, 12012 2, 12012





Nyńı od třet́ıho řádku odečteme druhý vynásobený −2,67641
3,21311

. T́ım dostaneme





1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84
0 3, 21311 −3, 40144 3, 40144
0 0 −3, 95339 4, 95339



 ,

což už odpov́ıdá soustavě v trojúhelńıkovém tvaru

1, 67x1 − 0, 15x2 + 2, 51x3 = −0, 84
3, 21311x2 − 3, 40144x3 = 3, 40144

− 3, 95339x3 = 4, 95339

Řešeńı této soustavy je

x3 =
4, 95339

−3, 95339
.
= −1, 25295

x2 =
1

3, 21311

(

3, 40144 + 3, 40144 · (−1, 25295)
)

.
= −0, 26777

x1 =
1

1, 67

(

−0, 84 + 0, 15 · (−0, 26777)− 2, 51 · (−1, 25295)
)

.
= 1, 35613

Řešeńı źıskané Gaussovou eliminačńı metodou by bylo přesné, kdybychom se v pr̊uběhu
výpočtu nedopouštěli zaokrouhlovaćıch chyb. U některých soustav může být bohužel vliv
zaokrouhlováńı na výsledek značný. Algoritmus Gaussovy eliminace se proto někdy mod-
ifikuje zp̊usobem popsaným v následuj́ıćı kapitole.
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3.1.3 Eliminace s výběrem hlavńıho prvku

Eliminace s výběrem hlavńıho prvku je modifikace Gaussovy eliminačńı metody, která
slouž́ı ke zmenšeńı zaokrouhlovaćıch chyb.
Je-li absolutńı hodnota některého z dělitel̊u a

(i−1)
ii malá ve srovnáńı s absolutńı hodnotou

prvk̊u a
(i−1)
ki , k > i, může hrozit nebezpeč́ı velkých zaokrouhlovaćıch chyb. Zaokrouhlovaćı

chyba v absolutńı hodnotě malého č́ısla zp̊usob́ı totiž velkou chybu v jeho převrácené
hodnotě a tedy i v č́ıslech, jimiž násob́ıme řádky při eliminaci.
Abychom se vyhnuli děleńı č́ısly, která jsou malá vzhledem k ostatńım veličinám, použijeme
postup zvaný výběr hlavńıho prvku:
V prvńım kroku eliminace najdeme rovnici, která má u x1 v absolutńı hodnotě největš́ı
koeficient. Vyměńıme ji s prvńı rovnićı a pak pomoćı jej́ıch násobk̊u eliminujeme x1 z os-
tatńıch rovnic. Ve druhém kroku najdeme mezi všemi rovnicemi kromě prvńı tu rovnici,
která má v absolutńı hodnotě největš́ı koeficient u x2. Vyměńıme ji s druhou rovnićı
a pomoćı jej́ıch násobk̊u eliminujeme x2 z daľśıch rovnic. Obecně v k-tém kroku elimi-
nace najdeme mezi posledńımi n− k + 1 rovnicemi tu, která má největš́ı koeficient u xk,
vyměńıme ji s k-tou rovnićı a pak pomoćı ńı eliminujeme.

Př́ıklad 3.3 Soustavu z př́ıkladu 3.2 řešte eliminaćı s výběrem hlavńıho prvku.

Řešeńı: Postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıkladu. Vybraný hlavńı prvek je vždy
v rámečku.





1, 67 −0, 15 2, 51 −0, 84
2,15 3, 02 −0, 17 2, 32

1, 71 −2, 83 1, 45 1, 26



 ∼





2, 15 3, 02 −0, 17 2, 32
0 −2, 49577 2, 64205 −2.64205
0 -5,23195 1.58521 −0, 58521



 ∼





2, 15 3, 02 −0, 17 2, 32
0 −5, 23195 1.58521 −0, 58521
0 0 1, 88586 −2, 36289





Následovala by zpětná substituce.

Právě popsanou metodu bychommohli nazvat výstižněji eliminačńı metodou s částečným
výběrem hlavńıho prvku.
Úplný výběr hlavńıho prvku spoč́ıvá v tom, že v k-tém kroku voĺıme za hlavńı prvek
ten, který je největš́ı v absolutńı hodnotě v submatici vytvořené vynecháńım prvńıch k−1
řádk̊u a sloupc̊u v upravované matici. Nutnost hledat největš́ı prvek v celé submatici a
vyměňovat řádky i sloupce zp̊usobuje větš́ı časovou (a programátorskou) náročnost této
metody. Gaussova eliminačńı metoda s částečným výběrem je proto obvykle efektivněǰśı
než metoda s úplným výběrem hlavńıho prvku.

Na závěr poznamenejme, že Gaussova eliminačńı metoda, at’ už s výběrem hlavńıho prvku
nebo bez, je pro opravdu velké matice časově náročná. Máme-li řešit n rovnic, je u obyčejné
eliminace potřeba vykonat přibližně n3/3 aritmetických operaćı, což pro velké n dokáže
zaměstnat i relativně výkonný poč́ıtač. Proto se hod́ı nejlépe pro nepř́ılǐs rozsáhlé soustavy.
Dnes však existuj́ı profesionálńı programy i pro řešeńı velkých soustav rovnic s ř́ıdkou
matićı koeficient̊u (ř́ıdkou matićı se rozumı́ taková matice, která má v každém řádku jen
malý počet nenulových prvk̊u).
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3.2 Iteračńı metody

Iteračńı metody, na rozd́ıl od př́ımých metod, nevedou k přesnému řešeńı po konečném,
předem daném počtu krok̊u. U iteračńıch metod zvoĺıme počátečńı aproximaci řešeńı a
určitým postupem ji v každém kroku metody zlepš́ıme. K řešeńı se přibližujeme postupně
a obecně ho dosáhneme až v limitě. Protože výpočet nelze provádět do nekonečna, po
jisté době jej ukonč́ıme. Výsledkem bude přibližné řešeńı soustavy.

3.2.1 Jacobiho metoda

Nejprve poṕı̌seme, jak se Jacobiho metodou soustavy rovnic řeš́ı a kdy se touto metodou
řešit mohou. Na konci kapitoly teoreticky zd̊uvodńıme, proč Jacobiho metoda funguje.
(Aby čtenář děśıćı se jakékoli teorie mohl konec kapitoly přeskočit a nebyl hned zpočátku
zastrašen.)
Budeme opět pracovat se soustavou lineárńıch rovnic

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2

...
...

an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme x1, ze druhé rovnice x2 atd. Dostaneme

x1 =
1

a11

(

b1 − a12 x2 − a13 x3 − · · · − a1n xn

)

(3.5)

x2 =
1

a22

(

b2 − a21 x1 − a23 x3 − · · · − a2n xn

)

...

xn =
1

ann

(

bn − an1 x1 − an2 x2 − · · · − ann−1 xn−1

)

Řešeńı soustavy budeme hledat následuj́ıćım zp̊usobem:
Libovolně zvoĺıme počátečńı aproximaci řešeńı x(0) = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n )T .

Tato č́ısla dosad́ıme do pravé strany 3.5. T́ım dostaneme novou aproximaci řešeńı x(1) =
(x
(1)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(1)
n )T . Tu opět dosad́ıme do pravé strany 3.5 atd.

Obecně každou daľśı aproximaci řešeńı źıskáme podle předpisu

x
(r+1)
1 =

1

a11

(

b1 − a12 x
(r)
2 − a13 x

(r)
3 − · · · − a1n x(r)n

)

(3.6)

x
(r+1)
2 =

1

a22

(

b2 − a21 x
(r)
1 − a23 x

(r)
3 − · · · − a2n x(r)n

)

...

x(r+1)n =
1

ann

(

bn − an1 x
(r)
1 − an2 x

(r)
2 − · · · − ann−1 x

(r)
n−1

)

,

Za jistých (dále popsaných podmı́nek) se t́ımto postupem budeme přibližovat k přesnému
řešeńı soustavy.
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Ve výpočtu pokračujeme, dokud se nedosáhne určité předem dané přesnosti, např. dokud
se aproximace řešeńı neustáĺı na požadovaném počtu desetinných mı́st, nebo dokud neńı
překročen předem daný maximálńı počet krok̊u.

Jacobiho metodou nemuśıme řešeńı soustavy naj́ıt vždy. V některých př́ıpadech posloup-
nost postupných aproximaćı k řešeńı soustavy nekonverguje. Uvedeme nyńı podmı́nky,
které zaruč́ı, že metoda konverguje (tj. najdeme pomoćı ńı přibližné řešeńı).

Definice. Matice A se nazývá řádkově ostře diagonálně dominantńı právě tehdy,
když

| aii| >
n∑

j=1,j 6=i
| aij| pro i = 1, . . . , n (3.7)

(neboli když je v každém řádku matice absolutńı hodnota prvku na diagonále větš́ı než
součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u v onom řádku)
a sloupcově ostře diagonálně dominantńı právě tehdy, když

| ajj| >
n∑

i=1,i6=j
| aij| pro j = 1, . . . , n (3.8)

(neboli když je v každém sloupci matice absolutńı hodnota prvku na diagonále větš́ı než
součet absolutńıch hodnot všech ostatńıch prvk̊u v onom sloupci).

Na konci této kapitoly dokážeme, že:

Je-li matice soustavy 3.2 ostře řádkově nebo sloupcově diagonálně dominantńı,
Jacobiho metoda konverguje.

Jestliže matice soustavy 3.2 neńı diagonálně dominantńı, Jacobiho metoda konvergovat
může a nemuśı.
Existuje podmı́nka pro konvergenci Jacobiho metody nutná a dostatečná (tj. pokud je
splněna, metoda konverguje a pokud neńı splněna, metoda diverguje), jenže je pro velké
matice prakticky neověřitelná.
Proto, nejsme-li si jisti konvergenćı metody, je vhodné stanovit maximálńı počet krok̊u a
je-li překročen, výpočet ukončit s t́ım, že metoda diverguje. Pak je potřeba zvolit jinou
metodu nebo soustavu nějak upravit.

Př́ıklad 3.4 Jacobiho metodou řešte soustavu

15x1 − x2 + 2x3 = 30
2x1 − 10x2 + x3 = 23
x1 + 3x2 + 18x3 = −22

Řešeńı: Matice soustavy je diagonálně dominantńı, protože plat́ı

| 15| > | − 1|+ | 2| , | − 10| > | 2|+ | 1| , | 18| > | 1|+ | 3|.

Proto je konvergence metody zaručena. Vyṕı̌seme iteračńı vztahy:
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x
(r+1)
1 =

1

15

(

30 + x
(r)
2 − 2x

(r)
3

)

x
(r+1)
2 = − 1

10

(

23− 2x
(r)
1 − x

(r)
3

)

x
(r+1)
3 =

1

18

(

−22− x
(r)
1 − 3x

(r)
2

)

Jako počátečńı aproximaci zvoĺıme x = (0, 0, 0)T . Postupně źıskávané aproximace řešeńı
budeme zapisovat do tabulky:

r x
(r)
1 x

(r)
2 x

(r)
3

0 0 0 0
1 2 -2,3 -1,2222
2 2,0096 -2,0222 -0,9500
3 1,9918 -1,9930 -0,9968
4 2,0000 -2,0013 -1,0007

Je vidět, že posloupnost postupných aproximaćı konverguje k řešeńı soustavy (2,-2,-1).
Kdybychom chtěli źıskat řešeńı s přesnost́ı ε = 0, 01, mohli bychom nyńı výpočet zastavit,
protože

|x(4)1 − x
(3)
1 | = | 2, 0000− 1, 9918| < 0, 01

|x(4)2 − x
(3)
2 | = | − 2, 0013− (−1, 9930)| < 0, 01

|x(4)3 − x
(3)
3 | = | − 1, 0007− (−0, 9968)| < 0, 01,

zat́ımco kdybychom požadovali přesnost ε = 0, 001, museli bychom ve výpočtu pokračovat,
protože např. |x(4)1 − x

(3)
1 | > 0, 001.

Ukázka divergence Jacobiho metody
Kdybychom rovnice z předcházej́ıćıho př́ıkladu přepsali v jiném pořad́ı, např.

x1 + 3x2 + 18x3 = −22
15x1 − x2 + 2x3 = 30
2x1 − 10x2 + x3 = 23,

př́ıslušné iteračńı vztahy by vypadaly takto:

x
(r+1)
1 = −22− 3x

(r)
2 − 18x

(r)
3

x
(r+1)
2 = −30 + 15x

(r)
1 + 2x

(r)
3

x
(r+1)
3 = 23− 2x

(r)
1 + 10x

(r)
2 .

Podmı́nka konvergence metody neńı splněna. Pod́ıvejme se, jak se budou chovat postupné
aproximace řešeńı:

r x
(r)
1 x

(r)
2 x

(r)
3

0 0 0 0
1 -22 -30 23
2 -346 -314 -233
3 5114 -5686 -2425
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Na prvńı pohled je zřejmé, že k řešeńı soustavy (2,−2,−1) touto cestou nedojdeme,
metoda diverguje.

Jacobiho metoda z teoretického hlediska

Nyńı ukážeme, proč Jacobiho metoda funguje a proč konverguje zrovna za výše uvedených
podmı́nek.
Rovnice 3.5 se daj́ı zapsat maticově jako

x = CJ x+ d,

kde CJ je tzv. iteračńı matice Jacobiho metody. Prvky matice CJ a vektoru d jsou

cij = −aij
aii

pro i 6= j , cii = 0

di =
bi
aii

.

T́ım, že jsme p̊uvodńı soustavu rovnic Ax = b upravili na tento tvar, se úkol naj́ıt řešeńı
soustavy rovnic převedl na hledáńı pevného bodu zobrazeńı

F (x) = CJ x+ d, (3.9)

protože řešeńım p̊uvodńı soustavy rovnic je právě takový vektor x, pro nějž plat́ı F (x) = x.

V kapitole 2 jsme předvedli obecný postup, který vede k nalezeńı pevného bodu. Je to
tzv. metoda postupných aproximaćı, iteračńı proces.
Proto řešeńı hledáme výše popsaným zp̊usobem, tj. zvoĺıme libovolně počátečńı aproxi-
maci x(0) a daľśı aproximace poč́ıtáme jako

x(r+1) = F (x(r)) = CJ x
(r) + d. (3.10)

Dále jsme v kapitole 2 uvedli, za jakých podmı́nek je jisté, že pevný bod zobrazeńı existuje
a že metodou postupných aproximaćı k němu dojdeme. Prozkoumáme nyńı, jak vypadaj́ı
tyto obecné podmı́nky pro naši konkrétńı situaci.
Máme zobrazeńı F : Vn → Vn, kde Vn je prostor všech uspořádaných n-tic reálných č́ısel.
Na tomto prostoru můžeme zavést metriku předpisem

d(x,y) = ‖x− y‖,

kde ‖ · ‖ je některá z norem 2.12, 2.13. Prostor Vn s touto metrikou je úplný. Zjist́ıme,
kdy bude zobrazeńı F kontraktivńı.
Plat́ı

d(F (x), F (y)) = ‖F (x)− F (y)‖ = ‖CJ x+ d− (CJ y + d)‖ = ‖CJ (x− y)‖ ≤
≤ ‖CJ‖ · ‖x− y‖ = ‖CJ‖ · d(x,y),

kde ‖CJ‖ je norma matice přidružená použité normě vektoru.
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Je-li tedy ‖CJ‖ < 1, je zobrazeńı F kontraktivńı s koeficientem kontrakce α = ‖CJ‖ a je
zaručeno, že posloupnost postupných aproximaćı źıskaná podle předpisu 3.10 konverguje
k pevnému bodu zobrazeńı 3.9.
(Je-li ‖CJ‖ > 1, o konvergenci či divergenci iteračńıho procesu nev́ıme nic.)

Nyńı se pod́ıváme na to, jak podmı́nka ‖CJ‖ < 1 souviśı s diagonálńı dominantnost́ı
matice soustavy A.
Předpokládejme, že matice A je ostře řádkově diagonálně dominantńı.
Poč́ıtáme-li řádkovou normu matice CJ , bereme součty absolutńıch hodnot prvk̊u v jed-
notlivých řádćıch a z nich pak vyb́ıráme maximum. Součet absolutńıch hodnot prvk̊u
prvńıho řádku je

∣
∣
∣
∣
−a12

a11

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
−a13

a11

∣
∣
∣
∣
+ · · ·+

∣
∣
∣
∣
−a1n

a11

∣
∣
∣
∣
=
| a12|+ | a13|+ · · ·+ | a1n|

|a11|
.

Protože je A řádkově diagonálně dominantńı, muśı být

| a11| > | a12|+ | a13|+ · · ·+ | a1n|

a tedy součet absolutńıch hodnot prvk̊u prvńıho řádku matice CJ muśı být menš́ı než 1.
Úplně stejně se ukáže, že i součty v ostatńıch řádćıch jsou menš́ı než jedna.
Řádková norma matice CJ , coby největš́ı z č́ısel menš́ıch než jedna, bude určitě také menš́ı
než jedna. Proto, je-li A řádkově diagonálně dominantńı, je zaručeno, že Jacobiho metoda
konverguje.

Zcela analogicky se dá ukázat, že je-li A ostře sloupcově diagonálně dominantńı, je sloup-
cová norma matice CJ menš́ı než 1.

V př́ıpadě, že je ‖CJ‖ < 1, plat́ı odhady 2.8 a 2.9 z věty 2.1. Zde jsou přepsány speciálně
pro naši úlohu:

‖x(r) − x‖ ≤ ‖CJ‖
1− ‖CJ‖

‖x(r) − x(r−1)‖ (3.11)

‖x(r) − x‖ ≤ ‖CJ‖r
1− ‖CJ‖

‖x(0) − x(1)‖ (3.12)

Pomoćı odhadu 3.11 můžeme rozhodnout, kdy zastavit iteračńı proces, chceme-li mı́t
jistotu, že se přibližné řešeńı od přesného v použité normě nelǐśı v́ıc než o předem dané ε.
Odhad 3.12 může posloužit k určeńı počtu krok̊u metody, který bude stačit pro dosažeńı
přesnosti ε.
Protože však pro velké soustavy rovnic je vypoč́ıtat normu matice CJ pracné, pro zas-
taveńı výpočtu se sṕı̌se použ́ıvá kriterium

‖x(r) − x(r−1)‖ < ε,

i když jeho splněńım neńı zaručeno, že bude i ‖x(r) − x‖ < ε.
(Toto kriterium se objevilo již v př́ıkladu 3.4, použita byla norma ‖ · ‖∞ .)
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Př́ıklad 3.5 Odhadněte, o kolik se nanejvýš lǐśı přiblǐzné řešeńı źıskané v př́ıkladu 3.4
od přesného řešeńı v normě ‖ · ‖∞.

Řešeńı: K odhadu chyby použijeme vzorec 3.11. K tomu muśıme vypoč́ıtat řádkovou
normu iteračńı matice CJ . Nejprve vyṕı̌seme samotnou iteračńı matici:

CJ =





0 1
15

− 2
15

2
10

0 1
10

− 1
18
− 3
18

0





‖CJ‖∞ = max
(
3
15
, 3
10
, 4
18

)
= 3
10

= 0, 3 .
Dále vypočteme normu rozd́ılu posledńıch dvou źıskaných aproximaćı
x(3) = (1, 9918 ; −1, 9930 ; −0, 9968) a x(4) = (2, 0000 ; −2, 0013 ; −1, 0007) :

‖x(4) − x(3)‖∞ = max(| 0, 0082| ; | − 0, 0095| ; | − 0, 0039|) = 0, 0095

Nyńı dosad́ıme do 3.11

‖x(4) − x‖∞ ≤
0, 3

1− 0, 3
· 0, 0095 .

= 0, 0041

To znamená, že každá ze složek přibližného řešeńı x(4) se od odpov́ıdaj́ıćı složky přesného
řešeńı může lǐsit nanejvýš o 0,0041.

3.2.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je velmi podobná metodě Jacobiho. Lǐśı se od ńı pouze v tom, že
při výpočtu daľśı aproximace řešeńı použijeme vždy nejnověǰśı přibližné hodnoty x1, x2, . . . , xn,
které máme k dispozici.
Podrobněji: x

(r+1)
1 vypočteme stejně jako u Jacobiho metody a při výpočtu x

(r+1)
2 je

ihned použijeme (zat́ımco u Jacobiho metody jsme použili staré x
(r)
1 ). Při výpočtu x

(r+1)
3

použijeme nové x
(r+1)
1 a x

(r+1)
2 atd.

Obecně iteračńı vztahy vypadaj́ı takto:

x
(r+1)
1 =

1

a11

(

b1 − a12 x
(r)
2 − a13 x

(r)
3 − · · · − a1n x(r)n

)

(3.13)

x
(r+1)
2 =

1

a22

(

b2 − a21 x
(r+1)
1 − a23 x

(r)
3 − · · · − a2n x(r)n

)

x
(r+1)
3 =

1

a33

(

b3 − a31 x
(r+1)
1 − a32 x

(r+1)
2 − · · · − a2n x(r)n

)

...

x(r+1)n =
1

ann

(

bn − an1 x
(r+1)
1 − an2 x

(r+1)
2 − · · · − ann−1 x

(r+1)
n−1

)

,

Dá se dokázat, že je-li matice soustavy 3.2 ostře řádkově diagonálně dominantńı,
Gauss-Seidelova metoda konverguje.
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V jiném kritériu konvergence se objevuje pojem pozitivně definitńı matice. Protože neńı
jisté, zda se s ńım studenti již setkali, řekneme, co to je.

Definice. Symetrická matice A řádu n se nazývá pozitivně definitńı, jestliže pro každý
nenulový sloupcový vektor x = (x1, . . . , xn)

T plat́ı

xTAx > 0

Př́ıklad. Pozitivně definitńı je např. matice

A =

(
1 2
2 5

)

protože pro každý vektor x = (x1, x2)
T 6= (0, 0)T plat́ı

xTAx = x21 + 4x1x2 + 5x22 = (x1 + 2x2)
2 + x22 > 0 ,

zat́ımco matice

B =

(
−1 2
2 5

)

neńı pozitivně definitńı, protože např. pro x = (1, 0)T plat́ı

(1, 0)B

(
1
0

)

= (1, 0)

(
−1
2

)

= −1 < 0 .

Plat́ı: Je-li matice soustavy 3.2 pozitivně definitńı, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

Ověřeńı toho, že je daná matice pozitivně definitńı, je náročné a pro velké matice prakticky
neproveditelné. Naštěst́ı je u některých úloh z povahy řešeného problému předem jasné,
že matice soustavy pozitivně definitńı bude.
Pozitivńı definitnost je vlastnost prospěšná nejen u Gauss-Seidelovy iteračńı metody. Dá se
např. ukázat, že je-li matice soustavy symetrická pozitivně definitńı, Gaussova eliminačńı
metoda je málo citlivá na zaokrouhlovaćı chyby.

Poznámka. Vynásob́ıme-li libovolnou regulárńı čtvercovou matici A zleva matićı k ńı
trasponovanou, vzniklá matice ATA bude symetrická a pozitivně definitńı.
Proto, vynásob́ıme-li soustavu rovnic Ax = b s regulárńı matićı A zleva matićı AT ,
dostaneme novou soustavu

ATAx = ATb,

jej́ıž matice je pozitivně definitńı a je tedy zaručeno, že Gauss-Seidelova metoda bude pro
tuto novou soustavu konvergovat.
V př́ıpadě takto źıskaných soustav však Gauss-Seidelova metoda může konvergovat velmi
pomalu.
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Př́ıklad 3.6 Gauss-Seidelovou metodou řešte tutéž soustavu jako v př́ıkladu 3.4, t.j.

15x1 − x2 + 2x3 = 30
2x1 − 10x2 + x3 = 23
x1 + 3x2 + 18x3 = −22

Řešeńı: Již jsme ověřili, že podmı́nka konvergence je splněna. Vyṕı̌seme iteračńı vztahy:

x
(r+1)
1 =

1

15

(

30 + x
(r)
2 − 2x

(r)
3

)

x
(r+1)
2 = − 1

10

(

23− 2x
(r+1)
1 − x

(r)
3

)

x
(r+1)
3 =

1

18

(

−22− x
(r+1)
1 − 3x

(r+1)
2

)

Jako počátečńı aproximaci zvoĺıme opět x = (0, 0, 0)T .

r x
(r)
1 x

(r)
2 x

(r)
3

0 0 0 0
1 2 -1,9 -1.0167
2 2,0089 -1,9999 -1,0005
3 2,0001 -2,0000 -1,0000
4 2,0000 -2,0000 -1,0000

Vid́ıme, že se k řešeńı soustavy přibližujeme rychleji než pomoćı Jacobiho metody.

I obecně se dá ř́ıci, že Gauss-Seidelova metoda obvykle konverguje rychleji než metoda
Jacobiho. Proto se použ́ıvá častěji. Daľśı jej́ı výhodou oproti Jacobiho metodě je, že pro
uložeńı přibližného řešeńı v paměti poč́ıtače nám stač́ı jediné pole, jehož složky postupně
přepisujeme, zat́ımco u Jacobiho metody si muśıme pamatovat pole dvě: starou a novou
aproximaci řešeńı.

Shrnut́ı pojmů

Gaussova eliminace a Cramerovo pravidlo vedou př́ımo k řešeńı soustavy. Kdybychom se
nedopouštěli zaokrouhlovaćıch chyb, našli bychom pomoćı těchto metod přesné řešeńı.

Základem Gaussovy eliminačńı metody je úprava matice soustavy na trojúhelńıkový tvar.
Ten dostaneme pomoćı přič́ıtáńı vhodných násobk̊u vybraných řádk̊u matice k ostatńım
řádk̊um.
Vliv zaokrouhlovaćıch chyb u Gaussovy eliminace může být značný, zvlášt’ u některých
typ̊u matic. Proto se použ́ıvá tzv. eliminace s výběrem hlavńıho prvku.
Eliminačńı metoda je velmi náročná z časového i pamět’ového hlediska. Nejlépe se hod́ı
pro nepř́ılǐs rozsáhlé soustavy s plnou matićı.

U Cramerova pravidla jednotlivé neznámé poč́ıtáme jako pod́ıly determinant̊u. Cramerovo
pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic.

Pomoćı iteračńıch metod obvykle najdeme pouze přibližné řešeńı soustavy (pokud nenas-
tane dosti nepravděpodobný př́ıpad, kdy se v některém kroku tref́ıme př́ımo do řešeńı).
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Na začátku zvoĺıme počátečńı aproximaci řešeńı, a tu pak opakovaným dosazováńım do
iteračńıch vztah̊u, např. 3.6 (u Jacobiho metody) nebo 3.13 (u Gauss-Seidelovy metody),
zpřesňujeme. S výpočtem skonč́ıme obvykle tehdy, je-li norma rozd́ılu po sobě jdoućıch
aproximaćı dostatečně malá.
Iteračńı metody mohou divergovat (řešeńı pomoćı nich nemuśıme naj́ıt). Zda bude metoda
konvergovat, či nikoli, záviśı na vlastnostech matice soustavy. U Jacobiho metody zaruč́ı
konvergenci řádková nebo sloupcová diagonálńı dominance , u Gauss-Seidelovy metody
řádková diagonálńı dominance nebo pozitivńı definitnost matice.
Iteračńı metody jsou vhodné pro řešeńı velkých soustav s ř́ıdkou matićı koeficient̊u. Pro
řešeńı malého počtu rovnic vhodné nejsou, tam lépe poslouž́ı eliminace.

3.3 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.

Otázka 3.1 Cramerovo pravidlo se hod́ı pro řešeńı malého počtu rovnic.

Otázka 3.2 Řešeńı źıskané Gaussovou eliminačńı metodou m̊uže být ovlivněno zaokrouhlo-
vaćımi chybami.

Otázka 3.3 Výběr hlavńıho prvku slouž́ı k urychleńı algoritmu Gaussovy eliminace.

Otázka 3.4 Jacobiho metoda vždy konverguje.

Otázka 3.5 Konvergence či divergence Gauss-Seidelovy metody záviśı pouze na volbě
počátečńı aproximace x(0).

Otázka 3.6 Konvergence či divergence Gauss-Seidelovy metody záviśı na vlastnostech
matice řešené soustavy.

Otázka 3.7 Jacobiho metoda je vhodná pro soustavu dvou rovnic o dvou neznámých.

Otázka 3.8 Jestlǐze ‖x(k)−x(k−1)‖ < ε, kde x(k) a x(k−1) jsou po sobě jdoućı aproximace
řešeńı źıskané Gauss-Seidelovou metodou, pak je zaručeně i ‖x(k) − x‖ < ε (x je přesné
řešeńı soustavy).

Otázka 3.9 Jestlǐze u Jacobiho metody vyjde x(k) = x(k−1), nalezli jsme přesné řešeńı a
plat́ı x = x(k).

Př́ıklad 3.1 Pomoćı Cramerova pravidla vyřešte soustavu rovnic

2, 43x + 7, 21y = 1, 25
8, 03x − 4, 20y = 5, 69

Př́ıklad 3.2 Pomoćı Gaussovy eliminačńı metody vyřešte soustavu rovnic

9, 50x + 4.86y − 4, 56z = −8, 90
−2, 31x + 8, 91y + 0, 19z = 6, 15
6, 07x + 7, 62y + 8, 21z = −7, 92
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Př́ıklad 3.3 Pomoćı Jacobiho metody řešte soustavu rovnic

20x + 3y − 5z = −12
2x + 25y − 3z = 13
4x − 5y − 32z = 10

Ověřte, že jsou splněny podmı́nky konvergence metody, pak proved’te tři kroky, počátečńı
aproximaci volte (0, 0, 0).

Př́ıklad 3.4 Pomoćı Gauss-Seidelovy metody najděte řešeńı soustavy rovnic

28x − 6y + 2z = 25
2x − 30y + 4z = −10
x + 3y + 36z = −16

s přesnost́ı ε = 0, 001. Ověřte, že jsou splněny podmı́nky konvergence metody. Počátečńı
aproximaci volte (0, 0, 0).

Př́ıklad 3.5 Upravte následuj́ıćı soustavu tak, aby byla zaručena konvergence Gauss-
Seidelovy metody. Pak udělejte dva kroky metody, vyjděte z (0, 0, 0).

2x − y = −3
3x + z = −6
−2x + 2y + 4z = 2

Odpovědi na otázky a řešeńı př́ıklad̊u viz 9.3

Programovaćı úlohy

Úlohy označené * jsou obt́ıžněǰśı a nejsou mı́něny pro běžné cvičeńı, ale sṕı̌se jako námět
pro zájemce.

Programovaćı úloha 1 Napǐste program, který řeš́ı soustavu (max. 20) lineárńıch rovnic

a) Gaussovou eliminačńı metodou

b) Gaussovou eliminačńı metodou s částečným výběrem hlavńıho prvku

c)* Gaussovou eliminačńı metodou s úplným výběrem hlavńıho prvku

Programovaćı úloha 2 Napǐste program, který řeš́ı soustavu (max. 20) rovnic

a) Jacobiho metodou

b) Gauss-Seidelovou metodou

Programovaćı úloha 3 * Napǐste program, který řeš́ı velkou soustavu rovnic s ř́ıdkou
matićı (= v paměti držte pouze nenulové prvky matice) Jacobiho nebo Gauss-
Seidelovou metodou.
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4 Numerické metody řešeńı nelineárńıch rovnic

Ćıl kapitoly

V této kapitole se seznámı́me s některými metodami pro řešeńı rovnice f(x) = 0 a pro
řešeńı soustavy rovnic F(x1, x2, . . . , xn) = o.
Ukážeme, co lze od jednotlivých metod očekávat: zda jsou vždy konvergentńı (tj. řešeńı,
existuje-li, pomoćı nich vždy najdeme), nebo zda mohou divergovat. U metod, které ne-
muśı konvergovat vždy, ukážeme podmı́nky, které konvergenci zaruč́ı, a zmı́ńıme se o
tom, jak př́ıpadnou divergenci ošetřit v poč́ıtačovém programu. Také budeme zkoumat, a
hlavně na př́ıkladech předvádět, rychlost jednotlivých metod.

4.1 Numerické metody řešeńı jedné nelineárńı rovnice

Budeme se zabývat řešeńım nelineárńı rovnice

f(x) = 0, (4.1)

tj. hledáńım takových bod̊u ξ ∈ R, že f(ξ) = 0. Takovéto body budeme nazývat kořeny
rovnice 4.1.

Při hledáńı kořen̊u rovnice 4.1 nejprve zjist́ıme, kolik kořen̊u rovnice má a najdeme inter-
valy obsahuj́ıćı právě jeden kořen rovnice. Tato část řešeńı se nazývá separace kořen̊u
rovnice.
Pak budeme pomoćı některé z dále popsaných metod hledat přibližnou hodnotu vybraného
kořene rovnice.

Při hledáńı kořen̊u je užitečná následuj́ıćı věta, jej́ıž význam je patrný z obrázku 4.1

Věta 4.1 Je-li funkce f spojitá na intervalu 〈a, b〉 a plat́ı-li

f(a) · f(b) < 0, (4.2)

pak v intervalu 〈a, b〉 lež́ı alespoň jeden kořen rovnice f(x) = 0.

Poznámka. Podmı́nka 4.2 znamená, že znaménka funkčńıch hodnot v krajńıch bodech
intervalu 〈a, b〉 jsou opačná.
Kořen̊u rovnice může být v uvedeném intervalu i v́ıce, o jejich počtu věta nic neř́ıká. Na
druhou stranu, neńı-li podmı́nka 4.2 splněna, neznamená to, že v intervalu 〈a, b〉 žádný
kořen rovnice nelež́ı.

Pro nalezeńı počtu a polohy kořen̊u je vhodné prozkoumat vlastnosti funkce f a načrtnout
(nebo si pomoćı vhodného prostředku nechat načrtnout) jej́ı graf.
U některých úloh je možné upravit rovnici 4.1 na tvar

f1(x) = f2(x),

kde f1 a f2 jsou funkce, jejichž grafy umı́me nakreslit. V bodech, kde se grafy funkćı f1 a
f2 protnou, se nacházej́ı kořeny p̊uvodńı rovnice.
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y=f(x)

ξ ba

Obrázek 4.1: Podmı́nka f(a) · f(b) < 0 zaruč́ı existenci kořene.

Př́ıklad 4.1 Najděte počet kořen̊u rovnice

ex + x2 − 3 = 0

a intervaly, v nichž tyto kořeny lež́ı.

Řešeńı: Zadanou rovnici můžeme upravit na tvar

ex = 3− x2.

Grafy funkćı f1(x) = ex a f2(x) = 3 − x2 umı́me načrtnout - viz obrázek 4.2. Z obrázku
vid́ıme, že rovnice má právě dva kořeny ξ1 a ξ2, ξ1 ∈ 〈−2,−1〉, ξ2 ∈ 〈0, 1〉 .
Nyńı postupně probereme metody, které lze použ́ıt pro nalezeńı kořen̊u rovnice 4.1.Všude
dál v této kapitole budeme předpokládat, že funkce f je na zkoumaném inter-
valu spojitá.

4.1.1 Metoda p̊uleńı intervalu

Metoda p̊uleńı intervalu je nejjednodušš́ı z metod řešeńı nelineárńıch rovnic.
Mějme interval 〈a, b〉 takový, že f(a) · f(b) < 0, tj. lež́ı v něm alespoň jeden kořen rovnice
f(x) = 0. Tento výchoźı interval označ́ıme jako 〈a0, b0〉. Interval rozp̊uĺıme. Jeho střed je
x0 = a0+b0

2
. Z interval̊u 〈a0, x0〉 , 〈x0, b0〉 vybereme ten, ve kterém je zaručena existence

kořene. Který z nich to je, rozeznáme podle znamének funkčńıch hodnot v krajńıch bodech.
Je-li f(a0) · f(x0) < 0, budeme pokračovat s intervalem 〈a0, x0〉 , v opačném př́ıpadě
s intervalem 〈x0, b0〉 . (Plat́ı-li f(x0) = 0, nalezli jsme kořen rovnice a výpočet ukonč́ıme.)
Nový interval polovičńı délky označ́ıme 〈a1, b1〉 , opět jej rozp̊uĺıme a stejným zp̊usobem
pokračujeme.
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2y=3-x

xy=e

21
ξξ

1

3

–3 –2 –1 1 2

Obrázek 4.2: K př́ıkladu 4.1 - separace kořen̊u rovnice

Takto postupně sestroj́ıme posloupnost interval̊u 〈a0, b0〉 , 〈a1, b1〉 , 〈a2, b2〉 , . . . Každý daľśı
interval źıskáme tak, že z předchoźıho (na základě znamének funkčńıch hodnot v krajńıch
bodech a uprostřed) vybereme tu jeho polovinu, která obsahuje kořen rovnice - viz obrázek
4.3.

y=f(x)

22
1 11

0 00

ba
x ba

x ba

Obrázek 4.3: Metoda p̊uleńı intervalu

V p̊uleńı pokračujeme tak dlouho, dokud nenaraźıme na kořen rovnice, nebo dokud se
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interval nezúž́ı na předem danou délku 2ε, neboli dokud pro nějaké k neplat́ı

bk − ak < 2ε

Za přibližnou hodnotu kořene pak vezmeme střed posledńıho nalezeného intervalu

xk =
ak + bk

2
Protože kořen se určitě nacháźı uvnitř posledńıho intervalu, může se xk od přesné hodnoty
kořene lǐsit nanejvýš o polovinu jeho délky, tj. o ε,

|xk − ξ| < ε.

Touto metodou kořen rovnice 4.1 nalezneme vždy. Obsahuje-li výchoźı interval 〈a, b〉 v́ıce
kořen̊u, najdeme jeden z nich. Nevýhodou metody p̊uleńı intervalu je, že konverguje
(přibližuje se ke kořeni) dosti pomalu. Proto je vhodné použ́ıt ji na zúžeńı p̊uvodńıho
intervalu a pak pokračovat jinou, rychleǰśı metodou.

Př́ıklad 4.2 Metodou p̊uleńı intervalu najděte kladný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Kladný kořen zadané rovnice lež́ı v intervalu 〈0, 1〉 . Postupně vypoč́ıtávané
hodnoty ak, bk, xk budeme zapisovat do tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka
funkčńıch hodnot funkce f(x) = ex + x2 − 3 v těchto bodech.

k ak bk xk f(ak) f(bk) f(xk)
0 0 1 0,5 - + -
1 0,5 1 0,75 - + -
2 0,75 1 0,875 - + +
3 0,75 0,875 0,8125 - + -
4 0,8125 0,875 0,84375 - + +
5 0,8125 0,84375 0,828125 - + -
6 0,828125 0,84375 0,8359375

Nyńı můžeme výpočet ukončit, protože b6 − a6 < 2 · 0, 01. Řešeńı rovnice ex + x2 − 3 = 0
s přesnost́ı 0, 01 je x6

.
= 0, 84.

Př́ıklad 4.3 Kolik daľśıch krok̊u metody p̊uleńı intervalu by bylo potřeba provést v předchoźım
př́ıkladu, kdybychom chtěli naj́ıt řešeńı s přesnost́ı 0, 001 ?

Řešeńı: V každém kroku se interval zkrát́ı na polovinu. Vyjdeme-li z intervalu délky l, po
k kroćıch se zúž́ı na l

2k
. V našem př́ıpadě vycháźıme z intervalu 〈a6, b6〉 délky 0, 015625.

Hledáme tedy k tak, aby platilo 0,015625
2k

< 2 · 0, 001. Odtud k >
ln 0,015625

0,002

ln 2

.
= 2, 97. Muśıme

tedy udělat ještě tři kroky.

Je vidět, že počet krok̊u metody p̊uleńı intervalu nutný k nalezeńı kořene se zadanou
přesnost́ı v̊ubec nezáviśı na řešené rovnici. Dá se ukázat (podobně jako v řešeńı př́ıkladu
4.3), že k zpřesněńı výsledku o jedno desetinné mı́sto je vždy potřeba udělat 3-4 kroky
této metody.
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4.1.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobný jako u metody p̊uleńı intervalu. Opět pos-
tupně zužujeme interval obsahuj́ıćı kořen rovnice 4.1. Tentokrát ale dělićım bodem neńı
polovina intervalu, nýbrž pr̊useč́ık sečny vedené body [ak, f(ak)] a [bk, f(bk)] s osou x - viz
obrázek 4.4.

22
1 11

0 00

y=f(x)

ba
x ba

x ba

Obrázek 4.4: Metoda regula falsi

Tento pr̊useč́ık vypočteme podle vzorce

xk = bk −
bk − ak

f(bk)− f(ak)
f(bk) (4.3)

Z interval̊u 〈ak, xk〉 , 〈xk, bk〉 pak vybereme ten, v jehož krajńıch bodech maj́ı funkčńı
hodnoty funkce f opačná znaménka.
Plat́ı-li f(ak) · f(xk) < 0, polož́ıme ak+1 = ak, bk+1 = xk, plat́ı-li f(bk) · f(xk) < 0,
polož́ıme ak+1 = xk, bk+1 = bk. V př́ıpadě, že f(xk) = 0, našli jsem kořen rovnice a
výpočet ukonč́ıme.

Ve výpočtu pokračujeme tak dlouho, dokud nenaraźıme na kořen, nebo dokud neplat́ı

|xk − xk−1| < ε,

kde ε > 0 je předem dané č́ıslo. Splněńım tohoto kriteria ale bohužel neńı zaručeno,
že přesná hodnota kořene ξ se od jeho aproximace xk lǐśı o méně než ε. Chceme-li se
přesvědčit, že |xk− ξ| < ε, můžeme vypoč́ıtat f(xk+ε) a f(xk−ε). Plat́ı-li f(xk) ·f(xk+
ε) < 0, resp. f(xk) · f(xk − ε) < 0, je jisté, že kořen ξ lež́ı v intervalu 〈xk, xk + ε〉 , resp.
〈xk − ε, xk〉 , a tedy se od xk nemůže lǐsit o v́ıce než ε.

Metoda regula falsi je vždy konvergentńı (vždy najde kořen). Bývá rychleǰśı než p̊uleńı
intervalu, ale existuj́ı př́ıpady, kdy je pomaleǰśı.
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Př́ıklad 4.4 Metodou regula falsi najděte kladný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Mohli bychom vyj́ıt z intervalu nalezeného metodou p̊uleńı v př́ıkladu 4.2, ale
pro srovnáńı obou metod začneme opět s intervalem 〈0, 1〉 . U metody regula falsi budeme
potřebovat i funkčńı hodnoty v bodech ak, bk a xk, nejen jejich znaménka.

k ak bk xk f(ak) f(bk) f(xk)
0 0 1 0,73576 -2 0,71828 -0,37159
1 0,73576 1 0,82585 -0,37159 0,71828 -0,03414
2 0,82585 1 0,83375 -0,03414 0,71828 -0,00291

Plat́ı |x2 − x1| < 0, 01, proto výpočet ukonč́ıme. Přibližné řešeńı rovnice je x2
.
= 0, 83.

4.1.3 Metoda sečen

Metoda sečen je velmi podobná jako metoda regula falsi. Vyjdeme z intervalu 〈a, b〉 ob-
sahuj́ıćıho kořen rovnice. Označ́ıme x0 = a a x1 = b. Vedeme sečnu body [x0, f(x0)] a
[x1, f(x1)] a najdeme jej́ı pr̊useč́ık s osou x. Ten označ́ıme x2. Na rozd́ıl od metody regula
falsi však nyńı nevyb́ıráme interval obsahuj́ıćı kořen, ale vedeme sečnu body [x1, f(x1)],
[x2, f(x2)], jej́ı pr̊useč́ık označ́ıme x3, pak vedeme sečnu body [x2, f(x2)] a [x3, f(x3)] atd.
- viz obrázek 4.5.
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y=f(x)
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y=f(x)
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Obrázek 4.5: Metoda sečen Obrázek 4.6: Metoda sečen může di-
vergovat.

V k-tém kroku metody poč́ıtáme aproximaci kořene podle vzorce

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk), (4.4)

kde x0 = a, x1 = b.

Výpočet ukonč́ıme, když je splněna podmı́nka

|xk − xk−1| < ε,
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nebo když naraźıme př́ımo na kořen rovnice.
Připomeňme, že daná podmı́nka nezaručuje, že plat́ı |xk − ξ| < ε.

Metoda sečen je rychleǰśı než metoda regula falsi, nemuśı ale vždy konvergovat - viz
obrázek 4.6.
Protože je obt́ıžné předem zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo diverguje,
je vhodné zadat při výpočtu maximálńı počet krok̊u. Je-li tento počet překročen a kořen
rovnice jsme nenašli, výpočet ukonč́ıme s t́ım, že metoda diverguje. Pak je nutno změnit
počátečńı aproximace nebo zvolit jinou metodu.

4.1.4 Newtonova metoda (metoda tečen)

Už sám název metody ř́ıká, že budeme pracovat s tečnami ke grafu funkce f. Proto všude
v této kapitole budeme předpokládat, že funkce f má derivaci.

Newtonovu metodu můžeme popsat graficky takto:
Zvoĺıme počátečńı aproximaci kořene x0. Bodem [x0, f(x0)] vedeme tečnu ke grafu funkce
f. Jej́ı pr̊useč́ık s osou x označ́ıme x1. Pak vedeme tečnu bodem [x1, f(x1)], jej́ı pr̊useč́ık
s osou x označ́ıme x2 atd. - viz obrázek 4.7.

2 1 0

y=f(x)

x x x
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y=f(x)

xxxx

Obrázek 4.7: Newtonova metoda Obrázek 4.8: Newtonova metoda může
divergovat

Pr̊useč́ık tečny v bodě [xk, f(xk)] s osou x vypočteme jako

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
(4.5)

Výpočet provád́ıme tak dlouho, dokud neńı splněna podmı́nka

|xk − xk−1| < ε

Při splněńı této podmı́nky však nemuśı platit |xk − ξ| < ε. Kdybychom si chtěli být
opravdu jisti, že se xk od kořene ξ lǐśı o méně než ε, mohli bychom použ́ıt dále uvedený
odhad 4.6, př́ıpadně vypoč́ıtat f(xk) a f(xk±ε) a použ́ıt postup popsaný u metody regula
falsi.
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Newtonovu metodu lze odvodit i pomoćı Taylorova vzorce. Ukážeme nyńı jak, protože
stejný postup později zobecńıme i pro soustavu rovnic.
Předpokládejme, že známe k-tou aproximaci řešeńı xk. Pak můžeme psát

f(ξ) = f(xk) + f ′(xk) (ξ − xk) +R,

kde R je zbytek v Taylorově vzorci.
Zanedbáme-li tento zbytek a uvědomı́me-li si že f(ξ) = 0 (protože ξ je kořenem rovnice
f(x) = 0), můžeme z předchoźı rovnice přibližně vyjádřit kořen ξ jako

ξ
.
= xk −

f(xk)

f ′(xk)
,

což je právě xk+1 nalezené dř́ıve popsaným zp̊usobem.

Z Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k-té aproximace kořene źıskané Newtonovou
metodou. Má-li funkce na intervalu I obsahuj́ıćım xk i kořen ξ druhou derivaci, plat́ı

| ξ − xk| ≤
M2

2m1

(xk − xk−1)
2 (4.6)

| ξ − xk| ≤
M2

2m1

(ξ − xk−1)
2 , (4.7)

kde M2 = max |f ′′(x)| a m1 = min |f ′(x)| pro x ∈ I.

Newtonova metoda je z metod pro řešeńı nelineárńıch rovnice nejefektivněǰśı,
nemuśı však konvergovat - viz obrázek 4.8.
Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude, záviśı do značné mı́ry také na
tom, jak zvoĺıme počátečńı aproximaci x0. Při pohledu na obrázek 4.7 je zřejmé, že zde
byla počátečńı aproximace zvolena vhodně. Kdybychom jako x0 zvolili např. levý krajńı
bod zobrazeného intervalu, konvergence už by zaručena (ovšem ani vyloučena) nebyla.
T́ım se dostáváme k podmı́nkám, při jejichž splněńı bude jisté, že Newtonova metoda
konverguje.

Věta 4.2 (Fourierova podmı́nka)
Necht’ v intervalu 〈a, b〉 lež́ı jediný kořen rovnice f(x) = 0 a necht’ f ′(x) a f ′′(x) jsou spojité
a neměńı znaménko na intervalu 〈a, b〉 . Zvoĺıme-li za počátečńı aproximaci x0 ∈ 〈a, b〉 tak,
aby byla splněna podmı́nka

f(x0) · f ′′(x0) > 0, (4.8)

Newtonova metoda bude konvergovat.

Připomeňme v souvislosti s předpoklady věty 4.2 některé poznatky z prvńıho semestru.
To, že f ′(x) neměńı znaménko na intervalu 〈a, b〉 , znamená, že funkce f bud’ na celém
intervalu 〈a, b〉 roste, nebo na celém intervalu klesá.
To, že znaménko neměńı f ′′(x), znamená, že funkce f je bud’ na celém intervalu 〈a, b〉
konvexńı (nad tečnou), nebo je na celém intervalu konkávńı (pod tečnou).
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Podmı́nka 4.8 znamená, že ze x0 vybereme bod, v němž má funkčńı hodnota stejné
znaménko jako druhá derivace.

Funkce, jej́ıž graf je na obrázku 4.7, je na celém zobrazeném intervalu rostoućı a konvexńı.
To znamená, že jej́ı druhá derivace je na tomto intervalu kladná. Proto se jako počátečńı
aproximace zvolil bod, v němž byla i funkčńı hodnota kladná.

Čtenář si může zkusit představit daľśı možné situace, např. funkci na celém intervalu
rostoućı a konkávńı - zde by se jako x0 zvolil levý krajńı bod - a podobně.

Př́ıklad 4.5 Newtonovou metodou najděte záporný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Vı́me, že kořen lež́ı v intervalu 〈−2,−1〉 . Ověř́ıme, že na tomto intervalu jsou
splněny předpoklady věty 4.2.
Vypočteme prvńı a druhou derivaci funkce f(x) = ex + x2 − 3 :

f ′(x) = ex + 2x , f ′′(x) = ex + 2

Na celém intervalu 〈−2,−1〉 je f ′(x) < 0 a f ′′(x) > 0 (tzn. ani prvńı, ani druhá derivace
zde neměńı znaménko).
Nyńı vybereme počátečńı aproximaci x0 tak, aby byla splněna podmı́nka 4.8. Protože
f(−2) = e−2 + 1 > 0 a f(−1) = e−1 − 2 < 0, zvoĺıme x0 = −2.
Daľśı aproximace řešeńı budeme poč́ıtat pomoćı iteračńıho vztahu

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

exk + x2k − 3

exk + 2xk

Dostaneme

x0 = −2
x1

.
= −1, 70623

x2
.
= −1, 67752

x3
.
= −1, 67723

Nyńı můžeme výpočet zastavit, protože |x3 − x2| < 0, 01. Všimněme si, že tři kroky by
nám stačily i pro dosažeńı přesnosti 0, 001. Newtonova metoda je obvykle velice rychlá.
Přibližné řešeńı rovnice je x3

.
= −1, 68.

Nejsme-li schopni ověřit podmı́nky z věty 4.2, můžeme Newtonovu metodu přesto použ́ıt.
Pokud tyto podmı́nky neplat́ı, Newtonova metoda konvergovat může a nemuśı. Proto je
při výpočtu vhodné stanovit maximálńı počet krok̊u metody a je-li překročen, výpočet
ukončit a zvolit jinou počátečńı aproximaci, resp. jinou metodu řešeńı.

Poznámka - Newtonova metoda pro komplexńı kořeny



Numerické metody 44

Obrázek 4.9: Fraktál vzniklý řešeńım
rovnice z4 = 1

Obrázek 4.10: Fraktál vzniklý řešeńım
rovnice z − ez = 0

Newtonovou metodou můžeme hledat i komplexńı kořeny rovnice f(z) = 0. Postupuje se
úplně stejně jako při hledáńı reálných kořen̊u, jenom je potřeba poč́ıtat s komplexńımi
č́ısly. Zvlášt’ počátečńı aproximaci z0 je nutno zvolit komplexńı, chceme-li doj́ıt ke kom-
plexńımu kořenu.
Podmı́nky, za kterých Newtonova metoda v komplexńım oboru konverguje, jsou uvedeny
např. v [?].
Zde se zmı́ńıme o jednom zaj́ımavém aspektu Newtonovy metody v komplexńım oboru.
Řešená rovnice f(z) = 0 může mı́t v́ıce kořen̊u. Na př́ıklad rovnice z4 − 1 = 0 má čtyři
kořeny: 1,−1, i a −i. Který z nich pomoćı Newtonovy metody najdeme, zálež́ı na zvolené
počátečńı aproximaci z0. Obarv́ıme-li v komplexńı rovině všechny body, z nichž dojdeme
k prvńımu kořenu, jednou barvou, všechny body, z nichž dojdeme k druhému kořenu, daľśı
barvou atd., dostaneme velmi zaj́ımavý obrázek - fraktál.

4.1.5 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace pro řešeńı jedné nelineárńı rovnice je daľśı aplikaćı obecné metody
postupných aproximaćı, popsané v kapitole 2.

Rovnici f(x) = 0 uprav́ıme na tvar

x = g(x).

Funkce g se nazývá iteračńı funkce. Nyńı budeme mı́sto kořene p̊uvodńı rovnice hledat
pevný bod funkce g(x). Uděláme to postupem uvedeným v kapitole 2.

Zvoĺıme počátečńı aproximaci x0 a daľśı aproximace pevného bodu (neboli řešeńı p̊uvodńı
rovnice) budeme poč́ıtat jako

xk+1 = g(xk) (4.9)



Ústav matematiky FSI VUT v Brně 45

T́ımto zp̊usobem můžeme a nemuśıme doj́ıt k pevnému bodu funkce g - viz obrázky 4.11
(kde se pevný bod najde) a 4.12 (kde metoda diverguje, i když počátečńı aproximace byla
pevnému bodu velmi bĺızko)
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Obrázek 4.11: Metoda prosté iterace Obrázek 4.12: Metoda prosté iterace
může divergovat

Nyńı řekneme, kdy je zaručeno, že metoda prosté iterace konverguje.
V kapitole 2 jsme se dozvěděli, že metoda postupných aproximaćı konverguje, je-li zo-
brazeńı, jehož pevný bod hledáme, kontraktivńı. U funkce jedné proměnné kontraktivita
úzce souviśı s rychlost́ı r̊ustu této funkce - viz obrázky 2.4 a 2.5 v kapitole 2.3. Proto plat́ı

Věta 4.3 Necht’ funkce g zobrazuje interval 〈a, b〉 do sebe a má na tomto intervalu derivaci.
Jestlǐze existuje č́ıslo α ∈ 〈0, 1) tak, že

| g′(x)| ≤ α ∀x ∈ 〈a, b〉 , (4.10)

pak v intervalu 〈a, b〉 existuje pevný bod ξ funkce g a posloupnost postupných aproximaćı
źıskaná předpisem 4.9 k němu konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x0 ∈ 〈a, b〉.
Dále plat́ı

|xk − ξ| ≤ α

1− α
|xk − xk−1| (4.11)

|xk − ξ| ≤ αk

1− α
|x1 − x0| (4.12)

Odhad 4.11 lze použ́ıt při rozhodováńı o zastaveńı iteračńıho procesu. Protože však ověreńı
podmı́nky 4.10 a nalezeńı α může být obt́ıžné, jako kriterium pro zastaveńı výpočtu se
opět sṕı̌se použ́ıvá podmı́nka

|xk − xk−1| < ε

(která opět nezaručuje, že |xk − ξ| < ε).
Také je vhodné stanovit maximálńı počet krok̊u a je-li překročen, výpočet ukončit. Pak
je potřeba zvolit jinou iteračńı funkci nebo jinou metodu.



Numerické metody 46

Př́ıklad 4.6 Metodou prosté iterace najděte záporný kořen rovnice z př́ıkladu 4.1

ex + x2 − 3 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Vı́me, že kořen lež́ı v intervalu 〈−2,−1〉 . Budeme hledat vhodnou iteračńı funkci
g.
Jedna možnost, jak ze zadané rovnice vyjádřit x, je

x2 = 3− ex ⇒ x = ±
√
3− ex.

Protože hledáme záporný kořen, je

g(x) = −
√
3− ex

Ověř́ıme, je-li splněna podmı́nka 4.10. K tomu je potřeba funkci g zderivovat. Dostaneme

g′(x) =
ex

2
√
3− ex

.

Nyńı budeme hledat maximum | g′(x)| na intervalu 〈−2,−1〉 . Na tomto intervalu je

| g′(x)| = ex

2
√
3−ex . Derivace této funkce je ex(6−ex)

4(3−ex)
3
2
. To je funkce na intervalu 〈−2,−1〉

kladná, tedy | g′(x)| je na tomto intervalu rostoućı a svého maxima nabývá v pravém
krajńım bodě tohoto intervalu. Hodnota maxima je | g ′(−1)| = e−1

2
√
3−e−1 ≤ 0.12 < 1. To

znamená, že podmı́nka 4.10 je splněna.
Ještě bychom měli ověřit, že funkce g zobrazuje interval 〈−2,−1〉 do sebe. Protože je na
tomto intervalu g′(x) > 0, je funkce g rostoućı a stač́ı ověřit, že hodnoty g v krajńıch
bodech intervalu do tohoto intervalu patř́ı. (Kdyby g nebyla monotonńı, museli bychom
hledat jej́ı maximum a minimum na zkoumaném intervalu, nestačilo by dosadit krajńı
body.)
Protože g(−2) .

= −1, 69 ∈ 〈−2,−1〉 a g(−1) .
= −1, 62 ∈ 〈−2,−1〉 , funkce g zobrazuje

zkoumaný interval do sebe.
Konvergence iteračńıho procesu je tedy zaručena.
Můžeme zvolit např. x0 = −2.
Daľśı aproximace pak budeme poč́ıtat podle předpisu

xk+1 = g(xk) = −
√
3− exk

Dostaneme

x0 = −2
x1

.
= −1, 69253

x2
.
= −1, 67808

x3
.
= −1, 67728

Nyńı můžeme výpočet zastavit, protože |x3−x2| < 0, 01. Iteračńı metoda v tomto př́ıpadě
konverguje docela rychle, protože hodnota α = 0, 12 je malá. Obecně plat́ı, že č́ım je
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derivace funkce g v absolutńı hodnotě v okoĺı pevného bodu menš́ı, t́ım rychleji metoda
prosté iterace konverguje.
Přibližné řešeńı rovnice je x3

.
= −1, 68

Jiná možnost, jak z rovnice vyjádřit x, je

x = ln(3− x2) , tj. g(x) = ln(3− x2).

V tomto př́ıpadě by na intervalu 〈−2,−1〉 podmı́nky konvergence splněny nebyly. Pod́ıvejme
se, jak se budou chovat postupné aproximace, zvoĺıme-li x0 = −1 :

x0 = −1
x1

.
= 0, 69315

x2
.
= 0, 92408

x3
.
= 0, 76364

x4
.
= 0, 88247
...

Nakonec bychom našli kladný kořen rovnice, který již jsme hledali metodou p̊uleńı a
metodou regula falsi.

Poznámka. Zp̊usob̊u, jak z rovnice f(x) = 0 vyjádřit x, je nekonečně mnoho. Jedna z
možnost́ı je vydělit rovnici f(x) = 0 derivaćı funkce f , pak rovnici vynásobit −1 a nakonec
na obě strany přič́ıst x. Dostaneme

x = x− f(x)

f ′(x)
,

vztah, který by nám měl být povědomý.
Newtonova metoda je tedy speciálńım (a obvykle nejvhodněǰśım) př́ıpadem metody prosté
iterace.

4.2 Numerické metody řešeńı soustav nelineárńıch rovnic

Budeme se zabývat řešeńım soustavy n nelineárńıch rovnic o n neznámých

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0 (4.13)

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0
...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0

kterou můžeme přepsat vektorově jako

F(x) = o, (4.14)

kde F = (f1, . . . , fn)
T , x = (x1, . . . , xn)

T a o je nulový vektor.

Přesné řešeńı této soustavy opět budeme značit ξ = (ξ1, . . . , ξn)
T .
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Ukážeme zde metodu prosté iterace a Newtonovu metodu. Obě tyto metody vypadaj́ı
velice podobně jako pro jedinou nelineárńı rovnici. Ve skutečnosti je ale v́ıcedimenzionálńı
př́ıpad mnohem složitěǰśı, protože na rozd́ıl od jediné rovnice je velmi nesnadné źıskat
dobré informace o poloze kořene. Podmı́nky konvergence obou uvedených metod se také
ověřuj́ı mnohem obt́ıžněji než u jediné rovnice.

V př́ıpadě, že řeš́ıme dvě rovnice, hledáme vlastně pr̊useč́ıky dvou křivek v rovině daných
implicitně rovnicemi f1(x, y) = 0 a f2(x, y) = 0 - viz obrázek 4.13

(x,y)=02f 
(x,y)=01f 

Obrázek 4.13: Grafický význam řešeńı dvou nelineárńıch rovnic

4.2.1 Metoda prosté iterace

Soustavu 4.13 uprav́ıme na tvar

x1 = g1(x1, x2, . . . , xn) (4.15)

x2 = g2(x1, x2, . . . , xn)
...

xn = gn(x1, x2, . . . , xn)

což můžeme zapsat vektorově jako

x = G(x), (4.16)

kde G = (g1, . . . , gn)
T

Podobně jako u jedné rovnice zvoĺıme počátečńı aproximaci x(0) a poč́ıtáme posloupnost
postupných aproximaćı z iteračńıho vztahu

x(k+1) = G(x(k)) (4.17)
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Jsou-li funkce g1, . . . , gn diferencovatelné, lze vyslovit podmı́nky konvergence pro metodu
prosté iterace, podobné těm z věty 4.3.
Protože pracujeme s n funkcemi n proměnných, v roli derivace zde bude vystupovat matice

G ′ =








∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

· · · ∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

· · · ∂g2
∂xn

. . .
∂gn

∂x1

∂gn

∂x2
· · · ∂gn

∂xn








Věta 4.4 Necht’ G zobrazuje uzavřenou oblast D do sebe a je v této oblasti diferencov-
atelná. Jestlǐze existuje č́ıslo α ∈ 〈0, 1) tak, že

‖G ′‖ ≤ α ∀x ∈ D , (4.18)

kde ‖G ′‖ je řádková nebo sloupcová norma matice G′, pak v oblasti D existuje pevný
bod ξ zobrazeńı G a posloupnost postupných aproximaćı źıskaná předpisem 4.17 k němu
konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x(0) ∈ D.

Pro odhad chyby plat́ı podobné vztahy jako 4.11, 4.12 u jedné rovnice.

Pro zastaveńı výpočtu se použ́ıvá kriterium

‖x(k) − x(k−1)‖ < ε,

kde ‖ · ‖ je některá z norem 2.13, 2.12.

Př́ıklad 4.7 Metodou prosté iterace najděte kořen soustavy rovnic

3x+ x2y − 3 = 0

x2 − 5y = 0,

který lež́ı v oblasti D = 〈1/2; 1〉 × 〈0; 1/2〉 s přesnost́ı 0,01.

Řešeńı: Iteračńıch funkce mohou být např. g1(x, y) = 1 − x2y
3
, g2(x, y) = x2

5
. Ověř́ıme,

zda jsou splněny podmı́nky konvergence.
G = (g1, g2)

T zobrazuje D do sebe: Jestliže x ∈ 〈1/2; 1〉 a y ∈ 〈0; 1/2〉 , pak x2y
3
∈ 〈0; 1/6〉

a tedy g1(x, y) ∈ 〈5/6; 1〉 ⊆ 〈1/2; 1〉 . Podobně g2(x, y) ∈ 〈1/20, 1/5〉 ⊆ 〈0; 1/2〉 .
Nyńı ověř́ıme, zda ‖G′‖∞ ≤ α < 1, neboli zda |∂g1

∂x
|+ |∂g1

∂y
| ≤ α i |∂g2

∂x
|+ |∂g2

∂y
| ≤ α.

G′ =

(

−2xy
3
−x2

3
2x
5

0

)

Jestliže x ∈ 〈1/2; 1〉 a y ∈ 〈0; 1/2〉 , pak | − 2xy
3
| + | − x2

3
| ≤ 1/3 + 1/3 = 2/3 < 1 a

|2x
5
| ≤ 2/5 < 1. (Tedy α = 2/3.) Podmı́nky konvergence jsou splněny.
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Jako počátečńı aproximaci můžeme zvolit např. (x0, y0) = (1, 0). Daľśı aproximace pak
budeme poč́ıtat podle vzorc̊u

xk+1 = g1(xk, yk) = 1− x2kyk
3

yk+1 = g2(xk, yk) =
x2k
5
.

Postupně dostaneme

x0 = 1 y0 = 0
x1 = 1 y1 = 0, 2
x2 = 0, 933 y2 = 0, 2
x3 = 0, 942 y3 = 0, 174
x4 = 0, 948 y4 = 0, 177.

Protože |x4 − x3| < 0, 01 i |y4 − y3| < 0, 01, můžeme výpočet ukončit. Přibližné řešeńı
soustavy je x

.
= 0, 95, y

.
= 0, 18.

Protože ověřeńı podmı́nek konvergence může být dost problematické, je vhodné předem
stanovit maximálńı počet krok̊u metody a je-li překročen, výpočet ukončit s t́ım, že metoda
diverguje. Pak je potřeba zvolit jinou počátečńı aproximaci, jiné iteračńı funkce, nebo jinou
metodu.

Poznamenejme, že naj́ıt vhodné iteračńı funkce může být velmi obt́ıžné.

4.2.2 Newtonova metoda

Předpokládejme, že již máme aproximaci řešeńı x(k).
Podobně jako u diferencovatelné funkce jedné proměnné platilo pro xk bĺızké ke kořeni ξ

f(ξ)
.
= f(xk) + f ′(xk)(ξ − xk),

plat́ı pro n-tici diferencovatelných funkćı n proměnných F = (f1, . . . , fn)
T

F(ξ)
.
= F(x(k)) + F ′(x(k)) · (ξ − x(k)),

kde

F ′ =








∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

. . .
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
· · · ∂fn

∂xn








a · znač́ı násobeńı matic.

Uvědomı́me-li si, že F(ξ) = o, můžeme odtud ξ přibližně vyjádřit, č́ımž źıskáme jeho daľśı
aproximaci x(k+1). Dostaneme

x(k+1) = x(k) −
(
F ′(x(k))

)−1 · F(x(k)) (4.19)
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Při výpočtu daľśı aproximace řešeńı vzorec 4.19 nepouž́ıváme. Museli bychom poč́ıtat
inverzńı matici, což je velmi pracné, zvlášt’ pro matice velkých rozměr̊u. Mı́sto toho pos-
tupujeme následovně:
Vzorec 4.19 přeṕı̌seme na tvar

F ′(x(k)) · (x(k+1) − x(k)) = −F(x(k)) .

Označ́ıme

δ(k) = x(k+1) − x(k) = (δ
(k)
1 , . . . , δ(k)n )T (4.20)

a vyřeš́ıme soustavu rovnic

F ′(x(k)) · δ(k) = −F(x(k)) (4.21)

s neznámými δ
(k)
1 , . . . , δ

(k)
n .

Řeš́ıme-li dvě rovnice, hod́ı se pro řešeńı soustavy 4.21 Cramerovo pravidlo.
Máme-li velký počet rovnic, použijeme některou z daľśıch metod popsaných v kapitole 3.

Novou aproximaci řešeńı pak vypočteme z 4.20 jako

x(k+1) = x(k) + δ(k) .

Ve výpočtu pokračujeme tak dlouho, dokud neńı splněna podmı́nka

‖x(k) − x(k−1)‖ < ε , neboli ‖ δ(k−1)‖ < ε,

nebo dokud neńı překročen předem stanovený maximálńı počet krok̊u (v takovém př́ıpadě
je nutno zvolit jinou počátečńı aproximaci).

V každém kroku Newtonovy metody muśıme vyřešit soustavu lineárńıch rovnic.
Z toho je vidět, že Newtonova metoda je pracná a časově náročná. Na druhou stranu,
začneme-li bĺızko kořene, konverguje obvykle velmi rychle.

Př́ıklad 4.8 Newtonovou metodou najděte řešeńı soustavy rovnic

(x− 1)2 + y2 − 4 = 0

x+ (y + 1)2 − 1 = 0

s přesnost́ı ε = 0, 01.

Řešeńı: Počet a polohu kořen̊u můžeme v tomto př́ıpadě odhadnout graficky. Prvńı
rovnice je rovnićı kružnice a druhá rovnice je rovnićı paraboly - viz obrázek 4.14.
Vid́ıme, že soustava má dvě řešeńı. Budeme hledat např. kořen lež́ıćı ve čtvrtém kvadrantu.
Jako počátečńı aproximaci můžeme zvolit x(0) = (0,−2).
Dále muśıme vypoč́ıtat matici parciálńıch derivaćı funkćı

f1(x, y) = (x− 1)2 + y2 − 4 , f2(x, y) = x+ (y + 1)2 − 1
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–2

–1

0

1

2

y

–2 –1 1 2 3x

Obrázek 4.14: K př́ıkladu 4.8 - odhad polohy kořen̊u.

Dostaneme

F ′ =

(
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

)

=

(
2(x− 1) 2y

1 2(y + 1)

)

1. krok
Dosad́ıme bod x(0) = (0,−2) do matice derivaćı a do funkćı f1 a f2:

F ′(0,−2) =
(
−2 −4
1 −2

)

, F(0,−2) =
(

1
0

)

Soustava rovnic pro neznámé δ1 a δ2 (horńı index, označuj́ıćı krok, pro přehlednost
vynecháme, je ale nutno mı́t na paměti, že v každém kroku budeme poč́ıtat jiné δ1 a
δ2) bude

−2 δ1 − 4 δ2 = −1
δ1 − 2 δ2 = 0

Snadno zjist́ıme, že řešeńım této soustavy je δ1 =
1
4
= 0, 25, δ2 =

1
8
= 0, 125.

Odtud x(1) = (0 + 0, 25 ;−2 + 0, 125) = (0, 25 ; −1, 875).
2. krok

F ′(0, 25 ;−1, 875) =
(
−1, 5 −3, 75
1 −1, 75

)

, F(0, 25 ;−1, 875) .
=

(
0, 07812
0, 01562

)

Budeme řešit soustavu

−1, 5 δ1 − 3, 75 δ2 = −0, 07812
δ1 − 1, 75 δ2 = −0, 01562
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Řešeńı této soustavy můžeme naj́ıt pomoćı Cramerova pravidla:

δ1 =

∣
∣
∣
∣

−0, 07812 −3, 75
−0, 01562 −1, 75

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

−1, 5 −3, 75
1 −1, 75

∣
∣
∣
∣

.
= 0, 01225 , δ2 =

∣
∣
∣
∣

−1, 5 −0, 07812
1 −0, 01562

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

−1, 5 −3, 75
1 −1, 75

∣
∣
∣
∣

.
= 0, 01593

Odtud x(2) = (0, 25 + 0, 01225 ;−1, 875 + 0, 01593) = (0, 26225 ;−1, 85907).
3. krok

F ′(0, 26225 ;−1, 85907) .
=

(
−1, 47549 −3, 71814

1 −1, 71814

)

F(0, 26225 ;−1, 85907) .
=

(
0, 00040
0, 00025

)

Budeme řešit soustavu

−1, 47549 δ1 − 3, 71814 δ2 = −0, 00040
δ1 − 1, 71814 δ2 = −0, 00025

Řešeńı této soustavy pomoćı Cramerova pravidla:

δ1 =

∣
∣
∣
∣

−0, 00040 −3, 71814
−0, 00025 −1, 71814

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

−1, 47549 −3, 71814
1 −1, 71814

∣
∣
∣
∣

.
= −0, 00004 , δ2 =

∣
∣
∣
∣

−1, 47549 −0, 00040
1 −0, 00025

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

−1, 47549 −3, 71814
1 −1, 71814

∣
∣
∣
∣

.
= 0, 00012

Odtud x(3) = (0, 26221 ;−1, 85894).
Protože | δ1| < 0, 01 i | δ2| < 0, 01 (tj. ‖ δ‖∞ < 0, 01), můžeme výpočet ukončit. Přibližné
řešeńı je (0, 26 ;−1, 86).

Shrnut́ı pojmů

Řeš́ıme-li jednu nelineárńı rovnici f(x) = 0, muśıme napřed zjistit, kolik má kořen̊u a kde.
To nejlépe uvid́ıme z grafu funkce f - kořeny rovnice jsou body, v nichž graf prot́ıná osu x.
Jiná možnost, použitelná jen u některých rovnic, je převést rovnici na tvar f1(x) = f2(x)
a pod́ıvat se, kde se prot́ınaj́ı grafy funkćı f1 a f2.
Vı́me-li už, kde zhruba kořen rovnice lež́ı, můžeme jeho polohu upřesnit.
Je-li funkce f spojitá a jsou-li znaménka funkčńıch hodnot v bodech a, b opačná, je jisté,
že v intervalu 〈a, b〉 lež́ı kořen rovnice f(x) = 0.
Z tohoto faktu vycháźı metoda p̊uleńı intervalu a metoda regula falsi. U těchto metod
začneme s intervalem 〈a, b〉 obsahuj́ıćım kořen a pak tento interval postupně zužujeme
tak, aby daľśı, užš́ı, interval opět obsahoval kořen. U metody p̊uleńı intervalu nový in-
terval źıskáme rozp̊uleńım předchoźıho a ve výpočtu pokračujeme tak dlouho, dokud
se interval dostatečně nezúž́ı. U metody regula falsi je novým krajńım bodem inter-
valu a zároveň novou aproximaćı kořene pr̊useč́ık sečny vedené body [a, f(a)], [b, f(b)].
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Ve výpočtu pokračujeme, dokud po sobě jdoućı aproximace kořene nejsou dostatečně
bĺızké. Obě metody jsou vždy konvergentńı. Jejich nevýhodou je, že jsou dosti pomalé,
pro dosažeńı vysoké přesnosti je potřeba udělat velký počet krok̊u.
Z hlediska rychlosti je mnohem výhodněǰśı Newtonova metoda. Zde zvoĺıme počátečńı
aproximaci x0 a daľśı aproximaci xk+1, k = 0, 1, . . . najdeme vždy jako pr̊useč́ık tečny ke
grafu funkce f vedené bodem [xk, f(xk)] s osou x. Poč́ıtáme tak dlouho, dokud po sobě
jdoućı aproximace nejsou dostatečně bĺızké, nebo můžeme použ́ıt teoretický odhad chyby
4.6. Nevýhodou Newtonovy metody je, že nemuśı kořen naj́ıt vždy, může divergovat. Kon-
vergenci Newtonovy metody zaruč́ı vhodná volba počátečńı aproximace x0 pomoćı tzv.
Fourierovy podmı́nky. Nejsme-li schopni nebo ochotni tuto podmı́nku použ́ıt, výpočet po-
moćı Newtonovy metody přesto stoj́ı za pokus. Jen muśıme poč́ıtat s možnost́ı divergence
a omezit počet krok̊u, který se maximálně provede.
Metoda sečen má podobné vlastnosti jako Newtonova metoda - je vcelku rychlá, ale nemuśı
konvergovat. Mı́sto pr̊useč́ıku tečny s osou x zde v každém kroku hledáme bod xk+1, kde
se s osou x protne sečna vedená body [xk−1, f(xk−1)], [xk, f(xk)], kde xk−1, xk jsou dvě
předchoźı aproximace kořene.
U metody prosté iterace rovnici napřed převedeme na tvar x = g(x). Zvoĺıme x0 a daľśı
aproximace poč́ıtáme opakovaným dosazováńım do funkce g.Metoda prosté iterace nemuśı
vždy konvergovat a rychlost, s jakou př́ıpadně najde kořen, záviśı na volbě iteračńı funkce
g(x). Dá se ř́ıci, že obvykle je vhodněǰśı Newtonova metoda, která je ostatně speciálńım
př́ıpadem metody prosté iterace.
Řešeńı soustavy rovnic F(x) = o je náročněǰśı než řešeńı jediné rovnice. Jednak samozřejmě
kv̊uli objemu prováděných výpočt̊u, jednak zde mohou být značné problémy s nalezeńım
přibližné polohy kořen̊u.
O metodě prosté iterace se dá ř́ıci v podstatě totéž, co u jediné rovnice - vše zálež́ı na
volbě iteračńıch funkćı.
Newtonova metoda pro soustavu je obvykle velmi rychlá, vyjdeme-li z bodu dostatečně
bĺızkého ke kořeni. Je ale dosti pracná a nemuśı vždy konvergovat. V každém kroku muśıme
vyřešit soustavu lineárńıch rovnic F ′(x(k)) · δ(k) = −F(x(k)), kde neznámé složky vektoru
δ(k) jsou př́ır̊ustky jednotlivých složek vektoru x(k). Nová aproximace řešeńı se vypočte
jako x(k+1) = x(k) + δ(k). Výpočet se provád́ı tak dlouho, dokud se všechny složky řešeńı
neustáĺı na požadovaném počtu desetinných mı́st. Při výpočtu muśıme poč́ıtat s možnou
divergenćı metody a omezit počet krok̊u, který se bude maximálně provádět.

4.3 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.
O funkci f v těchto otázkách vždy předpokládáme, že je spojitá, př́ıpadně že má spojitou
derivaci.

Otázka 4.1 Jestlǐze pro funkci f, která je na intervalu 〈a, b〉 rostoućı, plat́ı f(a)·f(b) < 0,
pak má rovnice f(x) = 0 v intervalu 〈a, b〉 právě jeden kořen.

Otázka 4.2 Jestlǐze plat́ı f(a) > 0 i f(b) > 0, pak rovnice f(x) = 0 v intervalu 〈a, b〉
určitě nemá žádný kořen.
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Otázka 4.3 Jestlǐze výchoźı interval 〈a, b〉 obsahuje právě tři kořeny rovnice f(x) = 0,
pak metodou p̊uleńı interval̊u vždy najdeme prostředńı z nich.

Otázka 4.4 Vyjdeme-li z intervalu obsahuj́ıćıho právě jeden kořen, metodou p̊uleńı in-
tervalu tento kořen určitě nalezneme.

Otázka 4.5 Zvoĺıme-li x0 tak, že jeho vzdálenost od kořene ξ je nanejvýš 0, 01, Newtonovou
metodou ξ určitě najdeme.

Otázka 4.6 Newtonova metoda je obvykle mnohem rychleǰśı než metoda p̊uleńı interval̊u.

Otázka 4.7 Je-li funkce na intervalu 〈a, b〉 (obsahuj́ıćım kořen) rostoućı a konkávńı (pod
tečnou) a zvoĺıme-li x0 = a, Newtonova metoda určitě bude konvergovat.

Otázka 4.8 Jacobiho metoda pro soustavu lineárńıch rovnic je speciálńım př́ıpadem metody
prosté iterace pro soustavu rovnic.

Otázka 4.9 Newtonova metoda pro soustavu vždy konverguje.

Otázka 4.10 V každém kroku Newtonovy metody pro soustavu muśıme vyřešit soustavu
lineárńıch rovnic. Řešeńım této soustavy je nová aproximace řešeńı p̊uvodńı nelineárńı
soustavy rovnic.

Upozorněńı: Řeš́ı-li se úloha, v ńıž se vyskytuj́ı goniometrické funkce, pomoćı kalkulačky,
je nutné mı́t kalkulačku přepnutou na radiány (RAD), nikoli na stupně (DEG).

Př́ıklad 4.1 Zjistěte, kolik kořen̊u má rovnice sin x−(x−2)2 = 0. Najděte intervaly délky
nejvýše 1, v nichž lež́ı vždy právě jeden kořen. Nejvěťśı kořen pak najděte metodou p̊uleńı
intervalu s přesnost́ı 0,1, nejmenš́ı metodou regula falsi s přesnost́ı 0,01. Ostatńı kořeny
hledejte metodou sečen s přesnost́ı 0,001.

Př́ıklad 4.2 Newtonovou metodou najděte s přesnost́ı 10−5 záporný kořen rovnice
x4 + x− 3 = 0. Počátečńı aproximaci zvolte podle Fourierovy podmı́nky.

Př́ıklad 4.3 Metodou prosté iterace najděte s přesnost́ı 0,01 všechny kořeny rovnice
2 ln x−x+2 = 0. Pro každý kořen najděte vhodnou iteračńı funkci, ověřte, že jsou splněny
podmı́nky konvergence.
Pak některý z kořen̊u najděte s toutéž přesnost́ı Newtonovou metodou, porovnejte rychlost
konvergence.

Př́ıklad 4.4 Najděte nejmenš́ı kladný kořen rovnice sin 2x = cos 3x s přesnost́ı 10−5.
Použijte libovolnou z probraných metod.

Př́ıklad 4.5 S přesnost́ı 10−2 najděte bod, v němž funkce f(x) = x−ex
2
nabývá lokálńıho

maxima. Použijte libovolnou z probraných metod.
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Př́ıklad 4.6 Newtonovou metodou najděte s přesnost́ı 0,001 kořen zadané soustavy rovnic.
Vyjděte z bodu (x0, y0) = (1, 0).

x2 − x+ y − 0, 5 = 0

x2 − 5xy − y = 0

Př́ıklad 4.7 Soustavu rovnic z předchoźıho př́ıkladu řešte metodou prosté iterace. S přesnost́ı
0,001 najděte kořen, který lež́ı v okoĺı bodu (1, 0).

Př́ıklad 4.8 Newtonovou metodou řešte zadanou soustavu rovnic. Proved’te jeden krok.
Vyjděte z bodu (x0, y0, z0) = (1, 0, 1).

x2 + y2 = z2

x2 + y2 + z2 = 1

6x− 3y + 2z = 1

Př́ıklad 4.9 Pomoćı rovnice tečny ke grafu funkce odvod’te vztah pro výpočet daľśı aprox-
imace kořene Newtonovou metodou.

Př́ıklad 4.10 Odvod’te vztah pro výpočet aproximace kořene metodou regula falsi.

Odpovědi na otázky a řešeńı př́ıklad̊u viz 9.4

Programovaćı úlohy

Zda budou funkce f(x), g(x), f ′(x) a pod. zadány př́ımo v programu, nebo se budou
zadávat z klávesnice, ponecháme na zkušenosti a odvaze programátora.

Programovaćı úloha 1 Napǐste program, který najde kořen rovnice f(x) = 0 lež́ıćı
v intervalu 〈a, b〉 s přesnost́ı ε
a) metodou p̊uleńı intervalu

b) metodou regula falsi

Programovaćı úloha 2 Napǐste program, který najde kořen rovnice f(x) = 0 s přesnost́ı ε
Newtonovou metodou. Ošetřete i př́ıpad divergence metody.

Programovaćı úloha 3 Napǐste program, který najde kořen rovnice f(x) = 0 s přesnost́ı ε
metodou prosté iterace. Ošetřete i př́ıpad divergence metody.

Programovaćı úloha 4 Napǐste program, který najde kořen soustavy rovnic f1(x, y) = 0,
f2(x, y) = 0 s přesnost́ı ε metodou prosté iterace. Ošetřete i př́ıpad divergence
metody.

Programovaćı úloha 5 Napǐste program, který najde kořen soustavy rovnic f1(x, y) = 0,
f2(x, y) = 0 s přesnost́ı εNewtonovou metodou. Ošetřete i př́ıpad divergence metody.
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5 Aproximace funkćı

Ćıl kapitoly

Čtenář se již určitě mnohokrát setkal s r̊uznými funkcemi a s výpočtem jejich hodnot.
U některých funkćı se funkčńı hodnota vypoč́ıtá snadno, u jiných by to člověk

”
ručně”

nezvládl a muśı použ́ıt kalkulačku. Některé funkce jsou zadány tak složitým předpisem
(viz část o statistice), že jejich hodnoty je jednodušš́ı nalézt v tabulce, než je poč́ıtat.
Někdy též máme funkci, která neńı zadána v̊ubec žádným předpisem, ale známe pouze
jej́ı hodnoty v určitých bodech, např. źıskané nějakým měřeńım.
Naskýtá se otázka, jak zjistit hodnotu takové funkce v netabulkovém bodě, jak vypoč́ıtat
hodnotu jej́ı derivace v určitém bodě nebo jak ji zintegrovat.
Řešeńım je nahradit zkoumanou funkci funkćı jinou, která se j́ı jakýmsi zp̊usobem podobá
a se kterou se lépe pracuje.
Ćılem kapitoly o aproximaci je ukázat několik možnost́ı takovéto náhrady.
Nejčastěji

”
náhradńı” funkćı bývá algebraický polynom, protože v tomto př́ıpadě jsou

všechny výše uvedené výpočty skutečně velmi jednoduché.
Požadavky, podle nichž vyb́ıráme onu náhradńı funkci, mohou být r̊uzné. Zde si bĺıže
všimneme interpolace, kde se požaduje, aby aproximuj́ıćı funkce měla s funkćı p̊uvodńı
v určitých bodech stejné hodnoty a metody nejmenš́ıch čtverc̊u, kde má aproximuj́ıćı
funkce procházet zadaným bod̊um v jistém smyslu nejbĺıže, ale př́ımo jimi procházet
nemuśı.

5.1 Interpolace algebraickými polynomy

Při interpolaci zńı základńı úloha takto: Máme n+1 navzájem r̊uzných bod̊u x0, x1, . . . , xn,
kterým ř́ıkáme uzlové body nebo uzly interpolace a dále funkčńı hodnoty v těchto bodech
f0 = f(x0), f1 = f(x1), . . . , fn = f(xn). Hledáme polynom Pn(x) stupně nejvýše n takový,
že v uzlových bodech nabývá týchž hodnot jako funkce f , tj. P (xi) = fi, i = 0, . . . , n.
Poznámka. Někdy se též hledá polynom, který má se zadanou funkćı nejen stejné funkčńı
hodnoty v uzlových bodech, ale i stejné hodnoty derivaćı až do určitého řádu.

5.1.1 Existence a jednoznačnost interpolačńıho polynomu

Věta 5.1 Necht’ jsou dány body [xi, fi] , i = 0, . . . n. Pak existuje právě jeden polynom Pn

stupně nanejvýš n takový, že Pn(xi) = fi, i = 0, . . . n.

Důkaz. Existenci interpolačńıho polynomu dokážeme t́ım zp̊usobem, že předvedeme postup,
kterým jej lze pro libovolné navzájem r̊uzné uzlové body zkonstruovat. Tomu bude věnován
daľśı odstavec této kapitoly.
To, že interpolačńı polynom procházej́ıćı danými body existuje právě jeden, dokážeme
sporem. Předpokládejme, že existuj́ı dva polynomy stupně nanejvýš n, označme je Pn(x)
a Rn(x) takové, že Pn(xi) = fi, i = 0, . . . n i Rn(xi) = fi, i = 0, . . . n. Ukážeme, že tyto
dva polynomy jsou shodné. Za t́ım účelem označme Qn(x) = Pn(x)−Rn(x). Je vidět, že
Qn(x) je opět polynom stupně nejvýše n a nav́ıc Qn(xi) = 0, i = 0, . . . , n. Máme tedy
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Obrázek 5.1: Funkce a interpolačńı polynom

polynom stupně nejvýše n, který má n + 1 kořen̊u. To je možné jedině tak, že Qn(x) je
identicky roven nule, Qn(x) ≡ 0 a tedy Pn(x) ≡ Rn(x)∀x ∈ R

5.1.2 Konstrukce interpolačńıho polynomu, Lagrange̊uv interpolačńı poly-
nom

Interpolačńı polynom daný body [xi, fi], i = 0, . . . n sestav́ıme pomoćı polynomů li(x)
takových, že

li(xj) =

{
1 pro i = j
0 pro i 6= j

Čtenář snadno ověř́ı, že polynom

l0(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)

má v x0 hodnotu 1 a v ostatńıch uzlových bodech hodnotu 0.
Podobně dostaneme i ostatńı polynomy li, i = 0, . . . n:

li(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

Interpolačńı polynom Ln(x) nyńı dostaneme snadno jako kombinaci li(x):

Ln(x) = f0l0(x) + f1l1(x) + · · ·+ fnln(x) = (5.1)

= f0
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)
+ f1

(x− x0)(x− x2) . . . (x− xn)

(x1 − x0)(x1 − x2) . . . (x1 − xn)
+ · · ·

· · ·+ fn
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

(xn − x0)(xn − x1) . . . (xn − xn−1)
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Interpolačńı polynom ve tvaru 5.1 se nazývá Lagrange̊uv interpolačńı polynom.

Př́ıklad 5.1 Najděte Lagrange̊uv interpolačńı polynom daný body
xi -1 0 2 3
fi 5 10 2 1

Řešeńı: Máme zadány 4 body, interpolačńı polynom bude tedy stupně nejvýše třet́ıho.
Pro jeho konstrukci použijeme vzorec 5.1:

L3(x) = 5
(x− 0)(x− 2)(x− 3)

(−1− 0)(−1− 2)(−1− 3)
+ 10

(x− (−1))(x− 2)(x− 3)

(0− (−1))(0− 2)(0− 3)
+

+2
(x− (−1))(x− 0)(x− 3)

(2− (−1))(2− 0)(2− 3)
+ 1

(x− (−1))(x− 0)(x− 2)

(3− (−1))(3− 0)(3− 2)
= x3 − 4x2 + 10

Výsledný interpolačńı polynom je spolu se zadanými body znázorněn na obrázku 5.2.

1
2

5

10

–1 2 3

Obrázek 5.2: K př́ıkladu 5.1: Zadané body a výsledný interpolačńı polynom

5.1.3 Newton̊uv interpolačńı polynom

Interpolačńı polynom v Lagrangeově tvaru má tu nevýhodu, že chceme-li přidat daľśı
uzlový bod, muśıme celý polynom přepoč́ıtat znovu. Také výpočet hodnoty tohoto poly-
nomu v určitém bodě je dosti pracný. Proto je někdy výhodněǰśı hledat interpolačńı
polynom v jiném tvaru než 5.1. Jako vhodný se ukazuje tvar

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)(5.2)

Koeficienty a0, a1, . . . , an lze źıskat řešeńım soustavy rovnic vzniklé rozepsáńım podmı́nek
Nn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . n, ale přehledněǰśı a méně pracné je vypoč́ıtat tyto koeficienty
pomoćı takzvaných poměrných diferenćı.
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Pro danou funkci f a uzlové body xi, i = 0, . . . , n nazveme pod́ıly

f [xi, xi+1] =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
, i = 0, 1, . . . n− 1

poměrnými diferencemi prvńıho řádu
Pomoćı poměrných diferenćı prvńıho řádu definujeme poměrné diference druhého řádu
jako

f [xi, xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2]− f [xi, xi+1]

xi+2 − xi
, i = 0, 1, . . . , n− 2

a obecně poměrné diference k-tého řádu pro k ≤ n definujeme takto:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, xi+2, . . . , xi+k]− f [xi, xi+1, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
, i = 0, . . . n− k.

Dá se dokázat, že pro koeficienty ai, i = 0, 1, . . . , n v 5.2 plat́ı

a0 = f(x0)

a1 = f [x0, x1]

a2 = f [x0, x1, x2]
...

an = f [x0, x1, . . . , xn]

Dosazeńım těchto hodnot do 5.2 dostaneme Newton̊uv interpolačńı polynom

Nn(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + · · · (5.3)

· · ·+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

Poznámka. Newton̊uv interpolačńı polynom neńı vhodné upravovat roznásobováńım.
Pro rychlé dosazeńı se použ́ıvá jiná úprava, kterou předvedeme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 5.2 Aproximujte funkci f(x) = 1
x
Newtonovým interpolačńım polynomem v

uzlech
xi 1 2 2,5 3,2 4

a pak pomoćı něj vypočtěte přiblǐznou hodnotu funkce f v bodech x = 3 a x = 10.

Řešeńı: Abychom mohli sestavit Newton̊uv interpolačńı polynom, muśıme vypoč́ıtat
poměrné diference funkce f až do řádu 4. Budeme je postupně, po sloupćıch, zapisovat
do tabulky. Podtržené hodnoty pak použijeme pro interpolačńı polynom.

i xi f(xi) =
1
xi

f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, . . . , xi+3] f [x0, . . . , x4]

0 1 1 -0,5 0,2 -0,0625 0,015625

1 2 0,5 -0,2 0,0625 -0,015625

2 2,5 0,4 -0,125 0,03125

3 3,2 0,3125 -0,078125

4 4 0,25
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Nyńı dosad́ıme do vzorce 5.3

N4(x) = 1− 0, 5(x− 1) + 0, 2(x− 1)(x− 2)− 0, 0625(x− 1)(x− 2)(x− 2, 5) +

+0, 015625(x− 1)(x− 2)(x− 2, 5)(x− 3, 2)

Přibližnou hodnotu funkce f v bodě x = 3 vypočteme dosazeńım do interpolačńıho poly-
nomu N4(x). Pro výpočet funkčńıch hodnot interpolačńıho polynomu v Newtonově tvaru
je vhodné si tento polynom poněkud upravit. Můžeme vytknout (x − 1), pak ve zbytku
(x− 2) a tak dále, až nakonec dostaneme

N4(x) = 1− (x− 1)
(

− 0, 5 + (x− 2)
(

0, 2 + (x− 2, 5)(− 0, 0625 + (x− 3, 2)0, 015625)
))

Dosazovat se hod́ı
”
zevnitř”.

Při použit́ı tohoto tvaru se značně sńıž́ı počet výpočetńıch operaćı nutných pro źıskáńı
výsledku. Je-li čtenář obeznámen s Hornerovým schématem, možná najde jistou podob-
nost s t́ımto postupem.
V našem př́ıpadě dostaneme N4(3)

.
= 0, 334, zat́ımco přesná hodnota je 1

3

.
= 0, 333.

Pro x = 10 vyjde P4(10) = 34.525, zat́ımco přesná hodnota je 1
10

= 0, 1.
Vid́ıme, že v bodě, který byl zhruba uprostřed uzlových bod̊u, je aproximace dobrá,
hodnoty interpolačńıho polynomu a zadané funkce jsou bĺızké. Naopak v bodě, který lež́ı
daleko vně intervalu 〈1, 4〉, je aproximace velmi špatná.
Situace je dobře patrná z obrázku 5.3, kde je vykreslen graf funkce f spolu s vypočteným
interpolačńım polynomem. Můžeme si všimnout, že na intervalu 〈1, 4〉 interp. polynom
dobře vystihuje chováńı funkce f , ale mimo tento interval se od sebe hodnoty funkce f a
interpolačńıho polynomu značně lǐśı.

y = N(x)

y = f(x)

0

1

2

y

1 2 3 4 5 6x

Obrázek 5.3: K př́ıkladu 5.2: Srovnáńı funkce a interpolačńıho polynomu

Poznámka. Bod x = 10 ležel vně intervalu ohraničeného nejmenš́ım a největš́ım uzlovým
bodem. V takovém př́ıpadě mluv́ıme o extrapolaci. Obecně je extrapolaci vhodné použ́ıvat
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pouze v bodech bĺızkých nejmenš́ımu nebo největš́ımu uzlovému bodu. O tom, č́ım je
zp̊usobena velká odchylka funkce a interpolačńıho polynomu v bodech vzdálených od
uzlových bod̊u a jakou přesnost lze při interpolaci očekávat, pojednává kapitola 5.1.4.

Newton̊uv interpolačńı polynom pro ekvidistantńı uzly

Jestliže vzdálenosti mezi sousedńımi uzlovými body jsou konstantńı, tj. plat́ı-li xi+1 − xi = h
pro všechna i = 1, . . . n, kde h ∈ R je konstanta, ř́ıkáme, že uzly jsou ekvidistantńı. Kon-
stantu h nazýváme krok.
Všimněme si, že pro takovéto uzly plat́ı

xi = x0 + ih, i = 0, . . . , n. (5.4)

Pro ekvidistantńı uzly lze odvodit jiný, jednodušš́ı tvar Newtonova (i Lagrangeova) inter-
polačńıho polynomu.

Mı́sto poměrných diferenćı budeme použ́ıvat
”
obyčejné” diference:

Diference prvńıho řádu funkce f(x) se definuje jako

∆f(x) = f(x+ h)− f(x), (5.5)

a diference k-tého řádu jako

∆kf(x) = ∆k−1f(x+ h)−∆k−1f(x) (5.6)

Pro ekvidistantńı uzly xi, i = 0, . . . , n, budeme diferenci k-tého řádu v uzlu xi, ∆
kf(xi),

značit zkráceně jako ∆kfi. Plat́ı

∆fi = f(xi + h)− f(xi) = f(xi+1)− f(xi) = fi+1 − fi

∆kfi = ∆k−1fi+1 −∆k−1fi

Poměrné diference lze v př́ıpadě ekvidistantńıch uzl̊u vyjádřit pomoćı obyčejných diferenćı.
Zřejmě plat́ı

f [xi, xi+1] =
∆fi
h

. (5.7)

Pro poměrnou diferenci druhého řádu plat́ı f [xi, xi+1, xi+2] =
∆fi+1

h
−∆fi

h

2h
= ∆2fi

2h2
.

Matematickou indukćı lze dokázat, že k-tá poměrná diference se dá vyjádřit jako

f [xi, . . . , xi+k] =
∆kfi
k!hk

. (5.8)

Tyto vztahy dosad́ıme do Newtonova interpolačńıho polynomu 5.3. Zjednodušit však
můžeme i výrazy (x − x0) · · · (x − xk), které se v tomto polynomu vyskytuj́ı. K tomu
účelu zavedeme mı́sto x novou proměnnou q vztahem

q =
x− x0

h
, neboli x = x0 + qh. (5.9)
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Potom

x− x0 = qh, x− x1 = x− x0 − h = (q − 1)h, obecnĕ x− xk = (q − k)h (5.10)

Vztahy 5.8 a 5.10 nyńı dosad́ıme do 5.3. Po snadné úpravě (zkráceńı h) vyjde vzorec pro
Newton̊uv interpolačńı polynom pro ekvidistantńı uzly

Nn(x) = f0 +
q

1!
∆f0 +

q(q − 1)

2!
∆2f0 + · · ·+

q(q − 1) · · · (q − n+ 1)

n!
∆nf0 (5.11)

q =
x− x0

h

Chceme-li do interpolačńıho polynomuNn(x) dosadit za x určité č́ıslo, vypočteme př́ıslušnou
hodnotu q, a tu pak do N dosad́ıme. Neńı vhodné výraz roznásobovat, pro dosazováńı je
lepš́ı úprava, kterou předvedeme v př́ıkladu 5.3.

Př́ıklad 5.3 Pomoćı Newtonova interpolačńıho polynomu vypočtěte přiblǐznou hodnotu
Gaussovy funkce

G(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt

v bodě x = 1,17, známe-li hodnoty G(x) v následuj́ıćıch bodech:

x 1 1,1 1,2 1,3
G(x) 0,8427 0,8802 0,9103 0,9340

Řešeńı: Vypočteme potřebné diference, dvakrát podtržená č́ısla jsou použita v inter-
polačńım polynomu:

i xi Gi ∆Gi ∆2Gi ∆3Gi

0 1 0,8427 0,0375 -0,0074 0,0010

1 1,1 0,8802 0,0301 -0,0064
2 1,2 0,9103 0,0237
3 1,3 0,9340

Nyńı dosad́ıme do vzorce 5.11:

N3(x) = 0, 8427 +
q

1!
· 0, 0375− q(q − 1)

2!
· 0, 0074 + q(q − 1)(q − 2)

3!
· 0, 0010

q =
x− 1

0, 1

Pro sńıžeńı počtu potřebných početńıch operaćı můžeme tento polynom upravit (podobně,
jako jsme to udělali v př́ıkladu 5.2):

N3(x) = 0, 8427 +
q

1

(

0, 0375 +
q − 1

2

(

−0, 0074 + q − 2

3
· 0, 0010

))

Nyńı chceme vypoč́ıtat přibližnou hodnotu G(1, 17). Ta bude přibližně rovna hodnotě
interpolačńıho polynomu pro x = 1, 17, tzn. pro q = 1,17−1

0,1
= 1, 7 :

G(1, 17)
.
= N3(1, 17) = 0, 8427 +

1, 7

1

(

0, 0375 +
0, 7

2

(

−0, 0074 + −0, 3
3
· 0, 0010

))

.
= 0, 9020

Přesná hodnota G(1, 17) je po zaokrouhleńı na čtyři desetinná mı́sta také 0, 9020.
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5.1.4 Odhad chyby

Věta 5.2 Necht’ interval I obsahuje body x0, x1, . . . , xn a necht’ f je (n+1)-krát diferenco-
vatelná funkce na I. Necht’ Pn(x) je interpolačńı polynom n-tého stupně určený hodnotami
funkce f v bodech x0, . . . xn. Potom pro libovolné x ∈ I existuje ξ ∈ I takové, že pro chybu
interpolace E(x) plat́ı

E(x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn). (5.12)

Důkaz neńı úplně jednoduchý a lze jej nalézt např. v [?].

Vzorec 5.12 slouž́ı hlavně jako teoretický základ pro určeńı chyby u daľśıch metod, např.
u numerické integrace. Jinak je jeho použit́ı poněkud problematické, protože bod ξ je pro
každé x ∈ I jiný a jeho nalezeńı je prakticky nemožné. Chybu interpolace však můžeme
alespoň shora odhadnout:
Označ́ıme-li Mn+1 = max

t∈I
|f (n+1)(t)|, plat́ı

|E(x)| = |f(x)− Pn(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
|(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)| (5.13)

Naj́ıt veličinu Mn+1 však také nemuśı být zrovna jednoduché.

Poznámka. Odhad 5.13 lze použ́ıt např. v př́ıpadě, kdy chceme sestavit tabulku hodnot
nějaké funkce f(x) s konstantńım krokem mezi hodnotami x a ptáme se, jak tento krok
zvolit, aby chyba např. při interpolaci lineárńım polynomem nepřevýšila dané ε.

Př́ıklad 5.4 Odhadněte chybu interpolace z př́ıkladu 5.2 v bodě x = 3.

Poznámka. Tento př́ıklad slouž́ı sṕı̌se k ozřejmeńı jednotlivých veličin ve vzorci 5.13 a
jako ukázka, že vzorec

”
funguje”, protože v tomto př́ıpadě můžeme určit i přesnou hodnotu

chyby a nemuśıme nic odhadovat.

Řešeńı: Pro odhad chyby potřebujeme vypoč́ıtat pátou derivaci interpolované funkce
f(x) = 1

x
(protože n je v tomto př́ıpadě 4) a naj́ıt maximum jej́ı absolutńı hodnoty na

intervalu I = 〈1, 4〉 (I je nejmenš́ı interval obsahuj́ıćı všechny uzlové body a bod, v němž
chceme odhadovat chybu).

Vyjde f (5)(x) = −120

x6
Je vidět, že |f (5)(x)| = 120

x6
, což je funkce na I klesaj́ıćı. Svého maxima na tomto intervalu

proto dosahuje v bodě x = 1 a jeho hodnota je M5 =
120
16

= 120.
Nyńı dosad́ıme do 5.12:
|E(3)| ≤ 120

5!
|(3− 1)(3− 2)(3− 2, 5)(3− 3, 2)(3− 4)| = |2 · 1 · 0, 5 · (−0, 2) · (−1)| = 0, 2

Odhad chyby je v tomto př́ıpadě dosti nadsazený, chyba v bodě x = 3 je ve skutečnosti
mnohem menš́ı než 0, 2, viz řešeńı př́ıkladu 5.2
To, že teoretický odhad chyby je př́ılǐs pesimistický, je poměrně časté i u jiných metod.

V bodech vzdálených uzlovým bod̊um nabývá výraz (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn), který
se vyskytuje v odhadu chyby, velkých hodnot. Proto se interpolačńı polynom pro výpočet
přibližných hodnot funkce v takovýchto bodech nehod́ı.
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Aproximace ale v některých př́ıpadech nemuśı být dobrá ani v bodech relativně bĺızkých
uzlovým bod̊um. To ilustruje obrázek 5.4, na němž je graf funkce f(x) = 1

1+x2
a inter-

polačńı polynom daný vyznačenými uzlovými body.

–1

1

2

y

–6 –4 –2 2 4 6x

Obrázek 5.4: Nevhodná aproximace interpolačńım polynomem

Situace by se př́ılǐs nezlepšila, ani kdybychom přidali v́ıce uzlových bod̊u.
Zde je velká odchylka funkce a polynomu taktéž zp̊usobena velkými hodnotami součinu
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn), předevš́ım pobĺıž konc̊u interpolačńıho intervalu.

Proto je někdy vhodné nenahrazovat funkci, zvláště chceme-li ji aproximovat na deľśım
intervalu, jedńım interpolačńım polynomem, ale interval rozdělit na malé části a na každé
z nich funkci nahradit polynomem ńızkého stupně. To bude námětem následuj́ıćı kapitoly.

5.2 Interpolace pomoćı splajn̊u

Základńı myšlenka interpolace pomoćı splajn̊u je obdobná jako u Lagrangeovy interpolace.
Máme zadány uzlové body a = x0 < x1 < · · · < xn = b a funkčńı hodnoty v nich,
které označ́ıme f0, f1, . . . , fn. Stejně jako předt́ım hledáme funkci S(x) takovou, že plat́ı
S(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n, ale tentokrát je funkce S(x) po částech polynom (obecně na
každém intervalu 〈xi, xi+1〉 , i = 0, 1, . . . n− 1, jiný) a splňuje určité požadavky hladkosti
(tj. spojitosti derivaćı).

Konkrétně splajnem řádu k pro uzly a = x0 < x1 < · · · < xn = b rozumı́me funkci,
která je v každém intervalu 〈xi, xi+1〉 , i = 0, . . . n − 1, polynom stupně k a která má
v celém intervalu 〈a, b〉 spojité derivace až do řádu k − 1 včetně.

Poznámka. Slovo
”
splajn” pocháźı z anglického

”
spline”, což znamená pružné kon-

struktérské prav́ıtko. V české literatuře se někdy ṕı̌se splajn a někdy spline.
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Nejjednodušš́ım př́ıkladem je splajn řádu 1, lineárńı splajn. Funkce je na každém sub-
intervalu 〈xi, xi+1〉 , i = 0, . . . n− 1, nahrazena úsečkou, jej́ıž rovnice je

Si(x) = f(xi) +
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
(x− xi), x ∈ 〈xi, xi+1〉

U splajnu 1. řádu požadujeme spojitost derivaćı do řádu 0 včetně, tj. spojitost samotné
funkce S(x). Snadno se přesvědč́ıme, že hodnoty jednotlivých funkćı Si(x) v krajńıch
bodech př́ıslušného intervalu 〈xi, xi+1〉 jsou rovny f(xi), resp. f(xi+1), č́ımž je zaručeno,
že na sebe tyto funkce v uzlových bodech spojitě navazuj́ı (viz obrázek 5.5). Zlepšeńı
aproximace dosáhneme zjemněńım interval̊u mezi uzlovými body.

y=S(x)
y=f(x)

0

2

4

6

–2 –1 1 2 3x

Obrázek 5.5: Nahrazeńı funkce lineárńım splajnem

Nejčastěji už́ıvané jsou tzv. kubické splajny, kdy k=3.

Definice a konstrukce kubického splajnu

Kubický splajn pro funkci f s uzlovými body x0, x1, . . . , xn je funkce S(x), která je
kubický polynom označený Si(x) na každém subintervalu 〈xi, xi+1〉 , i = 0, 1, . . . , n − 1,
vyhovuje podmı́nkám

Si(xi) = f(xi), i = 0, . . . , n (5.14)

Si(xi+1) = Si+1(xi+1), i = 0, . . . , n− 2 (5.15)

S ′
i(xi+1) = S ′

i+1(xi+1), i = 0, . . . , n− 2 (5.16)

S ′′
i (xi+1) = S ′′

i+1(xi+1), i = 0, . . . , n− 2 (5.17)
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a okrajovým podmı́nkám a), b) nebo c)

a) S ′′(x0) = S ′′(xn) = 0
b) S ′′(x0) = f ′′

0 , S ′′(xn) = f ′′
n

c) S ′(x0) = f ′
0, S ′(xn) = f ′

n

(f ′′
0 , f

′′
n , f

′
0 a f ′

n jsou předem zadané konstanty).

Podmı́nky 5.15 znamenaj́ı spojitost funkce S v uzlových bodech, podmı́nky 5.16 a 5.17
spojitost prvńıch, resp. druhých derivaćı.

n–1

1

0

S

S

S

..... nn–1210 xxxxx

Obrázek 5.6: Přirozený kubický splajn

Kubický splajn splňuj́ıćı okrajové podmı́nky a) se nazývá přirozený kubický splajn.

Na obrázku 5.7 je znázorněna aproximace funkce f(x) = 1
1+x2

pomoćı přirozeného ku-
bického splajnu. Můžeme porovnat s obrázkem 5.4, kde byla tatáž funkce nahrazena in-
terpolačńım polynomem daným stejnými uzlovými body.

Nyńı se budeme zabývat problémem, jak k zadaným uzlovým bod̊um a hodnotám funkce
v nich sestrojit přirozený kubický splajn. (Splajn vyhovuj́ıćı jiným okrajovým podmı́nkám
by se našel podobně.)

Na jednotlivých intervalech 〈xi, xi+1〉 , i = 0, 1, . . . , n− 1, budeme splajn hledat ve tvaru

Si(x) = ai + bi(x− xi) + ci(x− xi)
2 + di(x− xi)

3

Z podmı́nek 5.14 dostaneme ai = f(xi), i = 0, 1, . . . n− 1. Odtud, z podmı́nek 5.15, 5.16,
5.17 a z okrajových podmı́nek S ′′

0 (x0) = S ′′
n−1(xn) = 0 lze po jistém úsiĺı odvodit soustavu

rovnic s neznámými ci, i = 0, . . . , n

hi−1ci−1 + 2(hi−1 + hi)ci + hici+1 = 3

(
∆fi
hi
− ∆fi−1

hi−1

)

, i = 1, . . . , n− 1 (5.18)

c0 = cn = 0
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–0.5

0

0.5

1

1.5
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–6 –4 –2 2 4 6x

Obrázek 5.7: Nahrazeńı funkce f(x) = 1
1+x2

přirozeným kubickým splajnem.

kde hi = xi+1 − xi a ∆fi = f(xi+1)− f(xi), i = 0, . . . , n− 1.
Po rozepsáńı a dosazeńı za c0 a cn soustava vypadá takto:

2(h0 + h1)c1 + h1c2 = 3(∆f1
h1
− ∆f0

h0
)

h1c1 + 2(h1 + h2)c2 + h2c3 = 3(∆f2
h2
− ∆f1

h1
)

. . .
...

hn−2cn−2 + 2(hn−2 + hn−1)cn−1 = 3(∆fn−1

hn−1
− ∆fn−2

hn−2
)

(5.19)

Jedná se o tř́ıdiagonálńı soustavu rovnic a lze ji vyřešit např. pomoćı Gaussovy eliminačńı
metody přizp̊usobené pro tř́ıdiagonálńı soustavu.

Koeficienty bi a di pak dopoč́ıtáme pomoćı ci ze vztah̊u (také odvozených z podmı́nek
5.14 – 5.17)

bi =
f(xi+1)− f(xi)

hi
− ci+1 + 2ci

3
hi i = 0, . . . , n− 1 (5.20)

di =
ci+1 − ci

3hi
i = 0, . . . , n− 1 (5.21)

Př́ıklad 5.5 Funkci f(x) =
√
x aproximujte přirozeným kubickým splajnem s uzlovými

body xi 1 1,69 2,25 2,89 4 a pak pomoćı tohoto splajnu vypočtěte přiblǐzně hod-
notu f(2).

Řešeńı:Dopoč́ıtáme funkčńı hodnoty v uzlových bodech a pak vypočteme hi, i = 0, 1, 2, 3,
tj. délky jednotlivých interval̊u, a ∆fi, i = 0, 1, 2, 3. Vypočtené hodnoty jsou zapsány v
následuj́ıćı tabulce
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i 0 1 2 3 4
xi 1 1,69 2,25 2,89 4

f(xi) =
√
xi 1 1,3 1,5 1,7 2

hi 0,69 0,56 0,64 1,11
∆fi 0,3 0,2 0,2 0,3

Vı́me, že c0 = 0. Pro neznámé c1, c2, c3 dostaneme podle 5.19 soustavu rovnic

2, 5c1 + 0, 56c2 = −0, 232919
0, 56c1 + 2, 4c2 + 0, 64c3 = −0, 133929

0, 64c2 + 3, 5c3 = −0, 126689

Řešeńım této soustavy je c1 = −0, 087085, c2 = −0, 027155, c3 = −0, 031231.
Koeficienty bi a di, i = 0, 1, 2, 3, dopoč́ıtáme podle vzorc̊u 5.20 a 5.21. (Při výpočtu b3 a
d3 použijeme c4 = 0.)

Tedy např. b0 =
1, 3− 1

0, 69
− −0, 087085 + 2 · 0

3
· 0, 69 .

= 0, 454812

Ostatńı koeficienty by se vypoč́ıtaly podobně. Vyjde:

i 0 1 2 3
ai 1 1,3 1,5 1,7
bi 0,454812 0,394724 0,330749 0,293381
ci 0 -0,087085 -0,027155 -0,031231
di -0,042070 0,035672 -0,002123 0,009379

Výsledný přirozený kubický splajn je tedy

S(x) =







S0(x)=1+0,454812(x−1)−0,042070(x−1)3 x∈<1 ; 1,69>
S1(x)=1,3+0,394724(x−1,69)−0,087085(x−1,69)2+0,035672(x−1,69)3 x∈<1,69 ; 2,25>
S2(x)=1,5+0,330749(x−2,25)−0,027155(x−2,25)2−0,002123(x−2,25)3 x∈<2,25 ; 2,89>
S3(x)=1,7+0,293381(x−2,89)−0,031231(x−2,89)2+0,009379(x−2,89)3 x∈<2,89 ; 4>

Přibližnou hodnotu funkce f v bodě x = 2 nyńı vypočteme jako S1(2)
.
= 1, 415058 (protože

2 ∈ 〈1, 69 ; 2, 25〉). Pro srovnáńı, přesná hodnota je
√
2

.
= 1, 414214.

5.3 Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

V předchoźıch částech této kapitoly jsme požadovali, aby interpolačńı polynom, resp.
splajn, nabýval v uzlových bodech stejných hodnot jako funkce, již se snaž́ıme aproxi-
movat. V př́ıpadě, že jsou funkčńı hodnoty źıskány experimentálně, např. jako výsledky
nějakého měřeńı, je interpolace nevhodná. Výsledky jsou totiž zat́ıženy chybami a inter-
polačńı funkce by tyto chyby koṕırovala, což je přesně to, čeho se chceme vyvarovat. Kromě
toho povaha experiment̊u nevylučuje možnost několika měřeńı při nezměněné hodnotě x,
tj. nemuśı být všechny uzlové body navzájem r̊uzné. Vzhledem k těmto okolnostem neńı
dobré požadovat, aby aproximačńı funkce nabývala v uzlových bodech předem daných
hodnot. V mnoha př́ıpadech máme určitou představu o povaze funkce, jej́ıž hodnoty jsme
naměřili, např. může se jednat o lineárńı nebo kvadratickou závislost. Pak hledáme mezi
všemi funkcemi tohoto známého typu takovou, která procháźı k zadaným bod̊um v jistém
smyslu nejbĺıže.
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Formulace problému

Jsou dány body xi, i = 0, . . . n a funkčńı hodnoty v nich yi. Dále jsou dány funkce
ϕi, i = 0, . . . ,m, m < n. Mezi všemi funkcemi tvaru

Pm(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + · · ·+ cmϕm(x), (5.22)

c0, . . . , cm jsou reálná č́ısla, hledáme takovou, pro niž veličina

ρ2(c0, . . . cm) =
n∑

i=0

(yi − Pm(xi))
2,

kterou nazýváme kvadratická odchylka, nabývá minimálńı hodnoty.
(Kvadratická odchylka ρ2 udává součet obsah̊u čtverc̊u se stranami o délkách |yi−Pm(xi)|,
i = 0, . . . , n, viz obrázek 5.8. Odtud pocháźı název metody.)
Takovou funkci pak nazýváme nejlepš́ı aproximaćı experimentálńıch dat y0, . . . yn v
dané tř́ıdě funkćı ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

...........
n10 xxx

Obrázek 5.8: Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u - mezi všemi funkcemi známého typu 5.22 (zde
jsou to paraboly) hledáme tu, pro kterou je součet obsah̊u čtverc̊u nejmenš́ı možný.

Nalezeńı nejlepš́ı aproximace

Protože body [xi, yi] , i = 0, . . . , n, a funkce ϕi, i = 0, . . . ,m, jsou dány, kvadratická
odchylka

ρ2 =
n∑

i=0

(yi − c0ϕ0(xi)− c1ϕ1(xi)− · · · − cmϕm(xi))
2
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záviśı pouze na koeficientech c0, . . . , cm. Z diferenciálńıho počtu funkćı v́ıce proměnných
je známo, že nutnou podmı́nkou pro to, aby ρ2(c0, . . . , cm) nabývala minima, je splněńı
rovnic

∂

∂cj
(ρ2) =

∂

∂cj

[ n∑

i=0

(yi − c0ϕ0(xi)− c1ϕ1(xi)− · · · − cmϕm(xi))
2
]

= 0, j = 0, . . . ,m

Zderivováńım dostaneme

n∑

i=0

2(yi − c0ϕ0(xi)− c1ϕ1(xi)− · · · − cmϕm(xi))(−ϕj(xi)) = 0, j = 0, . . . ,m.

Rovnice vyděĺıme −2 a rozděĺıme na jednotlivé sumy:

n∑

i=0

yiϕj(xi)−
n∑

i=0

c0ϕ0(xi)ϕj(xi)− · · · −
n∑

i=0

cmϕm(xi)ϕj(xi) j = 0, . . . ,m.

Z každé sumy můžeme vytknout odpov́ıdaj́ıćı koeficient ck. Snadnou úpravou pak dostaneme
tzv. normálńı rovnice pro neznámé c0, . . . , cm :

c0

n∑

i=0

ϕ0(xi)ϕj(xi) + · · ·+ cm

n∑

i=0

ϕm(xi)ϕj(xi) =
n∑

i=0

yiϕj(xi) j = 0, . . . ,m.

Tato soustava rovnic po rozepsáńı vypadá takto:

c0

n∑

i=0

ϕ20(xi) + c1

n∑

i=0

ϕ1(xi)ϕ0(xi) + · · ·+ cm

n∑

i=0

ϕm(xi)ϕ0(xi)=
n∑

i=0

yiϕ0(xi)

c0

n∑

i=0

ϕ0(xi)ϕ1(xi) + c1

n∑

i=0

ϕ21(xi) + · · ·+ cm

n∑

i=0

ϕm(xi)ϕ1(xi)=
n∑

i=0

yiϕ1(xi)

. . .
...

c0

n∑

i=0

ϕ0(xi)ϕm(xi)+ c1

n∑

i=0

ϕ1(xi)ϕm(xi)+ · · ·+ cm

n∑

i=0

ϕ2m(xi) =
n∑

i=0

yiϕm(xi)

(5.23)

Źıskaná soustava rovnic vypadá možná poněkud hrozivě a nepřehledně, ale uvid́ıme, že s
konkrétńımi funkcemi ϕi se situace vyjasńı.

Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u algebraickými polynomy

Velmi častá volba funkćı ϕi je ϕi(x) = xi, i = 0, 1, . . . ,m, tj.

ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, . . . , ϕm(x) = xm

Aproximuj́ıćı funkce Pm je pak tvaru

Pm(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cmxm
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a jednotlivé sumy v soustavě normálńıch rovnic vyjdou

n∑

i=0

ϕ20(xi) =
n∑

i=0

1 = 1 + 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n+1

= n+ 1 ,
n∑

i=0

ϕ1(xi)ϕ0(xi) =
n∑

i=0

xi · 1 =
n∑

i=0

xi , . . .

obecně

n∑

i=0

ϕk(xi)ϕl(xi) =
n∑

i=0

xki · xli =
n∑

i=0

xk+li , k, l = 0, . . . ,m

Soustava normálńıch rovnic pak vypadá následovně

c0(n+ 1) + c1

n∑

i=0

xi + . . . + cm

n∑

i=0

xmi =
n∑

i=0

yi

c0

n∑

i=0

xi + c1

n∑

i=0

x2i + . . . + cm

n∑

i=0

xm+1i =
n∑

i=0

xiyi

...

c0

n∑

i=0

xmi + c1

n∑

i=0

xm+1i + . . . + cm

n∑

i=0

x2mi =
n∑

i=0

xmi yi

(5.24)

Speciálně pro aproximaci př́ımkou P1(x) = c0 + c1 x dostaneme soustavu

c0(n+ 1) + c1

n∑

i=0

xi =
n∑

i=0

yi

c0

n∑

i=0

xi + c1

n∑

i=0

x2i =
n∑

i=0

xiyi

(5.25)

a pro aproximaci parabolou P2(x) = c0 + c1 x+ c2 x
2 soustavu

c0(n+ 1) + c1

n∑

i=0

xi + c2

n∑

i=0

x2i =
n∑

i=0

yi

c0

n∑

i=0

xi + c1

n∑

i=0

x2i + c2

n∑

i=0

x3i =
n∑

i=0

xiyi

c0

n∑

i=0

x2i + c1

n∑

i=0

x3i + c2

n∑

i=0

x4i =
n∑

i=0

x2i yi

(5.26)

Př́ıklad 5.6 Funkci zadanou následuj́ıćı tabulkou bod̊u aproximujte metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u pomoćı př́ımky.
xi 0,2 0,5 0,9 1,6 2,0 2,9 3,5
yi 16,58 19,30 18,12 20,94 20,90 24,66 24,50

Řešeńı: Bylo zadáno 7 bod̊u, proto n = 6. Koeficienty př́ımky źıskáme jako řešeńı sous-
tavy rovnic 5.25. Pro přehlednost si všechny potřebné hodnoty zaṕı̌seme do tabulky:
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i xi yi x2i xiyi

0 0,2 16,58 0,04 3,316
1 0,5 19,30 0,25 9,650
2 0,9 18,12 0,81 16,308
3 1,6 20,94 2,56 33,504
4 2,0 20,90 4,00 41,800
5 2,9 24,66 8,41 71,514
6 3,5 24,50 12,25 85,750
∑

11,6 145,00 28,32 261,842

Nyńı můžeme sestavit normálńı rovnice:

7 c0 + 11, 6 c1 = 145
11, 6 c0 + 28, 32 c1 = 261, 842

Jejich řešeńım je c0
.
= 16, 788 , c1

.
= 2, 370.

Hledaná př́ımka je tedy P1(x) = 16, 788+2, 370x. Zadané body jsou spolu s touto př́ımkou
zobrazeny na obrázku 5.9.

y=P(x)

0

5

10

15

20

25

1 2 3 4x

Obrázek 5.9: K př́ıkladu 5.6: zadané body a nalezená př́ımka

Poznámka. Pokud naměřené hodnoty vykazuj́ı periodické chováńı, je vhodněǰśı je po-
moćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u aproximovat trigonometrickými polynomy. Za funkce ϕi

můžeme volit
ϕ0(x) = 1 , ϕ1(x) = cosx , ϕ2(x) = sin x , ϕ3(x) = cos 2x , ϕ4(x) = sin 2x, . . .

Shrnut́ı pojmů

Aproximace funkce spoč́ıvá v nahrazeńı zkoumané funkce f jednodušš́ı funkćı, která
nabývá přibližně stejných hodnot jako funkce f a se kterou se snadno pracuje.
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U interpolace hledáme funkci, která má s f společné funkčńı hodnoty v tzv. uzlových
bodech x0, x1, . . . , xn. Nejčastěji to bývá interpolačńı polynom nebo splajn.
Interpolačńı polynom Pn(x) je algebraický polynom stupně nanejvýš n, pro nějž plat́ı
P (xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. Interpolačńı polynom pro zadané body existuje vždy právě
jeden, ale můžeme jej vyjádřit v r̊uzném tvaru.
Existuj́ı speciálńı tvary interpolačńıch polynomů pro ekvidistatńı uzly, tj. uzly takové, že
krok mezi všemi dvojicemi sousedńıch uzl̊u je konstantńı.
Lagrange̊uv interpolačńı polynom sestav́ıme př́ımo ze zadaných uzl̊u a funkčńıch hodnot
v nich. Pro konstrukci Newtonova interpolačńıho polynomu muśıme napřed vypoč́ıtat
poměrné (jedná-li se o neekvidistantńı uzly) nebo obyčejné (jedná-li se o ekvidistantńı
uzly) diference a interpolačńı polynom pak sestav́ıme pomoćı nich. Výhodou Newtonova
interpolačńıho polynomu oproti Lagrangeovu je, že se do něj snadněji dosazuje a snadněji
lze přidat daľśı uzel.
Za př́ıznivých okolnost́ı plat́ı v neuzlových bodech f(x)

.
= Pn(x). Použijeme-li však př́ılǐs

mnoho uzlových bod̊u, interpolačńı polynom může (i když nemuśı) zač́ıt oscilovat. Proto
je pro aproximaci funkce na dlouhém intervalu lepš́ı splajn.
Splajn S(x) je také funkce, pro niž plat́ı S(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, ale na rozd́ıl od
interpolačńıho polynomu je to funkce definovaná po částech, je dána jiným předpisem
na každém z interval̊u 〈xi, xi+1〉 , i = 0, 1, . . . , n − 1. Nejčastěji se použ́ıvá tzv. přirozený
kubický splajn. To je funkce, která je na každém intervalu 〈xi, xi+1〉 polynom třet́ıho
stupně Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)

2 + di(x − xi)
3. Jednotlivé polynomy Si a

Si+1 na sebe muśı v bodě xi+1 (tj. v bodě, kde se jejich definičńı obory stýkaj́ı) spojitě
navazovat až do druhé derivace včetně. Nav́ıc požadujeme platnost okrajových podmı́nek
S ′′
0 (x0) = S ′′

n−1(xn) = 0.
Při výpočtu splajnu nejprve najdeme koeficienty ci jako řešeńı jisté soustavy lineárńıch
rovnic. Koeficienty bi a di pak vypočteme pomoćı nich. Pro koeficienty ai plat́ı ai = fi.
Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u se použ́ıvá předevš́ım v př́ıpadě, kdy máme hodnoty [xi, yi],
i = 0, 1, . . . , n, źıskané nějakým měřeńım (tj. zat́ıžené chybami) a máme určitou představu
o povaze funkčńı závislosti y na x. Předpokládáme, že tato funkčńı závislost je typu
y = c1ϕ1(x) + · · · + cmϕm(x), kde ϕi, i = 0, . . . ,m, jsou známé funkce. Mezi všemi
funkcemi tohoto známého typu hledáme tu, pro kterou je minimálńı tzv. kvadratická
odchylka. Nalezeńı této funkce spoč́ıvá v nalezeńı hodnot koeficient̊u ci, i = 0, . . . ,m.
Ty najdeme jako řešeńı tzv. soustavy normálńıch rovnic. Pro aproximaci algebraickým
polynomem je tvar soustavy známý. Speciálně pro polynom prvńıho stupně, př́ımku, je
to 5.25 a pro polynom druhého stupně, parabolu, 5.26. Chceme-li použ́ıt jiný typ funkćı,
dosad́ıme do obecného tvaru soustavy 5.23.

5.4 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.

Otázka 5.1 Pomoćı interpolačńıho polynomu m̊užeme vypoč́ıtat přiblǐznou hodnotu in-
terpolované funkce v neuzlovém bodě.
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Otázka 5.2 Pokud všechny body [xi, fi], i = 0, . . . , n, lež́ı v jedné př́ımce, pak grafem
interpolačńıho polynomu daného těmito body je právě tato př́ımka.

Otázka 5.3 Je-li Ln(x) Lagrange̊uv interpolačńı polynom určený uzly [xi, fi], i = 0, . . . n,
a Nn(x) Newton̊uv interpolačńı polynom určený týmǐz uzly, pak existuje bod c, pro který
je Ln(c) 6= Nn(c).

Otázka 5.4 Grafem lineárńıho splajnu je lomená čára.

Otázka 5.5 Při hledáńı přirozeného kubického splajnu muśıme vyřešit soustavu lineárńıch
rovnic.

Otázka 5.6 Kubický splajn m̊uže být nespojitá funkce.

Otázka 5.7 Graf funkce Pm(x), kterou jsme źıskali metodou nejmenš́ıch čtverc̊u z bod̊u
[xi, yi], i = 0, . . . , n, nikdy neprocháźı žádným z bod̊u [xi, yi].

Otázka 5.8 Jsou-li zadány právě dva body [x0, y0] a [x1, y1], x0 6= x1, pak př́ımka źıskaná
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u pomoćı těchto dvou bod̊u oběma body procháźı.

Př́ıklad 5.1 Najděte Lagrange̊uv interpolačńı polynom daný body
xi -1 0 2
fi 6 3 9

Polynom upravte. Proved’te zkoušku.

Př́ıklad 5.2 Najděte Lagrange̊uv interpolačńı polynom daný uzly
xi x1 − h x1 x1 + h
fi f0 f1 f2
Polynom upravte na tvar L2(x) = A(x− x1)

2 +B(x− x1) + C.
(Výsledek tohoto př́ıkladu bude použit v př́ıkladech k daľśı kapitole.)

Př́ıklad 5.3 Najděte Newton̊uv interpolačńı polynom daný body z př́ıkladu 1. Pak k zadaným
uzl̊um přidejte ještě bod [4, 5] a opět najděte Newton̊uv interpolačńı polynom.

Př́ıklad 5.4 Vypočtěte funkčńı hodnoty funkce f(x) = sinx v uzlových bodech x0 = 0,
x1 = 0,8, x2 = 1,6, x3 = 2,4, x4 = 3,2. (Tyto hodnoty jsou v radiánech, nikoli ve stupńıch.)

a) Najděte Newton̊uv interpolačńı polynom daný těmito uzly a pak pomoćı něj vypočtěte
přiblǐzně sin 1

b) Přiblǐznou hodnotu sin 1 vypočtěte pomoćı lineárńı interpolace ze vhodných dvou uzl̊u.

Hodnoty vypočtené v a), b) porovnejte s přesnou hodnotou. Proč je výsledek b) dost
nepřesný?

Př́ıklad 5.5 Najděte přirozený kubický splajn daný uzly
xi -3 -1 0 2
fi -5 3 4 -100

Vypočtěte hodnoty splajnu v bodech -2, -0,1 a 1.
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Př́ıklad 5.6 Najděte přirozený kubický splajn daný uzly z př́ıkladu 4. Pak pomoćı tohoto
splajnu vypočtěte přiblǐzně sin 1.

Př́ıklad 5.7 Ukažte, že k funkci f : y = x + ex existuje inverzńı funkce x = f−1(y). S
přesnost́ı 0,001 najděte hodnoty funkce f−1(y) pro y = 0, y = 0,5 a y = 1. (Použijte
k tomu libovolnou z metod probraných v kapitole 4). Pak pomoćı interpolace vypočtěte
přiblǐzně f−1(0,3) a f−1(0,9).

Př́ıklad 5.8 Funkci zadanou následuj́ıćı tabulkou bod̊u aproximujte metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u pomoćı př́ımky. Načrtněte zadané body a vypočtenou př́ımku.
xi 0 1 2 3 4 5
yi -2,654 -0,041 -0,457 0,505 2,751 3,475

Př́ıklad 5.9 Funkci zadanou následuj́ıćı tabulkou bod̊u aproximujte metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u pomoćı paraboly.
xi 1 1,5 2 2,5 3
yi 0,837 0,192 -0,950 -1,095 1,344

Př́ıklad 5.10 Funkci zadanou následuj́ıćı tabulkou bod̊u aproximujte metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u pomoćı funkce y = c0 + c1 sinx+ c2 cos x.
xi -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
yi 1,55 2,85 2,81 0,49 -0,43 -0,92 0,68 2,76 2,96 1,48 -0,80

Odpovědi na otázky a řešeńı př́ıklad̊u viz 9.5

Programovaćı úlohy

U programů na aproximaci funkćı by bylo velmi pěkné mı́t vždy výstup i v podobě grafu
nalezeného interpolačńıho polynomu a pod. Zda tomu tak skutečně bude, opět ponecháme
na schopnostech programátora.

Programovaćı úloha 1 Napǐste program, který pro zadané uzly [xi, fi], i = 0, . . . , n,
vypoč́ıtá hodnotu Newtonova interpolačńıho polynomu v zadaném bodě x.

Programovaćı úloha 2 Řešte totéž jako v úloze 1, ale pro ekvidistantńı uzly.

Programovaćı úloha 3 Napǐste program, který pro zadané uzly [xi, fi], i = 0, . . . , n,
vypoč́ıtá hodnotu přirozeného kubického splajnu v zadaném bodě x.

Programovaćı úloha 4 Napǐste program, který pro zadané uzly [xi, yi], i = 0, . . . , n,
vypoč́ıtá koeficienty př́ımky źıskané metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a kvadratickou
odchylku.
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6 Numerické derivováńı a integrováńı

Ćıl kapitoly

V této kapitole se budeme zabývat otázkou, jak vypoč́ıtat derivaci a integrál z funkce,
která je zadána pouze tabulkou bod̊u nebo pro kterou by byl analytický výpočet př́ılǐs
složitý.
Základńı myšlenkou je nahradit funkci interpolačńım polynomem, popř́ıpadě jinou aprox-
imaćı, a derivovat či integrovat aproximuj́ıćı funkci.

6.1 Numerické derivováńı

Jak již bylo řečeno v úvodu, budeme řešit problém, jak vypoč́ıtat hodnotu derivace
dané funkce v určitém bodě nikoli analyticky, ale pouze přibližně, a to pomoćı známých
funkčńıch hodnot v určitých bodech.
Můžeme k tomu použ́ıt interpolačńı polynom. Hodnotu derivace funkce nahrad́ıme hodno-
tou derivace interpolačńıho polynomu. Tedy, je-li Pn(x) interpolačńı polynom daný funkćı
f(x) a uzlovými body x0, x1, . . . , xn, polož́ıme

f ′(x)
.
= P ′

n(x).

Podobně pro derivace vyšš́ıch řád̊u (ovšem pouze do řádu n, pro vyšš́ı už ne) můžeme
položit

f (s)(x)
.
= P (s)(x).

Poznamenejme, že v uzlových bodech se hodnoty derivaćı funkce a interpolačńıho poly-
nomu nemusej́ı shodovat. Pro ilustraci může posloužit opět obrázek 5.4, na kterém je dobře
vidět, že zat́ımco funkčńı hodnoty v uzlových bodech jsou u funkce a interpolačńıho poly-
nomu stejné, směrnice tečen k těmto dvěma graf̊um (tj. hodnoty derivaćı) jsou v uzlových
bodech velmi odlǐsné.

6.1.1 Některé často použ́ıvané vzorce pro numerické derivováńı

Uvedeme zde některé jednodušš́ı, často už́ıvané vzorce pro prvńı a druhou derivaci v uzlových
bodech. V tomto textu se s nimi ještě setkáme v kapitolách věnovaných numerickému
řešeńı diferenciálńıch rovnic.

Jako posledńı je v každém vzorci uveden chybový člen, který při samotném výpočtu
zanedbáváme.
Č́ım vyšš́ı mocnina kroku h se v něm vyskytuje, t́ım je chyba menš́ı (a tedy vzorec lepš́ı),
nebot’ h bývá zpravidla malé č́ıslo, h¿ 1, a pro taková č́ısla plat́ı h > h2 > h3 > · · · .
Nejjednodušš́ı vzorec pro derivaci prvńıho řádu dostaneme zderivováńım interpolačńıho
polynomu prvńıho stupně daného uzly x0 a x1 = x0 + h.
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Má-li funkce f druhou derivaci na intervalu 〈x0, x1〉, pak existuj́ı body ξ0, ξ1 ∈ 〈x0, x1〉
tak, že plat́ı

f ′(x0) =
f(x1)− f(x0)

h
− h

2
f ′′(ξ0) (6.1)

f ′(x1) =
f(x1)− f(x0)

h
− h

2
f ′′(ξ1). (6.2)

Tyto vzorce lze též odvodit pomoćı Taylorova rozvoje funkce f.

Derivováńım interpolačńıho polynomu druhého stupně daného uzly x0 = x1 − h, x1 a
x2 = x1 + h dostaneme přesněǰśı vzorce pro prvńı derivaci v těchto uzlových bodech.
Má-li funkce f čtvrtou derivaci na intervalu 〈x0, x2〉, pak existuj́ı body ξ0, ξ1, ξ2 ∈ 〈x0, x2〉
takové, že

f ′(x0) =
−3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)

2h
+

h2

3
f ′′′(ξ0) (6.3)

f ′(x1) =
f(x2)− f(x0)

2h
−h2

6
f ′′′(ξ1) (6.4)

f ′(x2) =
f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)

2h
+

h2

3
f ′′′(ξ2) (6.5)

Pomoćı druhé derivace téhož interpolačńıho polynomu dostaneme vzorec pro druhou
derivaci funkce f v bodě x1.
Má-li funkce f pátou derivaci na intervalu 〈x0, x2〉, pak existuje bod ξ ∈ 〈x0, x2〉 takový,
že

f ′′(x1) =
f(x0)− 2f(x1) + f(x2)

h2
− h2

12
f (4)(ξ) (6.6)

Na obrázćıch 6.1 a 6.2 je zachycen geometrický význam vzorc̊u 6.2 a 6.4. Hodnota derivace
funkce f v bodě x1, tj. směrnice tečny ke grafu funkce v tomto bodě (tečna je na obrázćıch
nakreslena černě), je přibližně rovna směrnici sečny dané body x0 a x1, resp. x0 a x2 (tyto
sečny jsou na obrázćıch nakresleny šedě).

)

)

y=f(x)
1

0

f(x

f(x

h 10 xx

)

)

)

y=f(x)
2

1

0

f(x

f(x

f(x

hh 210 xxx

Obrázek 6.1: Ilustrace ke vzorci 6.2 Obrázek 6.2: Ilustrace ke vzorci 6.4
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Poznámka o zaokrouhlovaćı chybě při numerické derivováńı

Mohlo by se zdát, že zmenšováńım kroku h lze dosáhnout při numerickém derivováńı
libovolné přesnosti. Bohužel se však ukazuje, že při př́ılǐs malém h může velmi nar̊ust vliv
zaokrouhlovaćı chyby.
To je vidět už z nejjednodušš́ıho vzorce 6.2. Pro malé h může být f(x0)

.
= f(x1) a tedy

v čitateli zlomku odč́ıtáme dvě sobě velmi bĺızká č́ısla, výsledek pak nav́ıc opět děĺıme
malým č́ıslem. To jsou operace vzhledem k zaokrouhlovaćı chybě velmi riskantńı, viz
kapitolu o chybách.
Naopak, při velkém kroku h nelze očekávat velkou přesnost vzhledem k chybě metody.
Proto je potřeba volit kompromis, v́ıce o tom v [4].

V př́ıpadě funkćı, jejichž hodnoty byly źıskány např. experimentálně a jsou zat́ıženy
nezanedbatelnými chybami, se doporučuje nejprve tyto hodnoty metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u

”
vyrovnat” a potom teprve funkci derivovat.

6.2 Numerické integrováńı

Určeńı primitivńı funkce k dané funkci f(x) může být nesnadné, jak si čtenář jistě
vzpomene z prvńıho semestru matematiky, někdy je to zcela nemožné. V př́ıpadě, že
jsou hodnoty funkce f dány tabulkou, pojem primitivńı funkce úplně ztráćı smysl. Přesto
můžeme cht́ıt z takové funkce integrál vypoč́ıtat.

Zde se budeme zabývat výpočtem určitého integrálu

∫ b

a

f(x)dx. Jak si jistě všichni

vzpomenou, pomoćı tohoto integrálu se vypoč́ıtá obsah plochy pod grafem funkce f(x)
na intervalu 〈a, b〉, viz obrázek 6.3.

y

x

y=f(x)

ba

Obrázek 6.3: Připomenut́ı významu určitého integrálu

Numerický výpočet tohoto integrálu se nazývá numerická kvadratura. Jedna z možných
cest je nahrazeńı funkce f na intervalu 〈a, b〉 interpolačńım polynomem. Ten již se pak
zintegruje snadno.
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6.2.1 Newton-Cotesovy vzorce

Newton-Cotesovy kvadraturńı vzorce (kvadraturńı formule) obdrž́ıme integrováńım inter-
polačńıch polynomů s ekvidistantńımi uzly. Můžeme je rozdělit do dvou skupin:

- uzavřené vzorce, kde krajńı body intervalu bereme za uzly kvadratury

- otevřené vzorce, kde krajńı body nebereme za uzly kvadratury a uzly jsou položeny
symetricky podle středu intervalu.

Bĺıže se zde budeme zabývat uzavřenými formulemi, z otevřených se můžeme zmı́nit o
nejjednodušš́ı z nich, a tou je tzv. obdélńıková metoda.
Za jediný uzel interpolace bereme střed intervalu 〈a, b〉, vlastně funkci na tomto intervalu
nahrad́ıme konstantou f(a+b

2
) a integrál je pak přibližně roven obsahu obdélńıka, viz

obrázek 6.4.
∫ b

a

f(x)dx
.
= (b− a)f(

a+ b

2
). (6.7)

y=f(x)

(a+b)/2 ba

(x)1y=L

y=f(x)

ba

Obrázek 6.4: Obdélńıková metoda Obrázek 6.5: Lichoběžńıková metoda

Z uzavřených vzorc̊u je nejjednodušš́ı lichoběžńıková metoda (nebo též lichoběžńıkové
pravidlo).
Funkci f(x) nahrad́ıme na intervalu 〈a, b〉 lineárńım interpolačńım polynomem daným
uzly a, b (zde zapsaným v Lagrangeově tvaru):

L1(x) = f(a)
x− b

a− b
+ f(b)

x− a

b− a
.

Integraćı tohoto polynomu po použit́ı jednoduchých úprav dostaneme

∫ b

a

f(x)dx
.
=

∫ b

a

L1(x)dx =
b− a

2

(

f(a) + f(b)
)

. (6.8)

V tomto př́ıpadě nahrazujeme obsah podgrafu funkce f obsahem př́ıslušného lichoběžńıka,
viz obrázek 6.5, odtud název metody.
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Poznámka. Vzorec 6.8 můžeme dostat i použit́ım známého vztahu pro obsah lichoběžńıka
S = 1

2
(A+ C)v, kde A a C jsou délky podstav lichoběžńıka a v je jeho výška. Muśıme si

ovšem uvědomit, že v tomto př́ıpadě je lichoběžńık obrácen, jeho podstavy jsou svisle.

Na integraci interpolačńıho polynomu druhého stupně, za jehož uzly bereme a, b a střed
integračńıho intervalu, tj. a+b

2
, je založena tzv. Simpsonova metoda (viz obrázek 6.6):

∫ b

a

f(x)dx
.
=

b− a

6

(

f(a) + 4f(
a+ b

2
) + f(b)

)

. (6.9)

(x)2y=L

y=f(x)

(a+b)/2 ba

Obrázek 6.6: Simpsonova metoda

Podobně bychom mohli integrovat interpolačńı polynomy vyšš́ıch stupň̊u. Přibližná hod-
nota integrálu vždy vyjde jako součet určitých násobk̊u funkčńıch hodnot v uzlech. Obecně
je uzavřený Newton-Cotes̊uv vzorec tvaru

∫ b

a

f(x)dx
.
= (b− a)

n∑

i=0

Hif(xi), (6.10)

kde n je stupeň použitého interpolačńıho polynomu, Hi jsou tzv. Cotesovy koeficienty a
xi jsou uzly, pro něž plat́ı xi = a+ ih, i = 0, . . . , n, (h = b−a

n
je krok mezi uzly).

Přehled Cotesových koeficient̊u až do n = 8 lze nalézt např. v [?].

Chyba E Newton-Cotesových vzorc̊u se vypočte integraćı chyby interpolace 5.12,

E =
1

(n+ 1)!

∫ b

a

f (n+1)(ξ)(x− x0) · · · (x− xn)dx

Zjednodušeńı tohoto výrazu je dosti obt́ıžné, je ho potřeba provést zvlášt’ pro n sudé a
pro n liché. Podrobnosti lze nalézt v [4].
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Pro n sudé plat́ı

E =
f (n+2)(η)

(n+ 2)!

∫ b

a

x(x− x0) · · · (x− xn) dx, (6.11)

a pro n liché

E =
f (n+1)(η)

(n+ 1)!

∫ b

a

(x− x0) · · · (x− xn) dx, (6.12)

kde η ∈ [a, b]. Integrály v těchto vzorćıch lze pro konkrétńı n vypoč́ıtat (byt’ je to poněkud
pracné).

Např. chyba lichoběžńıkové metody pomoćı vzorce 6.12 vyjde

E = − 1

12
(b− a)3f ′′(η). (6.13)

V kapitole o interpolaci jsme ukázali, že interpolačńı polynomy vyšš́ıch stupň̊u mohou os-
cilovat a nemusej́ı dobře vystihnout chováńı interpolované funkce. Také výpočet Cotesových
koeficient̊u je pro velká n složitý. Proto se Newton-Cotesových vzorc̊u vysokých řád̊u už́ıvá
zř́ıdka.

6.2.2 Složené kvadraturńı vzorce

Již z obrázk̊u je vidět, že chyba integrace pomoćı uvedených Newton-Cotesových vzorc̊u
ńızkých řád̊u může být značná. Proto je lepš́ı interval 〈a, b〉 rozdělit na větš́ı počet stejných
d́ılk̊u a na každém z nich použ́ıt vybraný jednoduchý kvadraturńı vzorec.

hh

y=f(x)

.....
21 xx mb=x0a=x

Obrázek 6.7: Složené lichoběžńıkové pravidlo
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Rozebereme si nyńı podrobněji složené lichoběžńıkové pravidlo.
Interval 〈a, b〉 rozděĺıme na m subinterval̊u délky h = b−a

m
- viz obrázek 6.7. Na každém

subintervalu použijeme jednoduché lichoběžńıkové pravidlo. Plat́ı
∫ b

a

f(x) dx =

∫ x1

x0

f(x) dx+

∫ x2

x1

f(x) dx+ · · ·+
∫ xm

xm−1

f(x) dx
.
=

.
=

h

2

(

f(x0) + f(x1)
)

+
h

2

(

f(x1) + f(x2)
)

+ · · ·+ h

2

(

f(xm−1) + f(xm)
)

Celkem tedy
∫ b

a

f(x) dx
.
= h

(1

2
f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xm−1) +

1

2
f(xm)

)

= Lm (6.14)

Je zřejmé, že č́ım jemněji interval 〈a, b〉 naděĺıme, t́ım přesněǰśı bude výsledek.

Chyba integrace na každém d́ılč́ım intervalu 〈xi−1, xi〉 je podle 6.13 Ei = − 1
12

h3f ′′(ηi).
Celková chyba je tedy

E = −h3

12

(

f ′′(η1) + f ′′(η2) + · · ·+ f ′′(ηm)
)

.

Je-li funkce f ′′ na intervalu [a, b] spojitá, existuje bod η ∈ 〈a, b〉 tak, že plat́ı

f ′′(η1) + f ′′(η2) + · · ·+ f ′′(ηm) = mf ′′(η)

Dohromady dostaneme pro chybu složeného lichoběžńıkového pravidla

E = −h3

12
mf ′′(η) = −(b− a)3

12m3
mf ′′(η) = −(b− a)3

12m2
f ′′(η). (6.15)

Podobně jako u chyby interpolace, je prakticky nemožné určit bod η. Lze-li nalézt M2 =
maxt∈〈a,b〉 |f ′′(t)|, můžeme chybu alespoň shora odhadnout. Plat́ı totiž

|E| ≤ (b− a)3

12m2
M2 (6.16)

Tento odhad lze použ́ıt též pro určeńı vhodného počtu děleńı m, chceme-li, aby chyba
integrace nepřesáhla nějaké zadané ε.

Sṕı̌se než odhad chyby se ovšem pro dosažeńı žádané přesnosti ε použ́ıvá jiný postup.
Můžeme konstruovat posloupnost L1, L2, L4, . . . Jej́ı výpočet je velmi úsporný, protože
všechny funkčńı hodnoty použité v nějakém Lm se použij́ı i při výpočtu L2m. Plat́ı

L2m =
1

2
Lm +

b− a

2m

(

f(x1) + f(x3) + · · ·+ f(x2m−1)
)

,

kde v závorce je pouze součet funkčńıch hodnot v nových děĺıćıch bodech, které p̊uvodńı
děleńı zjemňuj́ı.
Výpočet zastav́ıme, jakmile je splněna podmı́nka |L2m − Lm| < ε.
(Splněńım této podmı́nky ale neńı zaručeno, že se L2m od přesné hodnoty integrálu lǐśı o
méně než ε.)
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Zcela analogicky jako složené lichoběžńıkové pravidlo můžeme odvodit složené Simp-
sonovo pravidlo.
Interval 〈a, b〉 rozděĺıme na sudý počet m d́ılk̊u délky h = b−a

m
a postupně na dvojićıch

sousedńıch d́ılk̊u použijeme jednoduché Simpsonovo pravidlo.
Po úpravě dostaneme

∫ b

a

f(x) dx
.
= (6.17)

.
=

h

3

(

f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + · · ·+ 2f(xm−2) + 4f(xm−1) + f(xm)
)

= Sm

Pro odhad chyby E se použije vzorec 6.11 a podobné úvahy jako při odvozováńı chyby
složeného lichoběžńıkového pravidla. Vyjde

E = −(b− a)5

180m4
f (4)(η), η ∈ 〈a, b〉 (6.18)

a pro horńı odhad chyby

|E| ≤ (b− a)5

180m4
max
x∈〈a,b〉

|f (4)(x)|. (6.19)

Př́ıklad 6.1 Vypočtěte přiblǐznou hodnotu integrálu

∫ 2

0

e−x
2

dx pomoćı složeného lichoběžńıkového

pravidla pro m = 4. Odhadněte, jaké chyby se při tomto výpočtu nanejvýš m̊užeme do-
pustit.

Řešeńı: Dosad́ıme do vzorce 6.14. Délka kroku h je v tomto př́ıpadě 2−0
4

= 0, 5. Přibližná
hodnota integrálu je tedy

L4 = 0, 5 ·
(1

2
f(0) + f(0, 5) + f(1) + f(1, 5) +

1

2
f(2)

)

=

= 0, 5 ·
(1

2
e0 + e−0,25 + e−1 + e−2,25 +

1

2
e−4
)

.
= 0, 8806

Odhad chyby dostaneme pomoćı vzorce 6.16.
Muśıme vypoč́ıtat druhou derivaci funkce f(x) = e−x

2
. Ta vyjde f ′′(x) = e−x

2
(4x2 − 2).

Nyńı najdeme maximum jej́ı absolutńı hodnoty na intervalu 〈0, 2〉 . Využit́ım poznatk̊u
z prvńıho semestru matematiky zjist́ıme, že funkce f ′′(x) nabývá lokálńıho minima v

bodě x = 0 a lokálńıho maxima v bodech x = ±
√
6
2
. Nás však zaj́ımá maximum absolutńı

hodnoty na intervalu 〈0, 2〉 . Vypočteme hodnoty f ′′ ve všech
”
podezřelých” bodech:

f ′′(0) = −2 f ′′(

√
6

2
)

.
= 0, 89 f ′′(2)

.
= 0, 26

V absolutńı hodnotě je z těchto č́ısel největš́ı −2, tedy M2 = | − 2| = 2.

Celkem je tedy absolutńı hodnota chyby nanejvýš rovna (2−0)3
12·42 · 2 = 1

12
= 0, 0833
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Př́ıklad 6.2 Zjistěte, jakou délku kroku je třeba zvolit při výpočtu integrálu

∫ 2

0

e−x
2

dx

(téhož jako v př́ıkladu 6.1) pomoćı složeného lichoběžńıkového pravidla, chceme-li, aby
chyba integrace nebyla věťśı než 0, 001.

Řešeńı: Přehledněǰśı je naj́ıt nejprve vhodný počet děleńı m, z něj již délku kroku urč́ıme
snadno.

Vı́me, že pro chybu E plat́ı |E| ≤ (b− a)3

12m2
M2. V př́ıkladu 6.1 jsme zjistili, že M2 = 2.

Najdeme-li m tak, aby výraz na pravé straně předchoźı nerovnosti byl menš́ı než 0, 001,
bude zaručeno, že i chyba E bude dostatečně malá. Má tedy platit

(2− 0)3

12m2
· 2 ≤ 0, 001

Odtud snadno dostaneme, že

m2 ≥ 8 · 2
12 · 0, 001

m ≥ 36, 51

Zvoĺıme-li tedy m = 37 (nebo jakékoli větš́ı), je zaručeno, že chyba bude menš́ı než 0,001.
Hledaná délka kroku může být tedy 2

37
.

Poznamenejme, že takto źıskaný počet děleńı m může být zbytečně velký. V tomto
př́ıkladu by ve skutečnosti pro dosažeńı zadané přesnosti stačilo už m = 5 - to ale bez
znalosti přesné hodnoty integrálu nejsme schopni rozeznat. S počtem děleńı źıskaným
právě předvedeným postupem máme sice možná v́ıce práce, ale zato jistotu, že výsledek
bude dost přesný.

Poznámka. Kromě Newton-Cotesových kvadraturńıch vzorc̊u existuje i mnoho daľśıch.
Důležité jsou např. Gaussovy kvadraturńı formule. V nich se přibližná hodnota integrálu
opět poč́ıtá jako lineárńı kombinace funkčńıch hodnot,

∫ b

a

f(x) dx
.
=

n∑

i=0

Hif(xi).

KoeficientyHi ∈ R a uzly xi ∈ 〈a, b〉 jsou určeny tak, aby vzorec byl přesný pro integrováńı
polynomů do stupně 2n+ 1 včetně.

Poznámka. Numerický výpočet neurčitého integrálu
∫
f(x) dx spoč́ıvá v nalezeńı

funkce y(x) =
∫ x

x0
f(t) dt.

Tato úloha je ekvivalentńı s nalezeńım řešeńı Cauchyovy počátečńı úlohy

y′ = f(x), y(x0) = 0.

Metodám numerického řešeńı takovýchto úloh bude věnována kapitola 8.
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Shrnut́ı pojmů

Derivaci funkce v určitém bodě můžeme přibližně vypoč́ıtat jako hodnotu derivace inter-
polačńıho polynomu v tomtéž bodě. Nejčastěji se k tomuto účelu použ́ıvaj́ı interpolačńı
polynomy ńızkých stupň̊u. Použijeme-li lineárńı polynom, dostaneme pro výpočet prvńı
derivace vzorce 6.1 a 6.2, při použit́ı kvadratického polynomu vyjdou přesněǰśı vzorce
6.3–6.5.
Pro přibližný výpočet druhé derivace můžeme použ́ıt druhou derivaci interpolačńıho poly-
nomu, v př́ıpadě kvadratického vyjde formule 6.6.
U numerického integrováńı můžeme postupovat obdobně. Integrovanou funkci nahrad́ıme
interpolačńım polynomem, a ten pak zintegrujeme. T́ım dostáváme tzv. Newton-Cotesovy
kvadraturńı vzorce. Přibližná hodnota integrálu je vyjádřena jako lineárńı kombinace
funkčńıch hodnot integrované funkce v uzlových bodech. Nejčastěji se k tomu účelu
použ́ıvá interpolačńı polynom prvńıho stupně - lichoběžńıková metoda - nebo druhého
stupně - Simpsonova metoda.
Protože pro interval velké délky by takto źıskané výsledky byly velmi nepřesné, v praxi
se použ́ıvaj́ı složené kvadraturńı vzorce. Ty źıskáme tak, že interval rozděĺıme na velký
počet malých d́ılk̊u stejné délky a na každém d́ılku (u lichoběžńıkové metody), resp. na
každé dvojici d́ılk̊u (u Simpsonovy metody), aplikujeme jednoduchý kvadraturńı vzorec.
Chybu u numerické integrace lze někdy vypoč́ıtat pomoćı vzorc̊u 6.16 nebo 6.19, často je
však takovýto výpočet př́ılǐs obt́ıžný. Proto se v praxi použ́ıvá sṕı̌se postup, při kterém
postupně zdvojnásobujeme počet d́ılk̊u, na který děĺıme interval, a zastav́ıme se, až jsou
si výsledky źıskané s nějakým počtem d́ılk̊u m a jeho dvojnásobkem 2m dostatečně bĺızké.

6.3 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.

Otázka 6.1 Je-li Pn interpolačńı polynom daný uzly [xi, fi], i = 0, . . . , n, pak v uzlových
bodech plat́ı f ′(xi) = P ′

n(xi).

Otázka 6.2 Přiblǐznou hodnotu derivace funkce f v bodě a m̊užeme určit např. pomoćı
funkčńıch hodnot f v bodech a+ 0,1 a a− 0,1.

Otázka 6.3 Čı́m menš́ı krok h zvoĺıme při výpočtu přiblǐzné hodnoty derivace pomoćı
vzorce f ′(x0)

.
= f(x0+h)−f(x0)

h
, t́ım menš́ı se dopust́ıme chyby.

Otázka 6.4 Pro výpočet integrálu
∫ b

a
f(x)dx pomoćı lichoběžńıkového pravidla muśıme

nalézt primitivńı funkci k funkci f.

Otázka 6.5 Složené Simpsonovo pravidlo je obvykle přesněǰśı než složené lichoběžńıkové
pravidlo (při stejném počtu děleńı intervalu).

Otázka 6.6 Použijeme-li pro výpočet integrálu
∫ b

a
x2dx Simpsonovo pravidlo, dostaneme

přesnou hodnotu tohoto integrálu.
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Otázka 6.7 Je-li integrovaná funkce f na intervalu 〈a, b〉 konvexńı (nad tečnou), pak
přiblǐzná hodnota integrálu

∫ b

a
f(x)dx źıskaná lichoběžńıkovou metodou je vždy věťśı než

přesná hodnota tohoto integrálu.

Př́ıklad 6.1 Vypočtěte přiblǐzné hodnoty derivace funkce G ve všech uzlových bodech

a) pomoćı vzorce s chybou řádu h (tj. 6.1 nebo 6.2)

b) pomoćı vzorc̊u s chybou řádu h2 (tj. 6.4 ve vnitřńıch uzlech a 6.3, resp. 6.5, v krajńıch
uzlech)

x 1 1,1 1,2 1,3
G(x) 0,8427 0,8802 0,9103 0,9340
Porovnejte vypočtené hodnoty s přesnými hodnotami derivace, v́ıme-li, že
G(x) = 2√

π

∫ x

0
e−t

2
dt.

Př́ıklad 6.2 Pomoćı výsledku př́ıkladu 2 z kapitoly o aproximaci (interpolačńı polynom
pro funkci f s uzly x1 − h, x1, x1 + h) odvod’te vzorce pro numerické derivováńı 6.3–6.6.

Př́ıklad 6.3 Pomoćı výsledku př́ıkladu 2 z kapitoly o aproximaci (interpolačńı polynom
pro funkci f s uzly x1 − h, x1, x1 + h) odvod’te Simpsonovo pravidlo pro výpočet určitého
integrálu.

Př́ıklad 6.4 Integrál
∫ π/2

0
sinx dx vypočtěte přiblǐzně (jednoduchou) a)lichoběžńıkovou,

b)Simpsonovou metodou. Porovnejte s přesnou hodnotou integrálu.

Př́ıklad 6.5 Integrál
∫ 2

1
sinx
x

dx vypočtěte přiblǐzně složeným lichoběžńıkovým pravidlem
pro a) m = 4 b) m = 8. Při výpočtu b) využijte výsledek a).

Př́ıklad 6.6 Vypočtěte přiblǐzně G(1, 2), je-li G(x) = 2√
π

∫ x

0
e−t

2
dt. Použijte složené Simp-

sonovo pravidlo pro m = 6.

Př́ıklad 6.7 Integrál
∫ 1

−1
1

1+x2
dx vypočtěte přiblǐzně složeným a) lichoběžńıkovým, b) Simp-

sonovým pravidlem pro m = 4. Výsledky porovnejte s přesnou hodnotou integrálu.

Př́ıklad 6.8 Vypočtěte přiblǐzně
∫ 1

0
f(x) dx, známe-li tyto hodnoty funkce f :

x 0 0,25 0,5 0,75 1
f(x) 1 0,57 -0,30 -0,07 1,28
Použijte tu z probraných metod, od ńı̌z lze očekávat nejvyšš́ı přesnost.

Př́ıklad 6.9 Určete maximálńı možnou chybu při výpočtu integrálu
∫ 1

0

√
1 + x2 dx složeným

lichoběžńıkovým pravidlem s h = 0, 25.

Př́ıklad 6.10 Vypočtěte, na kolik d́ılk̊u je potřeba rozdělit interval, aby chyba při výpočtu

integrálu
∫ π/2

π/4
ln(sinx) dx složeným Simpsonovým pravidlem nepřesáhla 10−4.

Př́ıklad 6.11 Z jednoduchého Simpsonova pravidla odvod’te složené Simpsonovo pravidlo.

Př́ıklad 6.12 Ukažte, že S2m = 1
3
(4L2m − Lm).

Odpovědi na otázky a řešeńı př́ıklad̊u viz 9.6
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Programovaćı úlohy

Programovaćı úloha 1 Napǐste program, který vypočte integrál ze zadané funkce f
v zadaných meźıch a, b pomoćı složeného

a) lichoběžńıkového

b) Simpsonova

pravidla se zadaným počtem děleńı m.

Programovaćı úloha 2 Napǐste program, který vypočte integrál ze zadané funkce f
v zadaných meźıch a, b pomoćı složeného lichoběžńıkového pravidla se zadanou
přesnost́ı ε. Poč́ıtejte L1, L2, L4, L8, . . . , dokud nebude přesnost dosažena.
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7 Nepodmı́něná optimalizace

Ćıl kapitoly

Tato kapitola se zabývá některými numerickými metodami pro nalezeńı extrému funkce
(maximum, minimum) jedné i v́ıce proměnných. Této proceduře se obvykle ř́ıká optimal-
izace. Pokud množina, na které extrém hledáme, neńı omezena žádnými vazbami, mluv́ıme
o nepodmı́něné optimalizaci.
Optimalizace má úzký vztah k metodám řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Pokud chceme
naj́ıt přibližně kořen soustavy nelineárńıch rovnic 4.13, můžeme mı́sto toho hledat mini-
mum funkce

ϕ(x1, x2, . . . , xn) = f 21 (x1, x2, . . . , xn) + . . .+ f 2n(x1, x2, . . . , xn)

a přibližné minimum potom zpřesnit rychle, avšak pouze lokálně konvergentńı Newtonovou
metodou. Naopak za předpokladu, že funkce f(x1, x2, . . . , xn)) má parciálńı derivace podle
všech svých proměnných, je bod, ve kterém nastává extrém, nutně stacionárńım bodem
a lze ho hledat jako řešeńı soustavy rovnic

∂f(x1, x2, . . . , xn)

∂x1
= 0

∂f(x1, x2, . . . , xn)

∂x2
= 0

... (7.1)

∂f(x1, x2, . . . , xn)

∂xn
= 0

V daľśım se budeme zabývat pouze hledáńım minima funkce (minimalizaćı). Bod, ve
kterém funkce nabývá svého minima, budeme značit x∗. Pokud bychom potřebovali naj́ıt
maximum funkce f(x), stač́ı hledat bod minima x∗ funkce −f(x) a maximum spoč́ıtat
jako f(x∗).

7.1 Jednorozměrné algoritmy

Začneme funkćı jedné proměnné. Pro praktické úlohy maj́ı ovšem zásadńı d̊uležitost
úlohy s (velmi) mnoha proměnnými. Řada metod (jak uvid́ıme) ovšem převád́ı řešeńı
v́ıcerozměrné úlohy na iteračńı řešeńı jednorozměrné úlohy. Nejdř́ıve budeme hledat in-
terval, na kterém má funkce jediné minimum.
Po funkci f budeme požadovat, aby byla unimodálńı na intervalu [a, b]. Tato podmı́nka
zaručuje existenci jediného (globálńıho) minima v x∗ ∈ [a, b]. Můžeme ji vyslovit bez
jakéhokoliv předpokladu o hladkosti nebo dokonce spojitosti funkce, stač́ı pouze, aby
byla definovaná v každém bodě intervalu [a, b]:

Funkce f je unimodálńı na intervalu I = [a, b], resp. I = (−∞,∞), právě když existuje
jediné x∗ tak, že pro libovolnou dvojici č́ısel c, d ∈ I, c < d, plat́ı

c < d ≤ x∗ ⇒ f(c) > f(d); d > c ≥ x∗ ⇒ f(c) < f(d).
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To znamená, že f je ostře klesaj́ıćı nalevo od x∗ a napravo od x∗ je naopak ostře rostoućı.

Existence jediného (globálńıho) minima neńı ovšem s unimodálnost́ı ekvivalentńı. Pokud
[c, d] ⊂ [a, b] a f je unimodálńı na [a, b], potom f je na [c, d] unimodálńı, právě když
obsahuje bod minima x∗ ∈ [c, d].
Z definice unimodálńı funkce plyne, že pokud najdu trojici r̊uzných bod̊u, na kterých
se funkce nechová ostře monotonně, muśı nutně mezi těmito body ležet bod minima x∗.
Pro unimodálńı funkce na celé č́ıselné ose bude proto fungovat následuj́ıćı algoritmus pro
hledáńı počátečńıho intervalu obsahuj́ıćıho bod minima, na tomto intervalu je tedy f opět
unimodálńı.

 

 
 

[a,f(a)] 

[c,f(c)] 

[b,f(b)] 

f(a) < f(c) < f(b) 

f(a) > f(c) > f(b) 

[a,f(a)] 

[c,f(c)] 

[b,f(b)] 

[a,f(a)] 

f(a) ≥ f(c) ≤ f(b) 

[c,f(c)] 

[b,f(b)] 

  STOP 

Obrázek 7.1: Hledáńı intervalu, kde f(x) je unimodálńı

Vyjdeme z libovolného bodu x0. Nastav́ıme krok h a akceleraci ac ≥ 1. Spočteme funkčńı
hodnoty v bodech c = x0, a = x0 − h, b = x0 + h a jejich porovnáńım zjist́ıme, zda mezi
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nimi lež́ı minimum. Pokud ano, proceduru ukonč́ıme, v opačném př́ıpadě se posuneme o
h=ac*h ve směru klesáńı funkčńıch hodnot a proceduru zopakujeme:

c l a s s I n t e r v a l
{

pub l i c double a , b ;
pub l i c I n t e r v a l ( double a , double b)
{

t h i s . a=a ; t h i s . b=b ;
}

}

double f ( double x )
{

re turn x∗x−x+1;
}

I n t e r v a l MinInterva l ( f l o a t x0 , f l o a t h , f l o a t ac )
{

double a , c , b , fa , fc , fb ;
a = x0−h ; c = x0 ; b = x0+h ;
f c = f ( c ) ; f a = f ( a ) ; fb = f (b ) ;
whi l e ( ! ( fa>=f c && fc<=fb ) )
{

h ∗= ac ;
i f ( f a < f c && f c < fb )
{

b = c ; fb = f c ;
c = a ; f c = fa ;
a −= h ; fa = f ( a ) ;

}
e l s e
i f ( f a > f c && f c > fb )
{

a = c ; f a = f c ;
c = b ; f c = fb ;
b += h ; fb = f (b ) ;

}
}
re turn new In t e r v a l ( a , b ) ;

}

7.1.1 Metody intervalové redukce

Nyńı poṕı̌seme několik metod intervalové redukce, které maj́ı bĺızký vztah k metodě p̊uleńı
intervalu pro nalezeńı kořene nelineárńı rovnice. Vlastnost

”
f je unimodálńı na intervalu

[a, b]” je přitom analogíı vlastnosti
”
f(a)f(b) < 0”.

Předpokládejme, že f je unimodálńı na intervalu [a, b]. Potom lze porovnáńım funkčńıch
hodnot ve dvou r̊uzných vnitřńıch bodech c, d ∈ [a, b] zjistit interval redukované délky, na
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kterém je f opět unimodálńı. Necht’ je např. c < d, potom 1

f(c) ≤ f(d) ⇒ x∗ ∈ [a, d],

f(c) > f(d) ⇒ x∗ ∈ [c, b].

 

 
 
 
 

[c,f(c)] 

[d,f(d)] 
[c,f(c)] 

[d,f(d)] 

a b a b 

Obrázek 7.2: Redukce intervalu

Délka nového intervalu nepřevýš́ı max{d−a, b−c}. Dále se budeme zabývat symetrickým
př́ıpadem, kdy je d− a = b− c = t(b− a). Odtud plyne

c = b− t(b− a) = a+ (1− t)(b− a), (7.2)

d = a+ t(b− a).

Podmı́nky c < d, c, d lež́ı uvnitř [a, b] implikuj́ı 0.5 < t < 1.
Zvoĺıme-li např́ıklad hodnotu t velmi bĺızko hodnotě 0,5, dostaneme metodu redukuj́ıćı
délku intervalu téměř na polovinu za cenu výpočtu dvou funkčńıch hodnot v každém
kroku. Existuje však dokonaleǰśı analogie metody p̊uleńı intervalu:

Metoda p̊uleńı intervalu

1Necht’ je např. f(c) ≤ f(d). Pokud by bylo d < x∗, muselo by podle definice unimodálnosti být
f(c) > f(d), což by byl spor s předpokladem.
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V této metodě rozděĺıme p̊uvodńı interval [a, b] na čtyři stejné d́ıly

a < c1 < c < c2 < b (7.3)

c = (b− a)/2, c1 = (c− a)/2, c2 = (b− c)/2.

Výběr redukovaného intervalu se ř́ıd́ı pravidly

f(c1) < f(c) ⇒ x∗ ∈ [a, c]

f(c2) > fc() ⇒ x∗ ∈ [c, b]

f(c1) ≥ f(c) ≤ f(c2) ⇒ x∗ ∈ [c1, c2]

Nový interval má přesně polovičńı délku (odtud název metody) a nav́ıc neńı potřeba znovu
poč́ıtat hodnotu funkce v novém středu intervalu (bod c). Každý krok nás stoj́ı výpočet
dvou funkčńıch hodnot.

I n t e r v a l MinBisect ion ( I n t e r v a l I , double t o l )
{

double a , b , c , c1 , c2 , h , fc , fc1 , f c 2 ;
a = I . a ; b = I . b¨ ; h = (b−a ) / 4 ;
c = a + 2∗h ; c1 = a + h ; c2 = b − h ;
f c = f ( c ) ; f c 1 = f ( c1 ) ; f c 2 = f ( c2 ) ;
whi l e (b−a>t o l )
{

h /= 2 ;
i f ( fc1<f c )
{

b=c ; c=c1 ; f c=f c1 ;
}
e l s e
i f ( fc2>f c )
{

a=c1 ; b=c2 ;
}
e l s e
{

a=c ; c=c2 ; f c=f c2 ;
}
c1=a+h ; f c 1=f ( c1 ) ;
c2=b−h ; f c 2=f ( c2 ) ;

}
re turn new In t e r v a l ( a , b ) ;

}

Metoda zlatého řezu

Pokusme se určit t ve vztaźıch 7.2, abychom mohli, podobně jako v metodě p̊uleńı in-
tervalu, znovu použ́ıt funkčńı hodnotu z předchoźıho kroku. Pokud bude t <

√
0.5 =

0.707106 . . ., źıskáme tak efektivněǰśı metodu. Plat́ı

d− c = a+ t(b− a)− [a+ (1− t)(b− a)] = (2t− 1)(b− a).



Numerické metody 94

Pokud chci znovu použ́ıt bod c, muśı platit

d− c = t2(b− a) nebo d− c = t(1− t)(b− a).

Prvńı možnost vede na kvadratickou rovnici

t2 − 2t+ 1 = 0,

jej́ıž řešeńı t = 0.5 nevyhovuje podmı́nkám. Druhá možnost odpov́ıdá rovnici

t2 + t− 1 = 0, (7.4)

jej́ıž řešeńı

τ =
−1 +

√
5

2
= 0.618033988749 . . . , (7.5)

nazývaj́ıćı se poměr zlatého řezu, dává této metodě název.

I n t e r v a l MinGoldenSection ( I n t e r v a l I , double t o l )
{

const double t = 0.61803398874989484820458683436564;
double a , b , c , d , fc , fd ;
a = I . a ; b = I . b ;
c = a + (1− t )∗ ( b−a ) ;
d = a + t ∗(b−a ) ;
f c = f ( c ) ; fd = f (d ) ;
whi l e (b−a>t o l )
{

i f ( fc<=fd )
{

b=d ;
d=c ; fd=f c ;
c = a + (1− t )∗ ( b−a ) ; f c = f ( c ) ;

}
e l s e
{

a=c ;
c=d ; f c=fd ;
d = a + t ∗(b−a ) ; fd = f (d ) ;

}
}
re turn new In t e r v a l ( a , b ) ;

}

Fibonacciova metoda

Je-li dopředu znám počet krok̊u, je o něco efektivněǰśı tzv. Fibonacciova metoda. Fibonac-
ciova č́ısla jsou definována rekurentńım vztahem

F0 = 1, F1 = 1; Fn = Fn−1 + Fn−2. (7.6)
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Začátek posloupnosti vypadá takto

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 . . .

Označme

tn =
Fn

Fn+1

, n = 1, 2, . . . .

Budeme tedy pracovat s posloupnost́ı

1

2
,
2

3
,
3

5
,
5

8
,
8

13
,
13

21
,
21

34
,
34

55
,
55

89
. . .

Pro poč́ıtáńı prvńıch N poměr̊u Fibonacciových č́ısel můžeme použ́ıt následuj́ıćı tř́ıdu,
která si uchovává Fibonacciova č́ısla v členské proměnné F typu pole. Rekurentńı vztah
7.6 lze rovněž vyřešit. Funkce generuj́ıćı Fibonacciova č́ısla vypadá takto

Fn =
5 +
√
5

10

(

1 +
√
5

2

)n

+
5−
√
5

10

(

1−
√
5

2

)n

c l a s s Fibonacc i
{

pub l i c long [ ] F ;
i n t N;
const double c1 =0.27639320225002103035908263312687;
const double c2=1−c1 ;
const double r1 =−0.61803398874989484820458683436564;
const double r2=1−r1 ;

pub l i c double FN( i n t i )
{

re turn c1∗Math .Pow( r1 , i )+c2∗Math .Pow( r2 , i ) ;
}

pub l i c Fibonacc i ( i n t N)
{

t h i s .N = N;
F=new long [N+1] ;
F[ 0 ]=1 ;
F[ 1 ]=2 ;
f o r ( i n t i =2; i<=N; i++)

F [ i ]=F [ i−1]+F [ i −2] ;
}

pub l i c double ta ( i n t k )
{

re turn ( double ) (F [ k ] ) /F [ k+1] ;
}

pub l i c double t ( i n t k )
{
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re turn FN(k )/FN(k+1);
}

}

Plat́ı

tn−1tn =
Fn−1
Fn

Fn

Fn+1

=
Fn−1
Fn+1

=
Fn+1 − Fn

Fn+1

= 1− tn. (7.7)

Necht’ n je známý počet krok̊u. Spoč́ıtáme t = tn a uděláme krok intervalové redukce 7.2.
V daľśım kroku zvoĺıme t = tn−1 a obecně v k-tém kroku zvoĺıme t = tn−k, posledńı krok
provedeme s hodnotou t = t1 =

1
2
. Ze vztahu 7.7 plyne, že v k-tém kroku můžeme použ́ıt

již dř́ıve vypočtenou hodnotu z kroku k − 1. Jeden krok metody nás stoj́ı výpočet jedné
funkčńı hodnoty, jako u metody zlatého řezu. Posledńı krok vyžaduje speciálńı ošetřeńı,
protože body c a d splynou. Vezmeme bod c + ε, kde ε je dostatečně malé, aby př́ılǐs
nezměnilo kvalitu posledńı redukce (t1 =

1
2
) a současně ještě tak velké, aby šlo spolehlivě

rozlǐsit mezi f(c) a f(c+ ε).

I n t e r v a l MinFibonacci ( I n t e r v a l I , i n t n)
{

const double e p s i l o n=1E−10;
double t=Fibonacc i . t (n ) ;
double a , b , c , d , fc , fd ;
a = I . a ; b = I . b ;
c = a + (1− t )∗ ( b−a ) ;
d = a + t ∗(b−a ) ;
f c = f ( c ) ; fd = f (d ) ;
f o r ( i n t k=1;k<n ; k++)
{

t = Fibonacc i . t (n−k ) ;
i f ( fc<=fd )
{

b=d ;
d=c ; fd=f c ;
c = a + (1− t )∗ ( b−a ) ; f c = f ( c ) ;

}
e l s e
{

a=c ;
c=d ; f c=fd ;
d = a + t ∗(b−a ) ; fd = f (d ) ;

}
}
d=c+ep s i l o n ;
fd=f (d ) ;
i f ( fc<=fd )

b=d ;
e l s e

a=c ;
re turn new In t e r v a l ( a , b ) ;

}
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Ze vztahu 7.7 plyne

tntn+1 = 1− tn+1 ⇒ tn+1 =
1

1+tn
,

tn+2 =
1

1+tn+1
= 1+tn
2+tn

, (7.8)

tn+2 − tn = 1+tn
2+tn
− 1+tn−2
2+tn−2

= tn−tn−2
(2+tn)(2+tn−2)

, (2 + tn)(2 + tn−2) > 0. (7.9)

Protože je

t3 − t1 =
3

5
− 1

2
=

1

10
> 0,

t4 − t2 =
5

8
− 2

3
= − 1

24
< 0,

plyne z 7.9 indukćı

t2n−1 < t2n+1, (7.10)

t2n > t2n+2. (7.11)

Protože je zřejmě posloupnost tn ohraničená,

0 < tn < 1,

existuj́ı konečné limity

lim
n→∞

t2n−1 = τ1, lim
n→∞

t2n = τ2.

Limitńım přechodem v 7.8 dostaneme

τi =
1 + τi
2 + τi

⇔ τ 2i + τi − 1 = 0.

Obě dvě limity proto splývaj́ı s kladným kořenem kvadratické rovnice 7.4, a tud́ıž

lim
n→∞

tn = τ =
−1 +

√
5

2
= 0.618033988749 . . .

Pro velká n je tedy krok Fibonacciovy metody prakticky shodný s metodou zlatého řezu.
Celková redukce délky intervalu je po n kroćıch podle 7.7

t1t2 . . . tn =

{
(1− t2)(1− t4) . . . (1− tn) pro n sudé,
(1− t2)(1− t4) . . . (1− tn−1)tn pro n liché.

Z 7.10 plyne

t2n > τ ⇒ 1− t2n < 1− τ = τ 2,

t2n−1 < τ.

V každém př́ıpadě je výsledný interval, který obdrž́ıme Fibonacciovou metodou, o něco
kratš́ı, než ten který poskytne metoda zlatého řezu:

t1t2 . . . tn =
1

Fn+1

< τn.
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Následuj́ıćı tabulka porovnává efektivitu metody zlatého řezu s Fibonacciovou metodou.
Rozd́ıl je sice znatelný, ale z hlediska rychlosti konvergence bezvýznamný. Vyjdeme-li z
intervalu délky jedna, budeme potřebovat pro dosažeńı délky < 0, 01 u obou metod 10
krok̊u:

n t1t2 . . . tn τn t1t2 . . . tn/τ
n

1 0,5 0,618033988749895 0,809016994374947
2 0,333333333333333 0,381966011250105 0,872677996249965
3 0,2 0,23606797749979 0,847213595499958
4 0,125 0,145898033750316 0,85676274578121
5 0,0769230769230769 0,0901699437494743 0,853089995673036
6 0,0476190476190476 0,0557280900008412 0,854489138571388
7 0,0294117647058823 0,034441853748633 0,853954172169077
8 0,0181818181818182 0,0212862362522082 0,854158432068141
9 0,0112359550561798 0,0131556174964248 0,854080400196588
10 0,00694444444444444 0,00813061875578336 0,854110204036417
15 0,000626174076393237 0,000733137435857406 0,854101899272031
20 5,64620857094461E-05 6,61069613518961E-05 0,854101966794252

7.1.2 Metody interpolace

Tyto metody nemuśı vždy konvergovat. Budeme podobně jako např. u metody sečen
potřebovat dobrou počátečńı aproximaci minima.

Metoda kvadratické (parabolické) interpolace Jedná se vlastně o analogii metody
sečen pro optimalizačńı úlohu. V okoĺı bodu xk nahrad́ıme zadanou funkci kvadratickým
interpolačńım polynomem P (polynom prvńıho stupně nemá minimum) a novou hodnotu
xk+1 źıskáme jako bod minima polynomu P .

Bude se nám proto hodit obecný vzorec pro minimum kvadratického interpolačńıho poly-
nomu. Uvažujme proto následuj́ıćı interpolačńı úlohu:

i 0 1 2

xi a b c
yi f(a) f(b) f(c)

Interpolačńı polynom můžeme psát ve tvaru

P = f(b) + c1(x− b) + c2(x− b)2.

Podmı́nky interpolace

P (b) = f(b),

P (a) = f(b) + c1(a− b) + c2(a− b)2 = f(a),

P (c) = f(b) + c1(c− b) + c2(c− b)2 = f(c),
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generuj́ı soustavu dvou lineárńıch rovnic:

[
a− b (a− b)2 f(a)− f(b)
c− b (c− b)2 f(c)− f(b)

]

Bod minima x∗ je dán vztahem

dP

dx
= c1 + 2c2(x

∗ − b) = 0

x∗ = b− 1

2

c1
c2

Koeficienty c1, c2 najdeme pomoćı Cramerova pravidla

x∗ = b− 1

2

D1
D
D2
D

= b− 1

2

D1
D2

=

= b− 1

2

∣
∣
∣
∣

f(a)− f(b) (a− b)2

f(c)− f(b) (c− b)2

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

a− b f(a)− f(b)
c− b f(c)− f(b)

∣
∣
∣
∣

=

= b− 1

2

(c− b)2[f(a)− f(b)]− (a− b)2[f(c)− f(b)]

(a− b)[f(c)− f(b)]− (c− b)[f(a)− f(b)]

a uprav́ıme

x∗ =
1

2

2(ab− b2)f(c) + 2(bc− ab)f(b) + 2(b2 − bc)f(a)

(a− b)f(c) + (c− a)f(b) + (b− c)f(a)
+

+
1

2

(a2 − 2ab+ b2)[f(c)− f(b)]− (c2 − 2bc+ b2)[f(a)− f(b)]

(a− b)f(c) + (c− a)f(b) + (b− c)f(a)
=

=
1

2

(a2 − b2)f(c) + (c2 − a2)f(b) + (b2 − c2)f(a)

(a− b)f(c) + (c− a)f(b) + (b− c)f(a)

c l a s s ABCD
{

pub l i c double a , b , c , d , fa , fb , fc , fd ;
}

double xmin (ABCD u)
{

double ca , cb , cc , c2a , c2b , c2c ;
ca = u . b−u . c ; c2a = u . b∗u . b−u . c∗u . c ;
cb = u . c−u . a ; c2b = u . c∗u . c−u . a∗u . a ;
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cc = u . a−u . b ; c2c = u . a∗u . a−u . b∗u . b ;
r e turn 0 . 5∗ ( c2a∗u . f a+c2b∗u . fb+c2c ∗u . f c )/ ( ca∗u . f a+cb∗u . fb+cc ∗u . f c ) ;

}

ABCD s e l e c t (ABCD u)
{

ABCD v = new ABCD( ) ;
i f (u . d<=u . a )
{

v . a=u . d ; v . b=u . a ; v . c =u . b ;
v . f a=u . fd ; v . fb=u . f a ; v . f c=u . fb ;
r e turn v ;

}
e l s e

i f (u . d<=u . b)
{

v . a=u . a ; v . b=u . d ; v . c=u . b ;
v . f a=u . f a ; v . fb=u . fd ; v . f c=u . fb ;
r e turn v ;

}
e l s e
{

v . a=u . b ; v . b=u . d ; v . c=u . c ;
v . f a=u . fb ; v . fb=u . fd ; v . f c=u . f c ;
r e turn v ;

}
}

double MinParabola ( double x0 , double h , double t o l )
{

double f l , f r , d1 , d2 ;
ABCD u=new ABCD( ) ;
f l = f ( x0 ) ;
f r = f ( x0+h ) ;
i f ( f l <f r )
{

u . a = x0−h ; u . f a = f (u . a ) ;
u . b = x0 ; u . fb = f l ;
u . c = x0+h ; u . f c = f r ;

}
e l s e
{

u . a = x0 ; u . f a = f l ;
u . b = x0+h ; u . fb = f r ;
u . c = x0+2∗h ; u . f c = f (u . c ) ;

}
d2 = xmin (u ) ;
u . d=d2 ; u . fd=f ( d2 ) ;
do
{

d1=d2 ;
u=s e l e c t (u ) ;
d2 = xmin (u ) ;
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u . d=d2 ; u . fd=f ( d2 ) ;
}
whi le (Math . Abs (d1−d2)> t o l ) ;
r e turn d2 ;

}

 
  

a b c d 

Obrázek 7.3: Metoda parabolické interpolace

Newtonova Metoda

Mı́sto Lagrangeova interpolačńıho polynomu můžeme použ́ıt Taylor̊uv polynom druhého
stupně

T = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
1

2
f ′′(xk)(x− xk)

2.

Najdeme bod minima xk+1 z rovnice

T ′(xk+1) = f ′(xk) + f ′′(xk)(xk+1 − xk) = 0,

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
. (7.12)

Vztah 7.12 je totožný s Newtonovou iteračńı formuĺı pro rovnici určuj́ıćı stacionárńı bod
(rovnice 7.1 v jednorozměrném př́ıpadě).



Numerické metody 102

7.2 Vı́cerozměrné algoritmy

V př́ıpadě funkce n reálných proměnných nebudeme specifikovat přesně podmı́nky, za
kterých funguj́ı dané algoritmy. Rovněž nebudeme hledat globálńı minimum, spokoj́ıme
se zpravidla s aproximaćı

”
nejbližš́ıho” lokálńıho minima. Na obrázku 7.4 vid́ıme tro-

jrozměrný graf funkce dvou proměnných (spolu s vrstevnicemi):

f(x) = sin(xy) + cos(x+ y) [x, y] ∈ [−1, 2]× [0, 3]. (7.13)

Na této funkci budeme předvádět následuj́ıćı algoritmy.

-0,5
0

0,5
1

1,5x

0,5

1

1,5

2

2,5

y

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

z

Obrázek 7.4: Funkce f(x) = sin(xy) + cos(x+ y), kterou minimalizujeme

7.2.1 Simplexová metoda [Nelder, Mead 1965]

Tento algoritmus nevyžaduje poč́ıtáńı derivaćı. Poṕı̌seme jej jen v nejjednodušš́ı variantě
pro n = 2. Vyjdeme z bodu x0 a sestroj́ıme rovnostranný trojúhelńık ∆ABC tak, aby se
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T = x0 stal jeho těžǐstěm. Najdeme vrchol Pmax trojúhelńıka ∆ABC, v němž funkce f(x)
nabývá maximálńı hodnoty

f(Pmax) ≥ f(P ) ∀P ∈ V = {A,B,C}.

Sestroj́ıme reflexi tohoto bodu vzhledem ke zbývaj́ıćım bod̊um.

D =
2

|V ∗|
∑

P∈V ∗

P − Pmax, kde V ∗ = V − Pmax.

Za předpokladu, že Pmax = A, vid́ıme situaci na obrázku 7.5.

 
A B 

C D = A+2((B+C)/2-A) = 
   = B+C-A 

Obrázek 7.5: Reflexe

Pokud je f(D) ≤ f(A), pokračujeme trojúhelńıkem ∆BDC a tento krok nazveme re-
flexe. V opačném př́ıpadě, tj. pro f(D) > f(A), provedeme kontrakci: trojúhelńık ∆ABC
nahrad́ıme trojúhelńıkem ∆AB ′C ′ podle obrázku 7.6.

 
A B 

C 

C’=(A+C)/2 

B’=(A+B)/2 

Obrázek 7.6: Kontrakce

Na obrázku 7.7 vid́ıme několik iteraćı simplexové metody, za aproximaci minima můžeme
považovat těžǐstě postupně vznikaj́ıćıch trojúhelńık̊u.

7.2.2 Metody redukce dimenze

Následuj́ıćı dvě metody neńı problém popsat v libovolné dimenzi. Jejich principem je
redukce n-rozměrného problému na posloupnost jednorozměrných úloh. Pokud je xi vektor
i-té aproximace minima, setroj́ıme následuj́ıćı aproximaci xi+1 řešeńım (přesným nebo
přibližným) jednorozměrné minimalizačńı úlohy:
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Start 
 

Reflexe 
 

Kontrakce 
 

Stopa po 
kontrakci 
 

3
A B C

T
+ +=A B 

C 

T 

Obrázek 7.7: Simplexová metoda pro funkci 7.13

Minimalizujte funkci

ϕ(t) = f(xi + ts(xi)).

Argumentem funkce f je lineárńı funkce (př́ımka). Proměnná t je parametr a vektor s
je směrový vektor, který je obecně závislý na xi. Dobrou představu źıskáme ve dvou
dimenźıch. Zúžeńı f na ϕ je jakýsi př́ımočarý řez terénem.
Je-li ti bod, ve kterém ϕ(t) nabývá svého minima, sestroj́ıme daľśı aproximaci p̊uvodńıho
problému takto

xi+1 = xi + tis(xi).
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Metoda souřadnicových směr̊u

Metodě se také může ř́ıkat metoda stř́ıdavých směr̊u, protože vektor s záviśı pouze na i:

s(xi) = e(i mod n)+1.

Zde je n dimenze problému, a mod b operátor ”zbytek po děleńı” a ei jednotkový vektor
v směru i-té souřadnice. V př́ıpadě n = 3 stř́ıdáme vektory

s0 = e1 = (1, 0, 0), s1 = e2 = (0, 1, 0), s2 = e3 = (0, 0, 1),

s3 = e1 = (1, 0, 0), s4 = e2 = (0, 1, 0), s5 = e3 = (0, 0, 1),

. . .

 
 

Obrázek 7.8: Metoda největš́ıho spádu pro funkci 7.13
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Metoda největš́ıho spádu

V této metodě se voĺı

s(xi) = −grad(xi) = −(f ′
1(x

i), . . . , f ′
n(x

i)).

Přestože zejména metoda nejmenš́ıho spádu vypadá velmi nadějně, ve většině př́ıpad̊u
vede k velmi pomalé konvergenci. Proto je potřeba ji po několika kroćıch nahradit za
rychle (ale pouze lokálně) konvergentńı Newtonovu metodu. Na obrázku 7.8 vid́ıme několik
iteraćı metody největš́ıho spádu.

7.2.3 Newtonova metoda

Tato metoda neńı nic jiného, než Newtonova metoda pro řešeńı soustav nelineárńıch rovnic
aplikovaná na rovnice pro stacionárńı bod 7.1. Matice soustavy lineárńıch rovnic, kterou
je třeba v každém kroku řešit, je zde generována tzv. Hessovou matićı

∇2f =









∂2f
∂x21

∂2f
∂x1∂x2

· · · ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x22

· · · ∂2f
∂x2∂xn

. . .
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

· · · ∂2f
∂x2n









.

Newtonova metoda má tvar

∇2fδi = −grad(xi) = −(f ′
1(x

i), . . . , f ′
n(x

i)),

kde

δi = xi+1 − xi = (δi1, . . . , δ
i
n)

T .
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8 Numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic

Ćıl kapitoly

Pomoćı diferenciálńıch rovnic jsou popsány nejr̊uzněǰśı fyzikálńı děje. Ve třet́ım semestru
se studenti seznámili s některými typy rovnic, jejichž řešeńı lze nalézt analyticky. V prak-
tických problémech se však vyskytuj́ı i složitěǰśı rovnice. Některé z nich jsou analyticky
řešitelné jen obt́ıžně a některé analyticky vyřešit nelze. Proto se k jejich řešeńı použ́ıvaj́ı
metody přibližné, z nichž některé nyńı poṕı̌seme.
Nejprve se zaměř́ıme na metody pro řešeńı jedné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu se
zadanou počátečńı podmı́nkou - počátečńı úlohy. Potom ukážeme, jak tyto metody zobec-
nit pro řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. Předvedeme, že diferenciálńı
rovnice vyšš́ıch řád̊u se zadanými počátečńımi podmı́nkami lze snadno převést na sous-
tavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. V závěru se budeme zabývat řešeńım okrajových
úloh, kde jsou předepsány hodnoty řešeńı na počátku a na konci zkoumaného intervalu.

Společným znakem všech dále uvedených metod je, že řešeńı nehledáme jako spojitou
funkci, definovanou na celém zkoumaném intervalu 〈a, b〉, ale hodnoty přibližného řešeńı
poč́ıtáme pouze v konečném počtu bod̊u a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Těmto bod̊um
ř́ıkáme uzlové body nebo uzly śıtě a množině {x0, x1, . . . , xn} ř́ıkáme śıt’. Rozd́ıl
hi = xi+1 − xi se nazývá krok śıtě v uzlu xi.
Přibližné hodnoty řešeńı v uzlových bodech, vypočtené nějakou numerickou metodou,
budeme značit y0, y1, . . . , yn, na rozd́ıl od hodnot přesného řešeńı, které budeme značit
y(x0), y(x1), . . . , y(xn).
Na obrázku 8.1 vid́ıme přesné řešeńı diferenciálńı rovnice, které je vykresleno plnou černou
čarou a přibližné hodnoty řešeńı v uzlových bodech, vyznačené kroužky.

.......

.......

n

1

0

y

y

y

n10 xxx

y

x

Obrázek 8.1: Přesné a přibližné řešeńı diferenciálńı rovnice
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V př́ıkladu z obrázku 8.1 byla použita pravidelná (ekvidistantńı) śıt’ - krok h mezi
jednotlivými uzly byl konstantńı.

Všude v daľśım textu, nebude-li výslovně uvedeno jinak, budeme pracovat s pravidelnými
śıtěmi.

Chceme-li znát přibližnou hodnotu řešeńı v jiném než uzlovém bodě, můžeme použ́ıt
některou z interpolačńıch metod, popsaných v kapitole 5, např. nahradit řešeńı lomenou
čarou procházej́ıćı vypočtenými body.

8.1 Počátečńı úlohy

Nejprve se budeme zabývat řešeńım obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu se zadanou
počátečńı podmı́nkou

y′ = f(x, y) , y(x0) = y0 (8.1)

Připomeňme podmı́nky, které zajist́ı existenci a jednoznačnost řešeńı úlohy 8.1.

Věta 8.1 Je-li funkce f(x, y) spojitá na obdélńıku R = {(x, y); |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} ,
a > 0, b > 0, pak existuje řešeńı počátečńı úlohy 8.1 na intervalu 〈x0 − α, x0 + α〉 ,
kde α = min(a, b

M
), M = maxR |f(x, y)|

Je-li dále funkce ∂f(x,y)
∂y

ohraničená na obdélńıku R, pak toto řešeńı je jediné.

Tato věta však udává pouze postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci jediného řešeńı. Také
v mnoha př́ıpadech zaručuje existenci a jednoznačnost řešeńı pouze na velmi malém
okoĺı bodu x0. Při řešeńı konkrétńıho matematického modelu technické úlohy proto exis-
tenci a jednoznačnost řešeńı posuzujeme i na základě informaćı o řešené úloze, př́ıpadně
fyzikálńıch vlastnost́ı hledaného řešeńı.
V daľśım textu vysvětĺıme několik obecných pojmů týkaj́ıćıch se numerických metod řešeńı
diferenciálńıch rovnic, ale nejprve ukážeme nejjednodušš́ı z těchto metod, aby čtenář źıskal
konkrétńı představu, jak numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic může vypadat.

8.1.1 Eulerova metoda

Mějme dánu počátečńı úlohu 8.1 a pravidelnou śıt’ {x0, x1, . . . , xn} s krokem h. Ve všech
bodech śıtě by podle rovnice 8.1 mělo platit

y′(xi) = f(xi, y(xi))

Derivaci na levé straně této rovnice můžeme nahradit diferenćı podle jednoho ze vzorc̊u
6.2. Dostaneme

y(xi+1)− y(xi)

h
.
= f(xi, y(xi))

Nahrad́ıme-li y(xi) přibližnou hodnotou yi, můžeme odtud vyjádřit přibližnou hodnotu
y(xi+1) jako

yi+1 = yi + hf(xi, yi) (8.2)
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Pomoćı tohoto vzorce vypočteme přibližnou hodnotu řešeńı v daľśım uzlovém bodě pomoćı
hodnoty v uzlu předchoźım. Hodnotu řešeńı v bodě x0 známe z počátečńı podmı́nky, je
rovna y0.

Př́ıklad 8.1 Eulerovou metodou s krokem h = 0, 1 řešte počátečńı úlohu

y′ = x2 − y , y(0) = 1

na intervalu 〈0 ; 0, 5〉 .

Řešeńı: V našem př́ıpadě je x0 = 0 , y0 = 1 a f(x, y) = x2 − y. Přibližné hodnoty řešeńı
v daľśıch bodech budeme poč́ıtat podle vzorce 8.2, konkrétně

yi+1 = yi + 0, 1 · (x2i − yi) , i = 0, . . . , 4

Vypočtené hodnoty zaṕı̌seme do tabulky. Pro srovnáńı jsou v tabulce uvedeny i hodnoty
přesného řešeńı y = −e−x + x2 − 2x+ 2 v uzlových bodech. Všechna č́ısla v tabulce jsou
zaokrouhlena na 4 desetinná mı́sta.

i 0 1 2 3 4 5
xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
yi 1 0,9 0,811 0,7339 0,6695 0,6186

y(xi) 1 0,9052 0,8213 0,7492 0,6897 0,6435

Geometrická interpretace Eulerovy metody

Pro vysvětleńı geometrické interpretace Eulerovy metody připomeňme nejprve, že difer-
enciálńı rovnićı y′ = f(x, y) je dáno tzv. směrové pole. V každém bodě [x, y] roviny (x, y),
kterým procháźı některé řešeńı této rovnice, je hodnota f(x, y) rovna směrnici tečny ke
grafu tohoto řešeńı. Proto si směrové pole můžeme, zhruba řečeno, představit tak, že
v každém bodě roviny (x, y) stoj́ı šipka, která ř́ıká, kterým směrem máme pokračovat,
dostaneme-li se do tohoto bodu. Na obrázku 8.2 vid́ıme směrové pole př́ıslušné jisté difer-
enciálńı rovnici a několik řešeńı téže rovnice.
Při řešeńı diferenciálńı rovnice Eulerovou metodou postupujeme vlastně takto:
Vyjdeme z bodu [x0, y0] směrem, který udává

”
šipka” v tomto bodě stoj́ıćı, to znamená po

př́ımce o rovnici y = y0+f(x0, y0)(x−x0), dokud nedojdeme do bodu s x-ovou souřadnićı
x1. Ypsilonová souřadnice tohoto bodu je y1 = y0 + f(x0, y0)(x1 − x0) = y0 + hf(x0, y0).
Z bodu [x1, y1] pokračujeme ve směru daném směrovým polem v tomto bodě, tj. po př́ımce
y = y1+ f(x1, y1)(x− x1), dokud nedojdeme do bodu s x-ovou souřadnićı x2 atd. Situace
je znázorněna na obrázku 8.3. Graf přesného řešeńı vyhovuj́ıćıho počátečńı podmı́nce
y(x0) = y0, na obrázku nakreslený šedě, aproximujeme lomenou čarou procházej́ıćı body
[x0, y0], [x1, y1], [x2, y2] . . .

8.1.2 Typy a vlastnosti metod pro řešeńı počátečńıch úloh, lokálńı a globálńı
chyba

Jak jsme viděli na př́ıkladu Eulerovy metody, při numerickém řešeńı počátečńı úlohy
8.1 můžeme vypoč́ıtat přibližnou hodnotu řešeńı v daľśım uzlovém bodu pomoćı hod-
noty řešeńı v uzlovém bodu předchoźım. U některých jiných metod sice postupujeme
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Obrázek 8.3: Přibližné řešeńı diferenciálńı rovnice Eulerovou metodou

poněkud d̊umyslněji než u metody Eulerovy, ale stále využ́ıváme pouze informace z
jediného předchoźıho kroku. Takovýmto metodám ř́ıkáme metody jednokrokové.
U jiných metod využ́ıváme informace z několika předchoźıch krok̊u. Těmto metodám
ř́ıkáme metody v́ıcekrokové.

Je vcelku zřejmé, že nakolik se přibĺıž́ıme k přesnému řešeńı, záviśı na délce kroku h, který
použijeme. Základńı vlastnost, kterou od použitelné numerické metody požadujeme, je,



Ústav matematiky FSI VUT v Brně 111

aby numerické řešeńı źıskané touto metodou pro h → 0 konvergovalo k přesnému řešeńı
dané úlohy.

Řekneme, že metoda je konvergentńı, jestliže pro libovolnou počátečńı úlohu 8.1 plat́ı
pro každé x ∈ 〈a, b〉

lim
h→0
n→∞

yn = y(x) , kde x = x0 + nh .

U každé metody je d̊uležitá otázka, jak se přibližné řešeńı źıskané touto metodou lǐśı od
řešeńı přesného, neboli jak vypadá globálńı diskretizačńı chyba

ei = y(xi)− yi

Pro źıskáńı představy o globálńı diskretizačńı chybě bývá mnohdy velmi užitečné znát tzv.
lokálńı diskretizačńı chybu dané metody. Je to chyba, které se dopust́ıme v jednom
kroku dané metody za předpokladu, že všechny hodnoty, které jsme při výpočtu použili,
byly přesné. Lokálńı diskretizačńı chybu v i-tém uzlu budeme značit di. Na obrázku
8.4 vid́ıme globálńı diskretizačńı chybu ei a lokálńı diskretizačńı chybu di u přibližného
řešeńı źıskaného Eulerovou metodou. Lokálńı chyba Eulerovy (i jakékoli jiné jednokrokové)
metody v uzlu xi je rozd́ıl přibližného řešeńı a řešeńı, které splňuje počátečńı podmı́nku
y(xi−1) = yi−1.

i
i

e
di–1

ii–1

y

xx

0y

0x

y

x

Obrázek 8.4: Globálńı a lokálńı chyba

Při numerickém řešeńı diferenciálńı rovnice se dopoušt́ıme lokálńı diskretizačńı chyby
v každém kroku. Globálńı diskretizačńı chyba je tedy výsledkem nakupeńı lokálńıch chyb,
přičemž je třeba brát v úvahu, že každý krok vycháźı z hodnot, které už jsou zat́ıženy
chybou z předešlého pr̊uběhu. Je žádoućı, aby u dané metody nedocházelo ke katastrofálńı
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akumulaci lokálńıch diskretizačńıch chyb. O metodách, u kterých se dař́ı udržet chybu
malou vzhledem k přesnému řešeńı, se obvykle mluv́ı jako o stabilńıch metodách.

Pro popis rychlosti konvergence metody použ́ıváme pojem řád metody. Zhruba řečeno je
řád metody přirozené č́ıslo p takové, že pro malá h je lokálńı diskretizačńı chyba di řádově
velikosti hp+1. Přesněǰśı definici lze nalézt např. ve skriptech [?]. U jednokrokových metod
p-tého řádu lze dokázat, že globálńı diskretizačńı chyba je řádově velikosti hp.

Eulerova metoda je řádu prvńıho. V daľśıch dvou kapitolách ukážeme několik jednokrokových
metod vyšš́ıch řád̊u.

8.1.3 Modifikace Eulerovy metody

Jak již název napov́ıdá, budeme postupovat podobně jako u Eulerovy metody.
Nejprve vypočteme pomocné hodnoty k1 a k2 a pomoćı nich pak přibližnou hodnotu řešeńı
v daľśım uzlovém bodě.
U prvńı modifikované Eulerovy metody poč́ıtáme podle vzorc̊u

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn +
1

2
h, yn +

1

2
hk1)

yn+1 = yn + hk2, (8.3)

u druhé modifikace podle vzorc̊u

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + h , yn + hk1)

yn+1 = yn +
1

2
h(k1 + k2). (8.4)

Obě modifikované Eulerovy metody jsou druhého řádu.

Geometricky lze tyto metody interpretovat podobně jako Eulerovu metodu.
Na obrázćıch 8.5, resp. 8.6 vid́ıme jeden krok prvńı, resp. druhé modifikované Eulerovy
metody.
U prvńı modifikace nejprve najdeme pomocný bod P, a to tak, že z bodu [xn, yn] vyjdeme
po př́ımce se směrnićı f(xn, yn), tj. stejně jako u Eulerovy metody, ale dojdeme jen do
bodu s x-ovou souřadnićı xn+

h
2
. Přibližnou hodnotu řešeńı v bodě xn+1 pak źıskáme tak,

že z bodu [xn, yn] jdeme po př́ımce se směrnićı určenou směrovým polem v bodě P, dokud
nedojdeme do bodu s x-ovou souřadnićı xn+1.
U druhé modifikace zkonstruujeme dva pomocné body P1 a P2. Bod P1 dostaneme jedńım
krokem obyčejné Eulerovy metody. Bod P2 pak źıskáme tak, že z bodu [xn, yn] jdeme po
př́ımce se směrnićı danou směrovým polem v bodě P1 do bodu s x-ovou souřadnićı xn+1.
Nový bod [xn+1, yn+1] pak lež́ı ve středu úsečky P1P2.
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Obrázek 8.5: Prvńı modifikace Eu-
lerovy metody

Obrázek 8.6: Druhá modifikace Eu-
lerovy metody

8.1.4 Rungovy-Kuttovy metody

Rungovy-Kuttovy metody jsou jedna z nejd̊uležitěǰśıch skupin jednokrokových metod.
Se dvěma jednoduchými př́ıklady metod Runge-Kutta, prvńı a druhou modifikovanou
Eulerovou metodou, jsme se již setkali v předchoźı kapitole.

Obecný tvar Rungovy-Kuttovy metody je

yn+1 = yn + h(w1k1 + · · ·+ wsks), (8.5)

kde

k1 = f(xn, yn) (8.6)

ki = f(xn + αih , yn + h

i−1∑

j=1

βijkj) , i = 2, . . . , s

a wi, αi a βij jsou konstanty volené tak, aby metoda měla maximálńı řád.
(Vı́ce o zp̊usobu volby těchto konstant lze nalézt např. v [?] nebo [4].)

U prvńı modifikované Eulerovy metody bylo w1 = 0, w2 = 1, α2 =
1
2
a β21 =

1
2
, u druhé

modifikace w1 = w2 =
1
2
, α2 = 1 a β21 = 1.

V praxi se nejv́ıce použ́ıvá následuj́ıćı metoda Runge-Kutta 4. řádu. Často, mluv́ı-li se o
Rungově-Kuttově metodě, mysĺı se t́ım právě tato konkrétńı metoda.

yn+1 = yn +
1

6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (8.7)

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn +
1

2
h, yn +

1

2
hk1)

k3 = f(xn +
1

2
h, yn +

1

2
hk2)

k4 = f(xn + h, yn + hk3)
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Př́ıklad 8.2 Rungovou-Kuttovou metodou řešte počátečńı úlohu

y′ = x2 − y , y(0) = 1

s krokem h = 0, 1 na intervalu 〈0 ; 0, 5〉 .

Řešeńı:V každém kroku muśıme vypoč́ıtat č́ısla k1, k2, k3 a k4 a pomoćı nich pak přibližnou
hodnotu řešeńı v daľśım uzlovém bodě podle vzorce 8.7. Všechny potřebné hodnoty
budeme opět zapisovat do tabulky. Ve sloupćıch označených x a y jsou souřadnice bod̊u,
v nichž vyč́ıslujeme funkci f(x, y) = x2 − y při výpočtu ki. Pro srovnáńı vyṕı̌seme i
hodnoty přesného řešeńı y = −e−x + x2− 2x+ 2. Tentokrát jsou č́ısla zaokrouhlována na
7 desetinných mı́st.

n xn yn y(xn) x y

0 0 1 1 0 1 k1 = −1
0,05 0,95 k2 = −0, 9475
0,05 0,952625 k3 = −0, 950125
0,1 0,9049875 k4 = −0, 8949875

1 0,1 0,9051627 0,9051626 0,1 0,9051627 k1 = −0, 8951627
0,15 0,8604046 k2 = −0, 8379046
0,15 0,8632675 k3 = −0, 8407675
0,2 0,8210860 k4 = −0, 7810860

2 0,2 0,8212695 0,8212693 0,2 0,8212695 k1 = −0, 7812695
0,25 0,7822060 k2 = −0, 7197060
0,25 0,7852842 k3 = −0, 7227842
0,3 0,7489911 k4 = −0, 6589911

3 0,3 0,7491822 0,7491818 0,3 0,7491822 k1 = −0, 6591822
0,35 0,7162230 k2 = −0, 5937230
0,35 0,7194960 k3 = −0, 5969960
0,4 0,6894826 k4 = −0, 5294826

4 0,4 0,6896804 0,6896800 0,4 0,6896804 k1 = −0, 5296804
0,45 0,6631964 k2 = −0, 4606964
0,45 0,6666456 k3 = −0, 4641456
0,5 0,6432659 k4 = −0, 3932659

5 0,5 0,6434699 0,6434693

Výsledky můžeme porovnat s hodnotami přibližného řešeńı vypočtenými Eulerovou metodou
v př́ıkladu 8.1 (kde se řešila tatáž počátečńı úloha). Vid́ıme, že řešeńı źıskané metodou
Runge-Kutta 4. řádu je podstatně přesněǰśı.

8.1.5 Odhad chyby. Metoda polovičńıho kroku

Teoretické odhady chyb zde uvedených jednokrokových metod lze nalézt v literatuře. Je-
jich použit́ı v praxi je však problematické. Proto se použ́ıvá sṕı̌se tzv.metoda polovičńıho
kroku, kterou nyńı velmi zjednodušeně poṕı̌seme.

Mějme numerickou metodu pro řešeńı počátečńıch úloh, která je řádu p. Pro účely této
kapitoly změńıme poněkud dosud už́ıvané značeńı. Přesné řešeńı úlohy budeme stále značit
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y(x). Jako y(x, h) označ́ıme přibližnou hodnotu řešeńı v bodě x, kterou jsme dostali
použit́ım naš́ı numerické metody s krokem h.
Protože metoda je p-tého řádu, pro chybu plat́ı

y(x)− y(x, h)
.
= c · hp,

kde c záviśı na x, ale nikoli na h, neboli

y(x)
.
= y(x, h) + c · hp. (8.8)

Do stejného bodu x můžeme doj́ıt i pomoćı polovičńıho kroku. V tomto př́ıpadě plat́ı

y(x)
.
= y

(

x,
h

2

)

+ c

(
h

2

)p

. (8.9)

Rovnici 8.9 můžeme vynásobit 2p a odeč́ıst od rovnice 8.8. T́ım se vylouč́ı člen obsahuj́ıćı
neznámou konstantu c a po mı́rné úpravě dostaneme nové přibližné vyjádřeńı y(x),

y(x)
.
=

2p y(x, h
2
)− y(x, h)

2p − 1
, (8.10)

které je přesněǰśı než obě přibližné hodnoty y(x, h) a y(x, h
2
). Z posledńıho vztahu můžeme

vyjádřit chybu v bodě x pro krok h
2

y(x)− y

(

x,
h

2

)

.
=

1

2p − 1

(

y

(

x,
h

2

)

− y(x, h)

)

, (8.11)

resp. pro krok h

y(x)− y(x, h)
.
=

2p

2p − 1

(

y

(

x,
h

2

)

− y(x, h)

)

. (8.12)

Odhad chyby 8.12 lze použ́ıt pro ř́ızeńı délky kroku h. Vypočteme vždy přibližnou
hodnotu řešeńı v bodě xi jedńım krokem metody s použit́ım kroku h a dvěma kroky
metody s použit́ım kroku h

2
. Pak můžeme pomoćı těchto dvou hodnot odhadnout chybu.

Je-li př́ılǐs velká, vrát́ıme se do předchoźıho uzlového bodu a pokračujeme s polovičńım
krokem, je-li chyba vzhledem k našim požadavk̊um na přesnost př́ılǐs malá, pokračujeme
dále s větš́ım krokem, např. dvojnásobným. Jako výslednou aproximaci pak můžeme vźıt
kombinaci obou hodnot vypočtenou podle vzorce 8.10. Tato metoda je dosti pracná, ale
účinná a v praxi často použ́ıvaná.

Př́ıklad 8.3 Metodou Runge-Kutta čtvrtého řádu najděte hodnotu řešeńı počátečńı úlohy

y′ = yex , y(0) = 1

bodě x = 0,2 s přesnost́ı 10−7.
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Řešeńı: Použijeme metodu polovičńıho kroku. Začneme s krokem h = 0,2, provedeme
jeden krok metodou Runge-Kutta. Vyjde y(0,2; 0,2)

.
= 1,24782070.

Nyńı dojdeme do bodu 0,2 pomoćı dvou krok̊u metody R-K s krokem h = 0,1. Vyjde
y(0,2; 0,1)

.
= 1,24782556.

Pod́ıváme se, je-li chyba dostatečně malá:
1

24−1(y(0,2; 0,1)− y(0,2; 0,2))
.
= 3 · 10−7 > 10−7

S výsledkem se tedy nemůžeme spokojit. Muśıme zač́ıt znovu od začátku a použ́ıt menš́ı
krok, h = 0,1. Vypočteme hodnotu řešeńı v bodě 0,1 nejprve pomoćı jednoho kroku
metody s h = 0,1 a pak pomoćı dvou krok̊u metody s h = 0,05 :
y(0,1; 0,1)

.
= 1,11090035, y(0,1; 0,05)

.
= 1,11090046

Odhadneme chybu:
1

24−1(y(0,1; 0,05)− y(0,1; 0,1))
.
= 7 · 10−9 < 10−7.

Zat́ım je všechno v pořádku, můžeme pokračovat se stejným krokem. Jako přibližnou
hodnotu řešeńı v bodě 0,1 vezmeme kombinaci

y = 24y(0,1;0,05)−y(0,1;0,1)
24−1

.
= 1.11090047. (Mohli bychom ale pracovat i s y(0,1; 0,05).)

Uděláme daľśı krok - t́ım se dostaneme do bodu 0,2. Pak se do téhož bodu dostaneme
dvěma kroky s h = 0,05 : y(0,2; 0,1)

.
= 1,24782569, y(0,2; 0,05)

.
= 1,24782589,

1
24−1(y(0,2; 0,05)− y(0,2; 0,1))

.
= 10−9 < 10−7.

Hodnota řešeńı zadané počátečńı úlohy v bodě x = 0,2 s přesnost́ı 10−7 je tedy
y(0,2; 0,05)

.
= 1,2478259 (př́ıpadně bychommohli použ́ıt i kombinaci y(0,2; 0,05) a y(0,2; 0,1),

ta je ještě přesněǰśı).

8.1.6 Vı́cekrokové metody

U v́ıcekrokových metod poč́ıtáme přibližné řešeńı v daľśım uzlovém bodě śıtě pomoćı
několika předchoźıch uzl̊u. Protože přitom použ́ıváme nejen hodnoty přibližného řešeńı,
ale také hodnoty pravé strany f(x, y) v těchto bodech, budeme kv̊uli snadněǰśımu zápisu
použ́ıvat označeńı fj = f(xj, yj).
Obecně vypadá lineárńı k-kroková metoda takto:

yn+1 = a1 yn+a2 yn−1+ · · ·+ak yn−k+1+h (b0 fn+1 + b1 fn + · · ·+ bk fn−k+1) , (8.13)

kde k je přirozené č́ıslo a alespoň jedna z konstant ak, bk je r̊uzná od nuly.

Zřejmou nevýhodou k-krokové metody je, že řešeńı v prvńıch k uzlových bodech x0, . . . , xk−1
muśıme źıskat nějakým jiným zp̊usobem. K tomuto účelu se zpravidla použ́ıvá jednokroková
metoda stejného řádu přesnosti, jaký má dále použitá v́ıcekroková metoda.

Je-li b0 = 0, metoda 8.13 se nazývá explicitńı. V tomto př́ıpadě můžeme hodnotu
v novém uzlovém bodě př́ımo vypoč́ıtat dosazeńım do vzorce 8.13.

Je-li b0 6= 0, metoda 8.13 se nazývá implicitńı. Pak se na pravé straně rovnice 8.13 kromě
známých hodnot vyskytuje také fn+1 = f(xn+1, yn+1), takže yn+1 nemůžeme vypoč́ıtat
př́ımo, ale v každém kroku muśıme řešit rovnici

yn+1 = hb0f(xn+1, yn+1) + g

s neznámou yn+1, kde g =
∑k

j=1 aj yn−j+1 + h
∑k

j=1 bj fn−j+1 je známé č́ıslo (v každém
kroku jiné).
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V př́ıpadě některých pravých stran f tuto rovnici vyřeš́ıme přesně, obecně je však potřeba
tuto rovnici řešit numericky, většinou metodou prosté iterace.
Tato nevýhoda je však vyvážena př́ıznivými vlastnostmi implicitńıch metod. Tyto metody
jsou při daném k přesněǰśı a jsou také stabilněǰśı než explicitńı metody.

Př́ıklad 8.4 Explicitńı čtyřkrokovou metodou čtvrtého řádu

yn+1 = yn−3 +
4

3
h (2fn−2 − fn−1 + 2fn) (8.14)

řešte počátečńı úlohu

y′ = x2 − y , y(0) = 1

s krokem h = 0, 1 na intervalu 〈0 ; 0, 7〉 .
Řešeńı: Nejprve muśıme nějakým zp̊usobem naj́ıt řešeńı v bodech x1 = 0,1, x2 =
0,2, x3 = 0,3. Použijeme výsledky př́ıkladu 8.2, kde jsme řešili tutéž počátečńı úlohu
metodou Rungeho-Kutty. Potřebné hodnoty zde znovu vyṕı̌seme, včetně hodnot pravé
strany f(x, y) = x2 − y.

y1 = 0, 9051627 y2 = 0, 8212695 y3 = 0, 7491822
f1 = −0, 8951627 f2 = −0, 7812695 f3 = −0, 6591822

V daľśıch uzlových bodech už budeme postupovat podle vzorce 8.14, tzn.

y4 = y0 +
4

3
h (2f1 − f2 + 2f3) , y5 = y1 +

4

3
h (2f2 − f3 + 2f4) atd.

Vypočtené hodnoty zaṕı̌seme do tabulky. Pro srovnáńı uvád́ıme i hodnoty přesného řešeńı.

n xn yn fn y(xn)
4 0,4 0,6896773 -0,5296773 0,6896800
5 0,5 0,6434678 -0,3934678 0,6434693
6 0,6 0,6111865 -0,2511865 0,6111884
7 0,7 0,5934142 -0,1034142 0,5934147

Př́ıklad 8.5 Implicitńı tř́ıkrokovou metodou čtvrtého řádu

yn+1 =
1

8
(9yn − yn−2) +

3

8
h(fn+1 + 2fn − fn−1) (8.15)

řešte počátečńı úlohu

y′ = x2 − y , y(0) = 1

s krokem h = 0, 1 na intervalu 〈0 ; 0, 4〉 .
Řešeńı: Jako výchoźı hodnoty y1, y2 opět použijeme výsledky źıskané metodou Runge-
Kutta v př́ıkladu 8.2. Řešeńı v bodě x3 = 0, 3 budeme již poč́ıtat podle vzorce 8.15.
y3 źıskáme jako řešeńı rovnice y3 =

1
8
(9y2 − y0) +

3
8
0, 1(f(x3, y3) + 2f2 − f1), tj.

y3 =
1
8
(9y2 − y0) +

3
8
0, 1(0, 32 − y3 + 2f2 − f1).

Vyjde y3 = 0, 7491822. K daľśım výpočt̊um potřebujeme ještě f3 = −0, 6591822.
y4 źıskáme jako řešeńı rovnice y4 =

1
8
(9y3 − y1) +

3
8
0, 1(0, 42 − y4 + 2f3 − f2).

Vyjde y4 = 0, 6896806.
V tomto př́ıkladu bylo řešeńı rovnic s neznámou yn+1 velmi jednoduché. Většinou je však
potřeba složitěǰśı postup, který poṕı̌seme v kapitole 8.1.8.
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8.1.7 Vı́cekrokové metody založené na numerické integraci

Nyńı ukážeme, jak odvodit některé konkrétńı v́ıcekrokové metody.

Řešenou rovnici y′(x) = f (x, y(x)) můžeme zintegrovat na intervalu 〈xn+1−s, xn+1〉 . T́ım
dostaneme

y(xn+1)− y(xn+1−s) =

xn+1∫

xn+1−s

f (x, y(x)) dx (8.16)

Funkci f nahrad́ıme interpolačńım polynomem a ten zintegrujeme. Podle toho, jak zvoĺıme
s a uzly interpolace, dostáváme r̊uzné metody.

Metoda použitá v př́ıkladu 8.4 byla źıskána integraćı přes interval 〈xn−3, xn+1〉 a použit́ım
otevřeného Newton-Cotesova vzorce s uzly xn−2, xn−1 a xn.

Častěǰśı než použit́ı Newton-Cotesových vzorc̊u je však jiný postup: Funkci f nahrad́ıme
interpolačńım polynomem s uzly xn+1−k, . . . , xn, resp. s uzly xn+1−k, . . . , xn+1, a rovnici
zintegrujeme přes interval 〈xn, xn+1〉 (tzn. s v 8.16 je rovno 1). T́ım dostaneme explicitńı,
resp. implicitńı k-krokovou metodu.

Explicitńı lineárńı k-krokové metody odvozené výše popsaným postupem se nazývaj́ı
Adams-Bashforthovy.
Nejjednodušš́ım př́ıpadem Adams-Bashforthovy metody, kdy k = 1, je metoda Eulerova.
V tomto př́ıpadě funkci f nahrazujeme konstantou fn. Integraćı přes interval 〈xn, xn+1〉
dostaneme známý vzorec yn+1 = yn + hfn.
Zvoĺıme-li k = 2, budeme mı́sto funkce f integrovat lineárńı polynom procházej́ıćı body
[xn−1, fn−1] , [xn, fn] . Čtenář si může ověřit, že vyjde yn+1 = yn + h

(
3
2
fn − 1

2
fn−1

)
.

Podobně pro daľśı k dostaneme vždy integrál z interpolačńıho polynomu jako lineárńı kom-
binaci funkčńıch hodnot fi, i = n, n−1, . . . , n+1−k. Obecný tvar Adams-Bashforthových
metod je proto

yn+1 = yn + h(b1fn + b2fn−1 + · · ·+ bkfn+1−k) (8.17)

Přehled koeficient̊u bi pro k = 1, 2, 3, 4 je v následuj́ıćı tabulce spolu s řádem přesnosti p
každé metody.

k b1 b2 b3 b4 p
1 1 1
2 3/2 -1/2 2
3 23/12 -16/12 5/12 3
4 55/24 -59/24 37/24 -9/24 4

Pokud za uzel interpolace vezmeme i xn+1, dostaneme Adams-Moultonovy metody.
Nejjednodušš́ı z nich je tzv. implicitńı Eulerova metoda : yn+1 = yn + hfn+1.
Obecný tvar Adams-Moultonových metod je

yn+1 = yn + h (b0fn+1 + b1fn + · · ·+ bkfn+1−k) . (8.18)
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Přehled koeficient̊u bi pro k = 0, 1, 2, 3 je v následuj́ıćı tabulce, opět i s řádem přesnosti
p. Všimněme si, že zde je řád p vyšš́ı než k (na rozd́ıl od Adams-Bashforthových metod,
kde byl stejný jako k).

k b0 b1 b2 b3 p
0 1 1
1 1/2 1/2 2
2 5/12 8/12 -1/12 3
3 9/24 19/24 -5/24 1/24 4

Poznámka. Existuj́ı i metody založené na numerickém derivováńı. V tomto př́ıpadě
nahrazujeme derivaci neznámé funkce y(x) na levé straně řešené diferenciálńı rovnice
derivaćı interpolačńıho polynomu.

8.1.8 Metody prediktor-korektor

Jak již bylo řečeno, při použit́ı implicitńıch v́ıcekrokových metod je potřeba v každém
kroku vypoč́ıtat yn+1 jako řešeńı rovnice

yn+1 = hb0f(xn+1, yn+1) + g, (8.19)

kde g =
∑k

j=1 aj yn−j+1 + h
∑k

j=1 bj fn−j+1.
Všimněme si, že rovnice 8.19 je zapsána ve tvaru vhodném pro použit́ı metody prosté
iterace, popsané v kapitole 4.1.5. K hledané hodnotě se můžeme postupně přibližovat
iteračńım procesem

y
(r+1)
n+1 = hb0f(xn+1, y

(r)
n+1) + g. (8.20)

Dá se dokázat, že jsou-li splněny předpoklady věty 8.1, rovnice 8.19 má jediné řešeńı a
zvoĺıme-li h dostatečně malé, iteračńı metoda konverguje.
Zbývá otázka, jak źıskat dobrou počátečńı aproximaci y

(0)
n+1. K tomu se nab́ıźı použit́ı

explicitńı v́ıcekrokové metody.

Princip metod prediktor-korektor je tedy tento:
V každém kroku nejprve vypočteme počátečńı aproximaci y

(0)
n+1 pomoćı explicitńı v́ıcekrokové

metody - prediktoru (predikce = předpověd’).
Tuto hodnotu zpřesńıme použit́ım implicitńı v́ıcekrokové metody - korektoru (korekce

= oprava), a to dosazeńım y
(0)
n+1 do 8.20 (s t́ım, že r = 0). T́ım dostaneme y

(1)
n+1.

Někdy se korektor použije pouze jednou, někdy se iterace 8.20 opakuj́ı tak dlouho, dokud
se nedosáhne požadované přesnosti, tj. dokud pro nějaké r neplat́ı | y(r+1)n+1 − y

(r)
n+1| < ε.

Jako dvojici prediktor-korektor voĺıme vždy explicitńı a implicitńı metodu téhož řádu.

Jedna z možnost́ı je použit́ı metody z př́ıkladu 8.4 jako prediktoru a k tomu metody z
př́ıkladu 8.5 jako korektoru, ale použ́ıvá se i řada jiných metod, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 8.6 Metodou prediktor-korektor, konkrétně

prediktor: y
(0)
n+1 = yn +

1
24

h (55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3)
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korektor: y
(r+1)
n+1 = yn +

1
24

h
(

9f(xn+1, y
(r)
n+1) + 19fn − 5fn−1 + fn−2

)

,

(Adams-Bashforthova a Adams-Moultonova metoda čtvrtého řádu)

řešte počátečńı úlohu y′ =
2− y

x+ 1
, y(1) = 0 s krokem h = 0,1 na intervalu 〈0 ; 0,5〉 .

Korektor použijte vždy jednou.

Řešeńı: Protože při použit́ı prediktoru muśıme vždy znát řešeńı ve čtyřech předchoźıch
uzlových bodech, muśıme nejprve vypoč́ıtat řešeńı v bodech x1 = 1,1, x2 = 1,2, x3 = 1,3
(hodnotu v x0 = 1 známe z počátečńı podmı́nky). Provedeme to pomoćı metody Runge-
Kutta čtvrtého řádu. Vyjde:

y0 = 0 y1 = 0, 095238 y2 = 0, 181818 y3 = 0, 260870
f0 = 1 f1 = 0, 907029 f2 = 0, 826446 f3 = 0, 756144.

Dále budeme pokračovat metodou prediktor korektor.

V uzlovém bodě x4 = 1, 4:
y
(0)
4 = y3 +

1
24
· 0,1 · (55f3 − 59f2 + 37f1 − 9f0) = 0, 333318

y
(1)
4 = y3 +

1
24
· 0,1 · (9f(1, 4 ; 0, 333318) + 19f3 − 5f2 + f1) = 0, 333334.

Tedy y4 = 0, 333334, hodnota pravé strany f je f4 = 0, 694444. Pro srovnáńı, přesná
hodnota řešeńı je y(1, 4) = 1/3

.
= 0, 333333.

V uzlovém bodě x5 = 1,5:
y
(0)
5 = y4 +

1
24
· 0,1 · (55f4 − 59f3 + 37f2 − 9f1) = 0, 399989

y
(1)
5 = y4 +

1
24
· 0,1 · (9f(1, 5 ; 0, 399989) + 19f4 − 5f3 + f2) = 0, 400002.

Tedy y5 = 0, 400002. Přesná hodnota řešeńı je y(1, 5) = 0, 4.

Poznámka. Někdy se mezi prediktorem a korektorem použ́ıvá tzv. modifikátor, j́ımž
hodnotu źıskanou prediktorem před použit́ım korektoru ještě zpřesńıme. Vı́ce o tom např.
v [4] nebo [?].

8.1.9 Řešeńı soustav diferenciálńıch rovnic

Řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu s počátečńımi podmı́nkami

y′1 = f1(x, y1, y2, . . . , yn) y1(x0) = η1
y′2 = f2(x, y1, y2, . . . , yn) y2(x0) = η2

...
...

y′n = fn(x, y1, y2, . . . , yn) yn(x0) = ηn

(8.21)

se hledá velmi podobně jako řešeńı jediné diferenciálńı rovnice s počátečńı podmı́nkou.
Soustavu 8.21 můžeme přepsat vektorově jako

y′ = f(x,y), y(x0) = η, (8.22)

kde y = (y1, . . . , yn)
T , f = (f1, . . . , fn)

T a η = (η1, . . . , ηn)
T .

Pro jej́ı numerické řešeńı můžeme použ́ıt kteroukoli z dř́ıve popsaných metod, jen je
potřeba pracovat s vektory.
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Eulerova metoda pro soustavu je tvaru

yn+1 = yn + h f(xn,yn), (8.23)

Rungova-Kuttova metoda 4. řádu pro soustavu vypadá následovně:

yn+1 = yn +
1

6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (8.24)

k1 = f(xn,yn)

k2 = f(xn +
1

2
h,yn +

1

2
hk1)

k3 = f(xn +
1

2
h,yn +

1

2
hk2)

k4 = f(xn + h,yn + hk3)

Řeš́ıme-li soustavu dvou rovnic, je jednodušš́ı označit neznámé funkce jako y a z a funkce
na pravé straně jako f a g, abychom se vyhnuli nepř́ıjemné práci s mnoha indexy. Řešená
soustava pak je

y′ = f(x, y, z) y(x0) = y0
z′ = g(x, y, z) z(x0) = z0.

(8.25)

Eulerovu metodu pak můžeme zapsat jako

yn+1 = yn + hf(xn, yn, zn) (8.26)

zn+1 = zn + hg(xn, yn, zn),

metodu Runge-Kutta 4. řádu jako

yn+1 = yn +
1

6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (8.27)

zn+1 = zn +
1

6
h(l1 + 2l2 + 2l3 + l4),

kde

k1 = f(xn, yn, zn) l1 = g(xn, yn, zn)
k2 = f(xn +

1
2
h, yn +

1
2
hk1, zn +

1
2
hl1) l2 = g(xn +

1
2
h, yn +

1
2
hk1, zn +

1
2
hl1)

k3 = f(xn +
1
2
h, yn +

1
2
hk2, zn +

1
2
hl2) l3 = g(xn +

1
2
h, yn +

1
2
hk2, zn +

1
2
hl2)

k4 = f(xn + h, yn + hk3, zn + hl3) l4 = g(xn + h, yn + hk3, zn + hl3)

Př́ıklad 8.7 Soustavu diferenciálńıch rovnic s počátečńımi podmı́nkami

y′ = x− y − z y(0) = 1
z′ = y ez z(0) = 0

řešte Eulerovou metodou s krokem h = 0, 05. Proved’te 2 kroky.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě je f(x, y, z) = x − y − z, g(x, y, z) = y ez, y0 = 1 a z0 = 0.
Přibližné hodnoty řešeńı v uzlových bodech x1 = 0, 05 a x2 = 0, 1 vypočteme podle vzorc̊u
8.26:

y1 = 1 + 0, 05 (0− 1− 0) = 0, 95 z1 = 0 + 0, 05 · 1 · e0 = 0, 05
y2 = 0, 95 + 0, 05 (0, 05− 0, 95− 0, 05) = 0, 9025 z2 = 0, 05 + 0, 05 · 0, 95 · e0,05 .

= 0, 0999.
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8.1.10 Řešeńı diferenciálńıch rovnic vyšš́ıho řádu

Obyčejnou diferenciálńı rovnici n-tého řádu s počátečńımi podmı́nkami

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 (8.28)

můžeme převést na soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu, a to následuj́ıćım
zp̊usobem:
Označ́ıme y1 = y, y2 = y′, . . . , yn = y(n−1). Potom zřejmě plat́ı, že y′1 = y2, y

′
2 = y3 atd.

Podle zadané diferenciálńı rovnice má platit y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), což při našem
označeńı znamená y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn). T́ım jsme źıskali soustavu n diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu

y′1 = y2 y1(x0) = y0
y′2 = y3 y2(x0) = y′0

...
...

y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn) yn(x0) = y
(n−1)
0 ,

(8.29)

kterou můžeme řešit kteroukoli z výše popsaných metod. Řešeńım p̊uvodńı rovnice n-tého
řádu je pak prvńı složka řešeńı soustavy 8.29.

Př́ıklad 8.8 Diferenciálńı rovnici druhého řádu y ′′ = y ·y′−x2 s počátečńımi podmı́nkami
y(0) = 1, y′(0) = 1 nejprve převed’te na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu a tu pak řešte
metodou Runge-Kutta 4. řádu. Proved’te dva kroky s krokem h = 0, 1.

Řešeńı: Označ́ıme z = y′. Soustava rovnic prvńıho řádu je pak

y′ = z y(0) = 1
z′ = y · z − x2 z(0) = 1

Tuto soustavu budeme řešit metodou Runge-Kutta. Všechny potřebné hodnoty jsou zapsány
v následuj́ıćı tabulce. Ve sloupćıch označených x, y a z jsou souřadnice bod̊u, v nichž
vyč́ıslujeme hodnoty funkćı f(x, y, z) = z a g(x, y, z) = y · z − x2 při výpočtu ki a li.

n xn yn zn x y z

0 0 1 1 0 1 1 k1 = 1 l1 = 1
0,05 1,05 1,05 k2 = 1, 05 l2 = 1, 1
0,05 1,10525 1,055 k3 = 1, 055 l3 = 1, 107888
0,1 1,1055 1,110789 k4 = 1, 110789 l4 = 1, 217977

1 0,1 1,105346 1,110563 0,1 1,105346 1,110563 k1 = 1, 110563 l1 = 1, 217556
0,15 1,160875 1,171440 k2 = 1, 171440 l2 = 1, 337395
0,15 1,163918 1,177432 k3 = 1, 177432 l3 = 1, 347935
0,2 1,223090 1,245356 k4 = 1, 245356 l4 = 1, 483182

2 0,2 1,222908 1,245086

Přibližné hodnoty řešeńı p̊uvodńı rovnice druhého řádu v uzlových bodech x1 = 0, 1 a
x2 = 0, 2 tedy jsou y1

.
= 1, 105346 a y2

.
= 1, 222908.
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8.2 Okrajové úlohy

Dosud jsme se zabývali úlohami, u kterých jsme znali hodnotu řešeńı, př́ıpadně hodnoty
derivaćı řešeńı, v počátečńım bodě intervalu, který nás zaj́ımal. U okrajových úloh je
situace jiná. Jak již název napov́ıdá, budou zadány hodnoty řešeńı v krajńıch bodech
zkoumaného intervalu.

V této kapitole budeme hledat řešeńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

y′′ = f(x, y, y′) (8.30)

na intervalu 〈a, b〉 s okrajovými podmı́nkami

y(a) = α, y(b) = β. (8.31)

0y

0a = x

y

x

β

b

α

a

y

x

Obrázek 8.7: Počátečńı úloha - zadáno
je y(x0) a y′(x0) (tj. směrnice tečny).

Obrázek 8.8: Okrajová úloha

Okrajové podmı́nky mohou být i jiného tvaru než 8.31. O tom, jak se postupuje při řešeńı
takovýchto úloh, se zmı́ńıme později.

Teorie existence a jednoznačnosti řešeńı okrajových úloh je mnohem komplikovaněǰśı než
u úloh počátečńıch a zdaleka neńı tak univerzálńı. Obt́ıžněǰśı je i numerické řešeńı těchto
úloh.
V daľśım textu se seznámı́me s metodou konečných diferenćı a velmi stručně s metodou
střelby a uvedeme podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a jednoznačnost řešeńı pro některé
konkrétńı typy rovnic.

8.2.1 Metoda konečných diferenćı

Tato metoda se též nazývámetoda śıt́ı. Podobně jako u dř́ıve probraných metod budeme
hledat přibližné hodnoty řešeńı pouze v tzv. uzlových bodech xi, i = 0, 1, . . . , n, které
źıskáme tak, že interval 〈a, b〉 rozděĺıme na n stejných d́ılk̊u délky h = (b− a)/n. Uzlové
body pak jsou xi = a+ ih.
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hhh

..... nx  = b1x0a = x

Budeme požadovat platnost rovnice 8.30 ve všech vnitřńıch uzlech xi, i = 1, . . . , n− 1, tj.

y′′(xi) = f(xi, y(xi), y
′(xi)), i = 1, . . . , n− 1.

Derivace vystupuj́ıćı v této rovnici nahrad́ıme diferencemi (viz kapitola 6.1), např. takto:

yi+1 − 2yi + yi−1
h2

= f

(

xi, yi,
yi+1 − yi−1

2h

)

, i = 1, . . . , n− 1 (8.32)

Přidáme-li k rovnićım 8.32 okrajové podmı́nky 8.31, dostaneme tzv. soustavu diskretizačńıch
rovnic (obecně nelineárńıch, zálež́ı na povaze funkce f) s neznámými y1, . . . , yn−1. Tuto
soustavu pak vyřeš́ıme některou metod popsaných v kapitolách 3 a 4.2.
Přesnost výsledku záviśı na přesnosti zvolených diferenčńıch formuĺı a na metodě užité
k řešeńı vzniklé soustavy rovnic.

Metodu konečných diferenćı nyńı podrobněji předvedeme na okrajové úloze

−y′′ + σ(x)y = f(x), y(a) = α, y(b) = β (8.33)

Věta 8.2 Jsou-li funkce σ(x) a f(x) spojité na intervalu 〈a, b〉 a σ(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈a, b〉 ,
pak okrajová úloha 8.33 má jediné řešeńı pro jakékoli hodnoty α a β.

Poznámka. Nejsou-li splněny předpoklady věty 8.2, úloha 8.33 řešeńı mı́t může a nemuśı.
Předvedeme to na jednoduchém př́ıkladu rovnice y′′ + y = 0 (neboli σ(x) ≡ −1). Obecné
řešeńı této rovnice je y = c1 sinx+ c2 cos x.
Pro okrajové podmı́nky y(0) = 0, y(π

2
) = 1 má úloha řešeńı jediné, zat́ımco předeṕı̌seme-li

okrajové podmı́nky y(0) = 0, y(π) = 0, úloha bude mı́t nekonečně mnoho řešeńı tvaru
y = c1 sin x, kde c1 je libovolná konstanta, a naopak, předeṕı̌seme-li okrajové podmı́nky
y(0) = 0, y(π) = 1, úloha nebude mı́t řešeńı žádné.

Nyńı odvod́ıme soustavu diskretizačńıch rovnic pro úlohu 8.33. Označ́ıme σ(xi) = σi,
f(xi) = fi a druhou derivaci neznámé funkce y nahrad́ıme diferenćı podle předpisu 6.6:

−yi+1 − 2yi + yi−1
h2

+ σiyi = fi, i = 1, . . . , n− 1

Rovnici vynásob́ıme h2 a slouč́ıme členy obsahuj́ıćı yi. Dostaneme:

−yi−1 + (2 + h2σi)yi − yi+1 = h2fi, i = 1, . . . , n− 1. (8.34)

Dosad́ıme-li za y0 a yn z okrajových podmı́nek α a β, dostaneme soustavu

(2 + h2σ1)y1 − y2 = h2f1 + α
−y1 + (2 + h2σ2)y2 − y3 = h2f2

. . .
...

− yn−2 + (2 + h2σn−1)yn−1 = h2fn−1 + β

(8.35)
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Je vidět, že matice této soustavy je tř́ıdiagonálńı, symetrická a diagonálně dominantńı. Dá
se ukázat, že je také pozitivně definitńı. Soustavu můžeme řešit např. Gaussovou eliminaćı
přizp̊usobenou pro tř́ıdiagonálńı soustavu.

Př́ıklad 8.9 Metodou konečných diferenćı řešte okrajovou úlohu

−y′′ + (1 + x2)y = x, y(0) = 1, y(1) = 2

s krokem h = 0, 25.

Řešeńı: Protože krok je h = 0, 25, budeme hledat přibližné hodnoty řešeńı v uzlových
bodech x1 = 0, 25, x2 = 0, 5, x3 = 0, 75. V krajńıch bodech intervalu x0 = 0 a x4 = 1
řešeńı známe z okrajových podmı́nek.
Vypočteme potřebné hodnoty σi a fi:

i 0 1 2 3 4
xi 0 0,25 0,5 0,75 1

σi = 1 + x2i - 1,0625 1,25 1,5625 -
fi = xi - 0,25 0,5 0,75 -

Soustava diskretizačńıch rovnic pak je:

2, 06640625y1 − y2 = 0, 015625 + 1
−y1 + 2, 078125y2 − y3 = 0, 03125

− y2 + 2, 09765625y3 = 0, 046875 + 2

Řešeńı této soustavy je y1
.
= 1, 140, y2

.
= 1, 341, y3

.
= 1, 615.

Pro srovnáńı, hodnoty přesného řešeńı jsou y(x1)
.
= 1, 138, y(x2)

.
= 1, 337, y(x3)

.
= 1, 612.

Kdybychom chtěli dosáhnout větš́ı přesnosti, museli bychom interval rozdělit jemněji.

Nyńı se budeme zabývat významným typem okrajových úloh, tzv. rovnićı v samoad-
jungovaném tvaru

−(p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), y(a) = α, y(b) = β. (8.36)

Věta 8.3 Jsou-li funkce p(x), p′(x), q(x) a f(x) na intervalu 〈a, b〉 spojité a splňuj́ı-li na
něm podmı́nky p(x) > 0, q(x) ≥ 0, pak okrajová úloha 8.36 má jediné řešeńı pro jakékoli
hodnoty α, β.

Při řešeńı úlohy 8.36 metodou śıt́ı budeme opět hledat řešeńı v uzlových bodech xi, ale
pro náhradu derivaćı diferencemi použijeme nav́ıc ještě

”
polovičńı uzly” xi+1/2 = xi +

h
2
.

h/2h/2h/2 h/2

.......... i+1i+1/2ii–1/2i–1 xxxxx
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Podobně jako dř́ıve budeme značit qi = q(xi), fi = f(xi) a pi+1/2 = p(xi+1/2).
Vněǰśı derivaci členu (p(x)y′)′ v i-tém uzlu můžeme nahradit diferenćı takto (v podstatě
podle vzorce 6.4):

(p y′)′(xi)
.
=

pi+1/2 y
′(xi+1/2)− pi−1/2 y

′(xi−1/2)

h

Nyńı nahrad́ıme diferencemi hodnoty y′(xi+1/2) a y′(xi−1/2) :

y′(xi+1/2)
.
=

yi+1 − yi
h

, y′(xi−1/2)
.
=

yi − yi−1
h

Dosazeńım těchto vztah̊u do rovnice 8.36 dostaneme

−1

h

(

pi+1/2
yi+1 − yi

h
− pi−1/2

yi − yi−1
h

)

+ qiyi = fi .

Vynásobeńım rovnice h2 a sloučeńım člen̊u obsahuj́ıćıch yi źıskáme soustavu diskretizačńıch
rovnic pro neznámé y1, . . . , yn−1

−pi−1/2 yi−1 + (pi−1/2 + pi+1/2 + qih
2)yi − pi+1/2 yi+1 = h2fi , i = 1, . . . , n− 1 (8.37)

V prvńı a posledńı rovnici přitom využijeme hodnoty známé z okrajových podmı́nek -
y0 = α a yn = β.
Soustava v rozepsaném tvaru pak vypadá následovně:

(p1/2+p3/2+h
2q1) y1 − p3/2 y2 = h2f1+p1/2 α

−p3/2 y1 + (p3/2+p5/2+h2q2) y2 − p5/2 y3 = h2f2

. . .
...

− pn−3/2 yn−2 + (pn−3/2+pn−1/2+h
2qn−1) yn−1 = h2fn−1+pn−1/2 β

(8.38)

Matice této soustavy je (stejně jako u rovnice 8.33) tř́ıdiagonálńı, symetrická, diagonálně
dominantńı a pozitivně definitńı.

Př́ıklad 8.10 Metodou konečných diferenćı řešte okrajovou úlohu

−(x2y′)′ + xy = 1, y(1) = 1, y(2) = 0, 5

s krokem h = 0, 2.

Řešeńı: Podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı zadané úlohy jsou splněny:
Funkce p(x) = x2, p′(x) = 2x, q(x) = x a f(x) = 1 jsou spojité na intervalu 〈1, 2〉 ,
p(x) > 0 a q(x) ≥ 0 na tomto intervalu.
Sestav́ıme soustavu diskretizačńıch rovnic pro neznámé hodnoty řešeńı v uzlových bodech
x1 = 1, 2, x2 = 1, 4, x3 = 1, 6 a x4 = 1, 8.
Potřebné hodnoty funkćı p, q a f můžeme opět vypsat do tabulky:

i 0 1 2 3 4 5
xi 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

qi = xi 1,2 1,4 1,6 1,8
fi = 1 1 1 1 1
xi+1/2 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9

pi+1/2 = x2i+1/2 1,21 1,69 2,25 2,89 3,61
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Soustava diskretizačńıch rovnic pak je:

2, 948y1 − 1, 69y2 = 0, 04 + 1, 21 · 1
−1, 69y1 + 3, 996y2 − 2, 25y3 = 0, 04

− 2, 25y2 + 5, 204y3 − 2, 89y4 = 0, 04
− 2, 89y3 + 6, 572y4 = 0, 04 + 3, 61 · 0.5

Řešeńı této soustavy, zaokrouhlené na čtyři desetinná mı́sta, je v následuj́ıćı tabulce. Pro
srovnáńı uvád́ıme i hodnoty přesného řešeńı v uzlových bodech.

i 0 1 2 3 4 5
xi 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
yi 1 0,8337 0,7147 0,6253 0,5557 0,5

y(xi) 1 0,8333 0,7143 0,625 0,5556 0,5

Na obrázku 8.9 jsou vypočtené hodnoty znázorněny.

...
2
1

y
y

y

x

0.5

1

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Obrázek 8.9: K př́ıkladu 8.10 - nalezené přibližné řešeńı.

Poznámka. Každou lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu

y′′ + f1(x)y
′ + f2(x)y = f3(x) (8.39)

lze vhodnou úpravou převést na samoadjungovaný tvar −(p(x)y ′)′ + q(x)y = f(x), kde

p(x) = e
∫
f1(x) dx, q(x) = −f2(x)e

∫
f1(x) dx a f(x) = −f3(x)e

∫
f1(x) dx.

(Integračńı konstantu c v
∫
f1(x) dx voĺıme rovnu nule.)

Př́ıklad 8.11 Převed’te na samoadjungovaný tvar rovnici

y′′ − 2xy′ − 2y = x.
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Řešeńı: Podle předchoźı poznámky bude p(x) = e
∫
(−2x)dx = e−x

2
, q(x) = −(−2e−x2) a

f(x) = −xe−x2 . Tedy rovnice v samoadjungovaném tvaru je

−(e−x2y′)′ + 2e−x
2

y = −xe−x2 .

Snadno se můžeme přesvědčit, že použit́ım pravidla pro derivaci součinu a následným
vyděleńım rovnice −e−x2 dostaneme p̊uvodně zadanou rovnici.

Poznámka.Možná čtenáře napadla otázka, proč naopak samoadjungovanou rovnici nerozeṕı̌seme
na tvar 8.39, nenahrad́ıme zvlášt’ druhou a prvńı derivaci neznámé y a neřeš́ıme takto
vzniklou soustavu rovnic. To samozřejmě udělat můžeme. Samoadjungovaný tvar ale má
své výhody, rozhodně to neńı jen výmysl

”
zlých” matematik̊u. Mnoho úloh technické

praxe vyjde jako rovnice v samoadjungovaném tvaru př́ımo z podstaty řešeného problému
a tento typ úloh má svou podobu i u parciálńıch diferenciálńıch rovnic, tzn. u funkćı v́ıce
proměnných. Daľśı výhodou řešeńı rovnice v samoadjungovaném tvaru jsou výše popsané
př́ıznivé vlastnosti matice soustavy diskretizačńıch rovnic.

Obecněǰśı okrajové podmı́nky

Zat́ım jsem se zabývali pouze okrajovými podmı́nkami tvaru 8.31, tzn. měli jsme zadány
př́ımo hodnoty řešeńı v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 . V okrajových podmı́nkách se však
může vyskytovat také prvńı derivace hledaného řešeńı. Obecně mohou okrajové podmı́nky
vypadat takto:

α1 y
′(a) + α2 y(a) = α3

β1 y
′(b) + β2 y(b) = β3

(8.40)

αi, βi, i = 1, 2, 3, jsou reálná č́ısla. Některá z nich mohou být nulová - např. pro α1 = β1 = 0
dostaneme již probrané okrajové podmı́nky 8.31, ale nesmı́ být současně α1 i α2 rovno
nule ani současně β1 i β2 rovno nule.
Ukážeme, jak si s takovýmito okrajovými podmı́nkami poradit, řeš́ıme-li okrajovou úlohu
metodou śıt́ı. V předchoźı kapitole jsme ukázali, jak źıskáme soustavu diskretizačńıch
rovnic s neznámými y1, . . . , yn−1. V našem př́ıpadě ale máme o dvě neznámé v́ıce, hodnoty
řešeńı v krajńıch bodech a = x0 a b = xn, y0 a yn, nejsou okrajovými podmı́nkami
př́ımo zadány. Proto muśıme k soustavě diskretizačńıch rovnic přidat daľśı dvě rovnice. Ty
źıskáme z okrajových podmı́nek 8.40 nahrazeńım derivace diferenćı. To můžeme provést
několika zp̊usoby:

• Derivaci nahrad́ıme nejjednodušš́ım možným zp̊usobem,

y′(x0)
.
=

y1 − y0
h

, resp. y′(xn)
.
=

yn − yn−1
h

. (8.41)

K diskretizačńım rovnićım pak přidáme ještě rovnice

α1
y1 − y0

h
+ α2 y0 = α3

β1
yn − yn−1

h
+ β2 yn = β3

Tato metoda je velmi jednoduchá, má ovšem jeden háček. Vzorce 8.41 maj́ı malou přesnost,
jejich chyba je řádově h. K aproximaci derivaćı při sestavovańı diskretizačńıch rovnic však
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obvykle použ́ıváme přesněǰśı formule s chybou řádu h2. Mohlo by se zdát, že přidáńım
dvou méně přesných rovnic se toho moc nezkaźı, ale ukazuje se, že větš́ı nepřesnost aprox-
imace v krajńıch bodech ovlivńı velikost chyby ve všech bodech xi.

• Derivaci nahrad́ıme složitěǰśım vzorcem, zato s vyšš́ı přesnost́ı (chyba řádu h2):

y′(x0)
.
=
−3y0 + 4y1 − y2

2h
, resp. y′(xn)

.
=

yn−2 − 4yn−1 + 3yn
2h

(8.42)

Použit́ım této metody se vyhneme ztrátě přesnosti, která se objevuje u metody předchoźı.
Jistou nevýhodou však je, že přidáńım př́ıslušných rovnic můžeme přij́ıt o některé př́ıjemné
vlastnosti matice soustavy diskretizačńıch rovnic, např. diagonálńı dominanci.

• Derivaci můžeme také nahradit centrálńı diferenćı, tj.

y′(x0)
.
=

y1 − y−1
2h

, resp. y′(xn)
.
=

yn+1 − yn−1
2h

, (8.43)

kde y−1 a yn+1 jsou hodnoty řešeńı v tzv. fiktivńıch uzlech x−1 = a − h a xn+1 = b + h.
Vzorce 8.43 maj́ı chybu řádově h2. T́ımto zp̊usobem jsme si ale přidali daľśı dvě neznámé,
y−1 a yn+1, a muśıme proto k soustavě přidat ještě daľśı dvě rovnice. Ty źıskáme tak,
že budeme požadovat platnost rovnice 8.30 i v krajńıch bodech x0 a xn, neboli platnost
rovnic 8.32 i pro i = 0 a i = n.

8.2.2 Metoda střelby

Metoda střelby je daľśı významná metoda pro řešeńı okrajových úloh. Zde jen nast́ıńıme
jej́ı princip, nebot’ na d̊ukladné probráńı v obsáhlých osnovách tohoto kursu asi stejně
nezbude čas.
Základem metody střelby je převedeńı okrajové úlohy na úlohu počátečńı.
Připomeňme, že řeš́ıme diferenciálńı rovnici druhého řádu

y′′ = f(x, y, y′), y(a) = α, y(b) = β. (8.44)

U počátečńı úlohy druhého řádu muśıme znát hodnotu řešeńı v bodě a = x0 a hodnotu
derivace řešeńı v tomto bodě:

y′′ = f(x, y, y′), y(a) = α, y′(a) = γ. (8.45)

Kdybychom si za hodnotu derivace v bodě a určité γ zvolili, mohli bychom pomoćı některé
z metod popsaných v kapitole 8.1 naj́ıt přibližné řešeńı takovéto počátečńı úlohy. Jenomže
bychom se na konci s největš́ı pravděpodobnost́ı netrefili do požadovaného β. U metody
střelby je proto základńı otázka: Jak zvolit hodnotu derivace v bodě a, tj. pod jakým
úhlem zamı́̌rit (viz obrázky 8.7 a 8.8), abychom na konci intervalu zasáhli β, neboli aby
vyšlo y(b) = β?
V podstatě se jedná o řešeńı rovnice

y(γ, b) = β (8.46)

s neznámou γ, kde y(γ, b) označuje hodnotu řešeńı počátečńı úlohy s počátečńımi podmı́nkami
y(a) = α, y′(a) = γ v bodě b.
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K řešeńı takovéto rovnice lze použ́ıt např. analogii metody p̊uleńı intervalu z kapitoly 4.
Podař́ı-li se nám naj́ıt γ1 a γ2 takové, že y(γ1, b) < β a y(γ2, b) > β, vypočteme γ3 =

γ1+γ2
2

a dále pokračujeme s tou dvojićı
”
gam”, pro kterou vycháźı jedna hodnota řešeńı v bodě

b pod β a druhá nad β.

Shrnut́ı pojmů

Při numerickém řešeńı diferenciálńıch rovnic se nesnaž́ıme hledané řešeńı vyjádřit ve tvaru
funkce, ale hledáme pouze přibližné hodnoty řešeńı v uzlových bodech.
U počátečńıch úloh známe hodnotu řešeńı v bodě x0 z počátečńı podmı́nky. Přibližné
hodnoty řešeńı v daľśıch bodech pak poč́ıtáme pomoćı hodnoty řešeńı v jednom nebo
několika předchoźıch bodech.
U jednokrokových metod použ́ıváme hodnotu řešeńı v jediném předchoźım bodě. Nej-
jednodušš́ı jednokrokovou metodou je metoda Eulerova. Nejpouž́ıvaněǰśı z jednokrokových
metod je metoda Runge-Kutta 4. řádu. Výpočet pomoćı ńı je sice pracný, v každém kroku
muśıme čtyřikrát vyč́ıslit funkčńı hodnotu pravé strany řešené diferenciálńı rovnice, ale
to je vyváženo jej́ı vysokou přesnost́ı.
K odhadu chyby a př́ıpadnému ř́ızeńı délky kroku se u jednokrokových metod často
použ́ıvá metoda polovičńıho kroku, kdy do stejného bodu dojdeme zvolenou metodou
jednak s krokem délky h, jednak s krokem délky h/2, a pomoćı takto źıskaných výsledk̊u
odhadneme chybu.
U k-krokových metod použ́ıváme k výpočtu přibližného řešeńı v daľśım uzlovém bodě k
předchoźıch hodnot. Na počátku, pro výpočet v prvńıch k uzlech, proto muśıme použ́ıt
vhodnou jednokrokovou metodu a pak teprve pokračovat metodou v́ıcekrokovou.
Vı́cekrokové metody se obvykle nepouž́ıvaj́ı samostatně, ale ve dvojici - tzv. metoda
prediktor-korektor. Přibližnou hodnotu řešeńı nejprve vypočteme pomoćı explicitńı v́ıcekrokové
metody, prediktoru, a pak ji zpřesńıme pomoćı implicitńı metody, korektoru.
Soustavy diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu se řeš́ı velmi podobně jako jediná rovnice,
až na to, že mı́sto jediné funkce f a skalár̊u yi pracujeme s vektory (n-ticemi) funkćı a
hodnot řešeńı.
Diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s počátečńımi podmı́nkami se nejprve převedou na
soustavu rovnic prvńıho řádu, kterou pak řeš́ıme obvyklým zp̊usobem.
Řešeńı okrajových úloh je od řešeńı počátečńıch úloh dosti odlǐsné. Opět sice hledáme
řešeńı pouze v uzlových bodech, ale nemůžeme postupovat od uzlu k uzlu jako u počátečńıch
úloh, muśıme brát v úvahu i podmı́nku na konci intervalu. U metody śıt́ı požadujeme
platnost diferenciálńı rovnice ve všech vnitřńıch uzlech. Derivace vyskytuj́ıćı se v rovnici
nahrad́ıme diferencemi, přidáme okrajové podmı́nky, a t́ım źıskáme tzv. soustavu diskretizačńıch
rovnic pro neznámé hodnoty řešeńı v uzlových bodech. V př́ıpadě lineárńı diferenciálńı
rovnice se vždy jedná o soustavu lineárńıch rovnic.
Speciálńı tvar diskretizačńı soustavy obdrž́ıme pro rovnici v samoadjungovaném tvaru.
Matice vzniklé soustavy lineárńıch rovnic má z hlediska jej́ıho řešeńı př́ıznivé vlastnosti.
Na samoadjungovaný tvar lze převést každou lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu,
mnoho rovnic však v tomto tvaru vyjde

”
samo od sebe”, z podstaty řešeného problému.
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8.3 Otázky a př́ıklady ke cvičeńı

U následuj́ıćıch výrok̊u rozhodněte, zda se jedná o výrok pravdivý či nepravdivý.

Otázka 8.1 Všechny zde probrané metody slouž́ı pro nalezeńı přiblǐzných hodnot obecného
řešeńı zkoumané rovnice.

Otázka 8.2 Eulerovou metodou najdeme přiblǐzné hodnoty řešeńı ve všech bodech inter-
valu 〈x0, xn〉 .

Otázka 8.3 Globálńı chyba je rozd́ıl přesného a přiblǐzného řešeńı v daném uzlovém bodě.

Otázka 8.4 Metody Runge-Kutta patř́ı mezi jednokrokové metody.

Otázka 8.5 Chceme-li použ́ıt metodu Runge-Kutta, muśıme vždy napřed naj́ıt obecné
řešeńı zkoumané diferenciálńı rovnice.

Otázka 8.6 U k-krokových metod najdeme pomoćı řešeńı v jediném uzlovém bodě xi
přiblǐzné hodnoty řešeńı v k daľśıch uzlových bodech současně.

Otázka 8.7 Vı́cekrokové metody nelze použ́ıt samostatně, vždy je potřeba řešeńı v prvńıch
několika uzlech naj́ıt pomoćı vhodné jednokrokové metody.

Otázka 8.8 Metody prediktor-korektor jsou vždy kombinaćı jedné explicitńı a jedné im-
plicitńı v́ıcekrokové metody.

Otázka 8.9 Každá okrajová úloha má právě jedno řešeńı.

Otázka 8.10 Při řešeńı okrajové úlohy metodou śıt́ı muśıme vždy vyřešit soustavu rovnic.

Otázka 8.11 Každou lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu lze převést na samoad-
jungovaný tvar.

Př́ıklad 8.1 Eulerovou metodou najděte řešeńı počátečńı úlohy y ′ = x
y
, y(1) = 2 na in-

tervalu 〈1, 2〉 s krokem h = 0,2. Najděte i přesné řešeńı této úlohy a vypočtěte globálńı
chybu v každém uzlu.
Pomoćı źıskaných výsledk̊u pak vypočtěte přiblǐznou hodnotu řešeńı v bodě x = 1,3 -
použijte lineárńı interpolaci.

Př́ıklad 8.2 Řešeńı úlohy z př́ıkladu 1 najděte se stejným krokem metodou Runge-Kutta
4. řádu. Opět vypočtěte globálńı chybu v každém uzlu.

Př́ıklad 8.3 Eulerovou metodou řešte počátečńı úlohu y ′ = x2+ y2, y(1) = −1. Proved’te
jeden krok s h = 0,05. Pak metodou polovičńıho kroku odhadněte chybu a zpřesněte řešeńı.

Př́ıklad 8.4 Metodou Runge-Kutta 4. řádu řešte počátečńı úlohu y ′ = x2 − y2, y(1) = 0.
Proved’te jeden krok s h = 0,2. Pak metodou polovičńıho kroku odhadněte chybu a zpřesněte
řešeńı.
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Př́ıklad 8.5 Soustavu diferenciálńıch rovnic
y′ = xy + z y(0) = 0
z′ = y2 z(0) = 2

řešte metodou Runge-Kutta 4. řádu s krokem h = 0,1. Proved’te 2 kroky.

Př́ıklad 8.6 Rovnici y′′ =
xy′

y
s počátečńımi podmı́nkami y(0) = 2, y′(0) = −1 převed’te

na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu, a tu pak řešte s krokem h = 0,1 Eulerovou metodou.
Najděte přiblǐzné hodnoty řešeńı v bodech 0,1 a 0,2.

Př́ıklad 8.7 a) Metodou śıt́ı řešte s krokem h = 0,25 okrajovou úlohu −y ′′ + y

x2
= −5x,

y(1) = 1, y(2) = 8. Prověřte, že jsou splněny podmı́nky zaručuj́ıćı existenci jediného řešeńı
zadané úlohy.
b) Ověřte, že y = x3 je řešeńım zadané okrajové úlohy. Kdyby se v řešeńı a) všude poč́ıtalo
s přesnými č́ısly, bez zaokrouhlováńı, vyšly by hodnoty řešeńı v uzlových bodech metodou
śıt́ı přesně. Proč?

Př́ıklad 8.8 Okrajovou úlohu y′′ +
y′

x
− xy = 1, y(0,1) = 1, y(0,6) = 0 převed’te na

samoadjungovaný tvar a pak ji vyřešte metodou śıt́ı s krokem h = 0,1. Ověřte, že jsou
splněny podmı́nky zaručuj́ıćı existenci jediného řešeńı zadané úlohy.

Odpovědi na otázky a řešeńı př́ıklad̊u viz 9.7

Programovaćı úlohy

Zda budou funkce f(x, y), p(x), q(x) apod. zadány př́ımo v programu, nebo se budou
zadávat z klávesnice, ponecháme na zkušenosti a odvaze programátora. Totéž plat́ı pro
kresleńı grafu nalezeného přibližného řešeńı.

Programovaćı úloha 1 Napǐste program, který najde řešeńı počátečńı úlohy y ′ = f(x, y),
y(x0) = y0 na zadaném intervalu 〈x0, b〉 Eulerovou metodou s krokem h.

Programovaćı úloha 2 Napǐste program, který najde řešeńı počátečńı úlohy y ′ = f(x, y),
y(x0) = y0 na zadaném intervalu 〈x0, b〉 metodou Runge-Kutta s krokem h.

Programovaćı úloha 3 * Napǐste program, který najde řešeńı počátečńı úlohy y ′ =
f(x, y), y(x0) = y0 na zadaném intervalu 〈x0, b〉 Eulerovou metodou nebo metodou
Runge-Kutta s přesnost́ı ε. (Použijte metodu polovičńıho kroku.)

Programovaćı úloha 4 Napǐste program, který najde řešeńı rovnice v samoadjungo-
vaném tvaru, −(p(x)y′)′+q(x)y = f(x), s okrajovými podmı́nkami y(a) = α, y(b) =
β metodou śıt́ı s krokem h.
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9 Výsledky

9.1 Výsledky cvičeńı 1.5

Otázky: 1.1-A, 1.2-N, 1.3-N, 1.4-A, 1.5-N (Např. pro x̂ = 1, 23 a ŷ = 2, 34 a n = 1 tvrzeńı
neplat́ı.), 1.6-A

9.2 Výsledky cvičeńı 2.5

Otázky: 2.1-N, 2.2-A, 2.3-N, 2.4-A, 2.5-N, 2.6-A, 2.7-A, 2.8-N, 2.9-N.

9.3 Výsledky cvičeńı 3.3

Otázky: 3.1-A, 3.2 -A, 3.3-N, 3.4-N, 3.5-N, 3.6-A, 3.7-N, 3.8-N, 3.9-A.

Výsledky př́ıklad̊u

ad 3.1 x
.
= 0, 68, y

.
= −0, 06.

ad 3.2 x
.
= −1, 29, y .

= 0, 36, z
.
= −0, 35.

ad 3.3 Podm. konv. jsou splněny - matice soustavy je ryze řádkově diag. dominantńı.
(x(1), y(1), z(1)) = (−0, 6; 0, 52;−0, 3125), (x(2), y(2), z(2)) .

= (−0, 7561; 0, 5305;−0, 4688),
(x(3), y(3), z(3))

.
= (−0, 7967; 0, 5242;−0, 4899),

ad 3.4 Podm. konv. jsou splněny - matice soustavy je ryze řádkově diag. dominantńı.
(x(1), y(1), z(1))

.
= (0, 8929; 0, 3929;−0, 5020), (x(2), y(2), z(2)) .

= (1, 0129; 0, 3339;−0, 5004),
(x(3), y(3), z(3))

.
= (1, 0002; 0, 3333;−0, 5000), (x(4), y(4), z(4)) .

= (1, 0000; 0, 3333;−0, 5000),
přesnosti je dosaženo, (x, y, z)

.
= (1, 000; 0, 333;−0, 500).

ad 3.5 Pro zadanou soustavu podm. konv. nejsou splněny. Soustavu můžeme vynásobit
matićı AT . T́ım dostaneme soustavu, jej́ıž matice je symetrická a pozitivně definitńı,
což zaručuje konvergenci G.-S. metody. Takto vzniklá soustava je

17x − 6y − 5z = −28
−6x + 5y + 8z = 7
−5x + 8y + 17z = 2

Prvńı dvě iterace: (x(1), y(1), z(1))
.
= (−1, 647;−0, 576;−0, 096), (x(2), y(2), z(2))

.
=

(−1, 879;−0, 702;−0, 105). (Jiná možnost úpravy soustavy je pomoćı přehazováńı
rovnic a přič́ıtáńı vhodných násobk̊u jedné rovnice k druhé doćılit toho, aby matice
soustavy byla diag. dom. Tento postup však vyžaduje značnou dávku štěst́ı a pokud
neńı vhodná úprava na prvńı pohled patrná, nelze ho doporučit.)

9.4 Výsledky cvičeńı 4.3

Otázky: 4.1-A, 4.2-N, 4.3-N, 4.4-A, 4.5-N, 4.6-A, 4.7-A, 4.8-A, 4.9-N, 4.10-N.
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Výsledky př́ıklad̊u

ad 4.1 Rovnice má právě 2 kořeny. Větš́ı je v int. 〈2, 3〉 . Půleńı: 〈2,5; 3〉 , 〈2,5; 2,75〉 ,
〈2,625; 2,75〉 , přesnosti je dosaženo, x

.
= 2,7.

Menš́ı je v int. 〈1, 2〉 . Regula falsi: x0 = 1,148, x1 = 1,068, x2 = 1,065, přesnosti je
dosaženo, x

.
= 1,06.

ad 4.2 Kořen lež́ı v 〈−2,−1〉 . x0 = −2, x1 = −1, 645161, x2 = −1, 485724, x3 =
−1, 453806, x4 = −1, 452628, x5 = −1, 452627. x .

= −1, 45263.

ad 4.3 Rovnice má dva kořeny. Pro kořen z intervalu 〈0, 1〉 je vhodná např. iteračńı fce
g(x) = e

x
2
−1 : x0 = 1, x1 = 0,607, x2 = 0,498, x3 = 0,472, x4 = 0,466, x

.
= 0,47.

Pro kořen z 〈5, 6〉 g(x) = 2 ln x + 2 : x0 = 5, x1 = 5,219, x2 = 5,305, x3 = 5,337,
x4 = 5,349, x5 = 5,354, x

.
= 5,35

ad 4.4 x
.
= 0,31416.

ad 4.5 Hledáme kořen rovnice f ′(x) = 0. Vyjde x
.
= 0,42. Ověřeńı, že jde skutečně o

lok. maximum, lze provést např. pomoćı f ′′.

ad 4.6 (x1, y1) = (1,25; 0,25), (x2, y2) = (1,2332; 0,2126), (x3, y3) = (1,2333; 0,2122),
přesnosti je dosaženo, (x, y)

.
= (1,233; 0,212).

ad 4.7 Vhodné iteračńı funkce jsou např. g1(x, y) =
√
x− y + 0, 5, g2(x, y) = x2−y

5x
.

Zvoĺıme-li (x0, y0) = (1, 0), s těmito funkcemi bude (x1, y1) = (1,2247; 0,2), (x2, y2) =
(1,2348; 0,2123), (x3, y3) = (1,2339; 0,2128), přesnosti je dosaženo.

ad 4.8 (x1, y1, z1) = (3/4, 5/3, 3/4).

ad 4.9 Návod: Najděte rovnici tečny ke grafu funkce f v bodě [xk, f(xk)] a pak pr̊useč́ık
tečny s osou x.

ad 4.10 Návod: Najděte rovnici př́ımky dané body [a, f(a)] a [b, f(b)] a pak pr̊useč́ık
této př́ımky s osou x.

9.5 Výsledky cvičeńı 5.4

Otázky: 5.1-A, 5.2-A, 5.3-N, 5.4-A, 5.5-A, 5.6-N, 5.7-N, 5.8-A.

Výsledky př́ıklad̊u

ad 5.1 L2(x) = 2x2 − x+ 3. Zkouška: Ověř́ıme, že L2(−1) = 6, L2(0) = 3 a L2(2) = 9.

ad 5.2 L2(x) =
f0−2f1+f2

2h2
(x− x1)

2 + f2−f0
2h

(x− x1) + f1.

ad 5.3 N2(x) = 6 − 3(x + 1) + 2(x + 1)x. Po přidáńı daľśıho bodu: N3(x) = N2(x) −
0,65(x+ 1)x(x− 2).
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ad 5.4 a) Uzly jsou ekvidistantńı. N4(x) = 0 + q
1!
· 0,7174− q(q−1)

2!
· 0,4351− q(q−1)(q−2)

3!
·

0,1712 + q(q−1)(q−2)(q−3)
4!

· 0,3678, q = x−0
0,8

Pro x = 1 je q = 1,25, sin 1
.
= N4(1)

.
=

0,8417. b) Použijeme uzly x1 = 0,8, x2 = 1,6. Lineárńı interp. pol. lze vyjádřit např.
takto: N1(x) = 0,7174+q ·0,2822, q = x−0,8

0,8
. sin 1

.
= N1(1)

.
= 0,7879 (za q se dosadilo

0,25). Přesná hodnota je sin 1
.
= 0,8415. Pro lineárńı interpolaci byl krok mezi uzly

př́ılǐs velký.

ad 5.5 Soustava, kterou je nutno vyřešit: 6c1 + c2 = −9; c1 + 6c2 = −159. Splajn:
x ∈ 〈−3,−1〉 : S0(x) = −5 + 2(x+ 3) + 0,5(x+ 3)3

x ∈ 〈−1, 0〉 : S1(x) = 3 + 8(x+ 1) + 3(x+ 1)2 − 10(x+ 1)3

x ∈ 〈0, 2〉 : S2(x) = 4− 16x− 27x2 + 4,5x3

S(−2) = S0(−2) = −2,5, S(−0,1) = S1(−0,1) = 5,34, S(1) = S2(1) = −34,5.

ad 5.6 Soustava, kterou je nutno vyřešit: 3,2c1+0,8c2 = −1,6318; 0,8c1+3,2c2+0,8c3 =
−2,2737; 0,8c2 + 3,2c3 = −1,5365.
Splajn: x ∈ 〈0; 0,8〉 : S0(x) = 0,9974x− 0,1573x3,
x ∈ 〈0,8; 1,6〉 : S1(x) = 0,7174+0,6953(x−0,8)−0,3776(x−0,8)2−0,0631(x−0,8)3

x ∈ 〈1,6; 2,4〉 : S2(x) = 0,9996−0,0302(x−1,6)−0,5292(x−1,6)2+0,0755(x−1,6)3

x ∈ 〈2,4; 3,2〉 : S3(x) = 0,6755−0,7318(x−2,4)−0,3479(x−2,4)2+0,1449(x−2,4)3

sin 1
.
= S1(1)

.
= 0,8408

ad 5.7 f ′(x) = 1+ex > 0⇒ f je rostoućı⇒ f je prostá⇒ existuje funkce k ńı inverzńı
(neboli ke každému y ∈ H(f) lze jednoznačně určit x takové, že f(x) = y). Hodnoty
inverzńı funkce pro y = 0, y = 0,5 a y = 1 najdeme postupně jako řešeńı rovnic
x + ex = 0, x + ex = 0,5 a x + ex = 1. Vyjde f−1(0)

.
= −0,567, f−1(0,5)

.
= −0,266,

f−1(1) = 0.

Interpolačńı polynom (v Newtonově tvaru): N2(x) = −0,567+ q
1!
·0,301− q(q−1)

2!
·0,035,

q = x−0
0,5

. f−1(0,3)
.
= N2(0,3)

.
= −0,382 (za q se dosad́ı 0,6), f−1(0,9)

.
= N2(0,9)

.
=

−0,050 (za q se dosad́ı 1,8).

ad 5.8 Soustava normálńıch rovnic: 6c0 + 15c1 = 3, 579; 15c0 + 55c1 = 28, 939. Př́ımka:
y = −2, 259 + 1, 142x.

ad 5.9 y = 7, 340− 8, 243x+ 2, 047x2

ad 5.10 Soustava normálńıch rovnic obecně:
c0(n+ 1) + c1

∑
sinxi + c2

∑
cos xi =

∑
yi

c0
∑

sin xi + c1
∑

sin2 xi + c2
∑

sin xi cos xi =
∑

yi sinxi
c0
∑

cos xi + c1
∑

sin xi cos xi + c1
∑

cos2 xi =
∑

yi cos xi .
Konkrétně pro zadané body:
11c0 − 1, 47c2 = 13, 43 ; 6, 09c1 = 6, 31 ; −1, 47c0 + 4, 91c2 = −10.47.
Řešeńı: y = 0, 98 + 1, 04 sin x− 1, 84 cos x.

9.6 Výsledky cvičeńı 6.3

Otázky: 6.1-N, 6.2-A, 6.3-N (byla by to pravda, kdybychom se nedopouštěli zaokrouhlo-
vaćıch chyb), 6.4-N, 6.5-A, 6.6-A, 6.7-A.
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Výsledky př́ıklad̊u

ad 6.1 a) Např. podle 6.1 ve všech kromě posledńıho uzlu, v něm podle 6.2:
G′(1)

.
= 0,3750, G′(1, 1)

.
= 0, 3010, G′(1, 2)

.
= 0, 2370, G′(1, 3)

.
= 0, 2370.

b) G′(1)
.
= 0,4120, G′(1, 1)

.
= 0, 3380, G′(1, 2)

.
= 0, 2690, G′(1, 3)

.
= 0, 2050.

Přesně: G′(x) = 2√
π
e−x

2
. Zaokrouhleno na 4 desetinná mı́sta: G′(1) = 0,4151,

G′(1, 1) = 0, 3365, G′(1, 2) = 0, 2673, G′(1, 3) = 0, 2082.

ad 6.2 Návod: L2(x) zderivujte, do derivace dosad’te jednotlivé uzly. Pro vzorec 6.6
vypočtěte druhou derivaci L2.

ad 6.3 Návod: Vypočtěte
∫ x1+h

x1−h L2(x) dx. Je vhodné použ́ıt substituci za x− x1.

ad 6.4 a) π
4

.
= 0, 79 b) π

12
(2
√
2 + 1)

.
= 1, 002. Přesně: 1.

ad 6.5 a) L4
.
= 0, 6586 b) L8 = L4/2+0, 125(f(1, 125)+f(1, 375)+f(1, 625)+f(1, 875))

.
=

0, 6592. (Přesně 0,6593)

ad 6.6 S6
.
= 0, 9103147 (přesně 0,9103140).

ad 6.7 L4 = 1, 55, S4
.
= 1, 567, přesně π

2

.
= 1, 571.

ad 6.8 S4
.
= 0, 31

ad 6.9 f ′′(x) = 1/(1 + x2)3/2, maximum f ′′ na intervalu 〈0, 1〉 je 1 ⇒ |E| ≤ (1−0)3
12·42 · 1 =

1
192

.
= 0, 005.

ad 6.10 f (4)(x) = −21+2 cos2 x
sin4 x

, |f (4)(x)| = 21+2 cos
2 x

sin4 x
. To je funkce na intervalu 〈π/4, π/2〉

klesaj́ıćı ⇒ dosahuje maxima pro x = π/4, |f (4)(π/4)| = 16. m najdeme tak, aby
(π/4)5

180m4
· 16 < 10−4. Vyjde m > 14, 8, tedy m = 16.

9.7 Výsledky cvičeńı 8.3

Otázky: 8.1-N, 8.2-N, 8.3-A, 8.4-A, 8.5-N, 8.6-N, 8.7-A, 8.8-A, 8.9-N, 8.10-A, 8.11-A.

Výsledky př́ıklad̊u

ad 8.1 x0 = 1, y0 = 2; x1 = 1,2, y1 = 2,1; x2 = 1,4, y2
.
= 2,214; x3 = 1,6, y3

.
= 2,341;

x4 = 1,8, y4
.
= 2,477; x5 = 2, y5

.
= 2,623. Přesné řešeńı je y =

√
x2 + 3. Chyby:

e1
.
= 0,007, e2

.
= 0,013, e3

.
= 0,017, e4

.
= 0,021, e5

.
= 0,023.

Přibližnou hodnotu řešeńı v
”
neuzlovém” bodě 1,3 vypočteme pomoćı interpolačńıho

polynomu s uzly x1 a x2 (protože 1,3 lež́ı v intervalu 〈x1, x2〉). Interpolačńı polynom:
L1(x) = 2,1 x−1,4

−0,2 + 2,214 x−1,2
0,2

, y(1,3)
.
= L(1,3) = 2,157.

ad 8.2 y0 = 2, y1
.
= 2,1071309, y2

.
= 2,2271059, y3

.
= 2,3579654, y4

.
= 2,4979994,

y5
.
= 2,6457516. Chyby: e1

.
= 10−7, e2, e3, e4

.
= 2 · 10−7, e5 .

= 3 · 10−7.
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ad 8.3 S krokem h = 0,05 : y(1,05; 0,05) = −0,9. S krokem h = 0,025 : y(1,05; 0,025)
.
=

−0,9012. Chyba hodnoty dosažené s h = 0,05 je přibližně 21

21−1(y(1,05; 0,025) −
y(1,05; 0,05))

.
= −0,0024, chyba pro polovičńı krok je přibližně 1

21−1(y(1,05; 0,025)−
y(1,05; 0,05))

.
= −0,0012. Zpřesněná hodnota řešeńı v bodě x = 1,05 :

21y(1,05;0,025)−y(1,05;0,05)
21−1

.
= −0,9023. (Pro srovnáńı, přesná hodnota, zaokrouhl. na 4

mı́sta, je −0,9022)

ad 8.4 S krokem h = 0,2 : y(1,2; 0,2) = 0,23913405. S krokem h = 0,1 : y(1,2; 0,1)
.
=

0,23914827. Chyba hodnoty dosažené s h = 0,2 je přibližně 24

24−1(y(1,2; 0,1)−y(1,2; 0,2))
.
=

2 ·10−5, chyba pro polovičńı krok je přibližně 1
24−1(y(1,2; 0,1)−y(1,2; 0,2))

.
= 9 ·10−7.

Zpřesněná hodnota řešeńı v bodě x = 1,2 :
24y(1,2;0,1)−y(1,2;0,2)

24−1
.
= 0,23914922. (Pro srovnáńı, přesná hodnota, zaokrouhl. na 8 mı́st,

je 0,23914919)

ad 8.5 1. krok: x1 = 0,1, y1
.
= 0,200701, z1

.
= 2,001339

2. krok: x2 = 0,2, y2
.
= 0,405919, z2

.
= 2,010853

ad 8.6 Př́ıslušná soustava rovnic: y′ = z, y(0) = 2; z′ = xz/y, z(0) = −1.
Řešeńı soustavy: x1 = 0,1, y1 = 1,9, z1 = −1; x2 = 0,2, y2 = 1,8, z2

.
= −1,005.

Přibližné řešeńı p̊uvodńı rovnice druhého řádu v bodě 0,1, resp. 0,2, je y1 = 1,9,
resp. y2 = 1,8.

ad 8.7 a) Funkce σ(x) = 1
x2

a f(x) = −5x jsou na intervalu 〈1, 2〉 spojité a σ(x) > 0 ⇒
okrajová úloha má jediné řešeńı.
Soustava diskr. rovnic: 2, 0400y1 − y2 = 0, 6094; −y1 + 2, 0278y2 − y3 = −0, 4688;
−y2 + 2, 0204y3 = 7, 4531
Přibližné řešeńı:x0 = 1, y0 = 1; x1 = 1,25, y1 = 1,9531; x2 = 1,5, y2 = 3,3750;
x3 = 1,75, y4 = 5,3594; x5 = 2, y5 = 8.
b) Ověřeńı: L = −(x3)′′ + x3

x2
= −6x+ x = −5x = P, y(1) = 13 = 1, y(2) = 23 = 8.

Řešeńı metodou śıt́ı vyjde přesně, protože použitý diferenčńı vzorec
y′′(xi) = y(xi−1)−2y(xi)+y(xi+1)

h2
je přesný pro polynomy stupně třet́ıho - chyba je

−h2

12
y(4)(ξ) (viz vzorec 6.6). Pro y(x) = x3 je chyba rovna 0.

ad 8.8 Samoadjungovaný tvar:−(xy′)′+x2y = −x. Existence jediného řešeńı je zaručena,
protože p(x) = x, p′(x) = 1, q(x) = x2 i f(x) = −x jsou na intervalu 〈0,1; 0,6〉 spo-
jité funkce a p(x) > 0, q(x) ≥ 0 na tomto intervalu.
Soustava diskr. rovnic: 0,4004y1 − 0,25y2 = 0,148; −0,25y1 + 0,6009y2 − 0,35y3 =
−0,003; −0,35y2 + 0,8016y3 − 0,45y4 = −0,004; −0,45y3 + 1,0025y4 = −0,005
Přibližné řešeńı soustavy: x0 = 0,1, y0 = 1; x1 = 0,2, y1 = 0,5923; x2 = 0,3,
y2 = 0,3566; x3 = 0,4, y3 = 0,1977; x4 = 0,5, y4 = 0,0838; x5 = 0,6, y5 = 0.
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