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I. Aproximace funkcí

1 Numerické úlohy v analýze a aproximace funkcí

1.1 Modelování úloh matematické analýzy na po£íta£i.

P°edm¥tem studia matematické analýzy jsou funkce a operace s nimi. Typickými úlo-
hami matematické analýzy jsou nap°. výpo£et integrálu z dané funkce p°es interval, výpo£et
hodnoty derivace, °e²ení diferenciálních rovnic nebo i pouhé stanovení hodnoty funkce v
n¥kterém bod¥. Pro úlohy matematické analýzy je charakteristické, ºe zpravidla nejde o
numerické úlohy, tj. takové úlohy, kde vstupní i výstupní data jsou vektory o kone£ném
po£tu sloºek [21]. Protoºe na po£íta£i m·ºeme p°ímo modelovat (naprogramovat) pouze
úlohy numerické (p°íkladem mohou slouºit úlohy lineární algebry, viz [21]), bývá p°i °e²ení
úloh matematické analýzy na po£íta£i nezbytným p°ípravným krokem p°ibliºné nahrazení
(aproximace) dané matematické úlohy úlohou numerickou. Numerické metody matematické
analýzy mají proto pon¥kud jiný charakter neº numerické metody algebry.

Jedním ze základních úkol· numerických metod matematické analýzy je studium apro-
ximací funkcí. P°i numerickém °e²ení úloh matematické analýzy totiº £asto nahrazujeme
danou funkci f , vystupující v °e²ené matematické úloze, jinou funkcí ϕ, která v n¥jakém
vhodném smyslu napodobuje funkci f a snadno se p°itom matematicky zpracovává £i mo-
deluje na po£íta£i. Tuto funkci ϕ pak nazýváme aproximací (p°iblíºením) funkce f .

Oblasti matematiky, v nichº pouºíváme aproximace, jsou zna£n¥ r·znorodé. V tomto
se²it¥ se budeme zabývat p°eváºn¥ t¥mi úlohami matematické analýzy, jejichº vstupními a
výstupními daty jsou reálné funkce jedné reálné prom¥nné. Jiº pouhý výpo£et funk£ních
hodnot takových funkcí na po£íta£i se provádí uºitím aproximací ϕ, jejichº hodnoty se dají
vypo£ítat pomocí kone£ného po£tu aritmetických a logických operací.1) Tyto aproximace
jsou ov²em pro °adu funkcí jiº zabudovány do výpo£etního systému a uºivatel po£íta£e si
£asto ani neuv¥domuje, ºe pí²e-li ve svém programu nap°. Y=SIN(X), nahrazuje výpo£et
hodnoty funkce sin x nap°. výpo£tem hodnoty jistého polynomu.

Jiným typickým p°íkladem jsou numerické metody pro výpo£et ur£itého integrálu z
funkce f . Zde nahrazujeme funkci f funkcí ϕ, která se snadno integruje, nap°. polynomem.

Dal²í oblastí numerické matematiky zaloºenou na uºití aproximací je zpracování vý-
sledk· m¥°ení. Hledáme tu zpravidla jednoduchý analytický výraz vyjad°ující (p°ibliºn¥)
funk£ní závislost, zadanou tabulkou nam¥°ených hodnot.

P°i pouºití aproximací tedy místo p·vodní úlohy, ve které vystupovala funkce f , °e²íme
úlohu, v níº místo f vystupuje její aproximace ϕ. To má ov²em za následek, ºe výsled-
kem výpo£tu nebude p°esné °e²ení p·vodní úlohy. Úkolem numerických metod analýzy je

1) To jsou totiº nejobecn¥j²í funkce, jejichº hodnoty se dají na po£íta£i p°ímo vy£íslit.

9



proto také zkoumat, co m·ºeme °íci o odchylce získaného p°ibliºného °e²ení od p°esného
(teoretického) °e²ení dané úlohy.

1.2 P°íklad.

Hledejme na intervalu
〈
0, 1

2

〉
°e²ení po£áte£ní úlohy

(1.2.1) y′′ = −xy, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Úloha (1.2.1) není numerická úloha, nebo´ ani funkci y, ani její derivace y′, y′′ nem·-
ºeme speci�kovat kone£ným po£tem £ísel. Tuto matematickou úlohu m·ºeme aproximovat
numerickou úlohou nap°. tak, ºe jako výstupní data budeme hledat aproximaci °e²ení y
pro x = h, 2h, 3h, ..., 1

2
, h = 1/(2N) , kde N je p°irozené £íslo, a rovnici (1.2.1) aproximu-

jeme vhodnou diferen£ní rovnicí [21]. Výsledkem tohoto postupu bude p°evedení po£áte£ní
úlohy (1.2.1) na výpo£et p°ibliºných hodnot °e²ení v uvedených bodech x = h, 2h, 3h, ...
pomocí jistých rekurentních vzorc·, které se dají na po£íta£i bez v¥t²ích problém· na-
programovat. Nep°esnost takto získaného p°ibliºného °e²ení se dá odhadnout postupy, o
kterých pojednáme v kap. III.

Jiný moºný p°ístup k numerickému °e²ení úlohy (1.2.1) spo£ívá v tom, ºe °e²ení (1.2.1)
aproximujeme spojitou funkcí, která se dá spolu se svými derivacemi speci�kovat kone£ným
po£tem parametr·. P°íkladem takové funk-ce je polynom.

Hledejme nap°. polynom p(x) = a+bx+cx2+dx3 t°etího stupn¥, který co nejlépe spl¬uje
ob¥ po£áte£ní podmínky a rovnici (1.2.1). Postupným derivováním dostaneme p′(x) =
= b + 2cx + 3dx2, p′′(x) = 2c + 6dx. Po£áte£ní podmínky m·ºeme splnit p°esn¥, sta£í
poloºit a = 1, b = 0. Máme tedy p(x) = 1 + cx2 + dx3.

Dosa¤me p(x) do diferenciální rovnice (1.2.1). Dostaneme 2c+6dx = −x(1+cx2 +dx3)
neboli 2c + 6dx = −x − cx3 − dx4. Porovnáním koe�cient· u stejných mocnin xk pro
k = 0, 1, 3, odtud dostane-me c = 0, d = −1

6
. Diferenciální rovnici tedy nesplníme p°esn¥,

ale s chybou −dx4 = x4/6. Nalezené p°ibliºné °e²ení je tvaru

(1.2.2) p(x) = 1− 1

6
x3.

Z na²eho postupu vyplývá, ºe p(x) je p ° e s n ým °e²ením po£áte£ní úlohy

(1.2.3) y′′ = −xy +
1

6
x4, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Toto je rovn¥º jeden ze zp·sobu, kterými nás numerická matematika informuje o p°es-
nosti získaného p°ibliºného °e²ení: Ukáºe se, ºe p°ibliºné °e²ení je p°esným °e²ením po-
ru²ené p·vodní úlohy, a udá se n¥jaká informace o velikosti této poruchy. Je-li p·vodní
matematická úloha dob°e podmín¥ná, tj. stabilní v·£i takovým poruchám, lze pak usuzo-
vat na velikost odchylky p°esného a p°ibliºného °e²ení dané úlohy. V na²em p°ípad¥ pro
x ∈

〈
0, 1

2

〉
, platí x4/6 5 1

96
. Z (1.2.2) dostáváme p(0, 5) $ 0, 979; dá se ukázat, ºe odchylka

této hodnoty od y(0, 5) je men²í neº 1
2
· 10−4.
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1.3 T°ídy aproximujících funkcí.

V celé této kapitole se budeme zabývat aproximacemi s p o j i t ý c h f u n k c í j e d n é
p r om ¥ n n é. P°i výb¥ru vhodné aproximace postupujeme v numerické matematice tak, ºe
p°edem zvolíme tvar aproximující funkce, ve kterém vystupují n¥které prom¥nné parametry,
a hodnoty parametr· se pak snaºíme ur£it tak, aby získaná aproximace vyhovovala na²im
poºadavk·m. Tak nap°. v odst. 1.2 jsme volili aproximaci °e²ení ve tvaru polynomu

a + bx + cx2 + dx3.

V²imn¥me si také toho, ºe uvedený polynom je lineární kombinací funkcí 1, x, x2, x3.
Obecn¥ se p°i výb¥ru aproximace velmi £asto postupuje takto: Zvolíme nejprve pevn¥

systém jednoduchých základních funkcí ϕ0, ϕ1, ...ϕn takových, které se snadno matematicky
zpracovávají nebo se s nimi dob°e pracuje na po£íta£i. Danou funkci f pak aproximujeme
lineární kombinací ϕ základních funkcí:

(1.3.1) ϕ(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + ... + cnϕn(x).

Otázka výb¥ru aproximace k funkci f se tak p°evádí na ur£ení hodnot parametr· c0, c1, ..., cn

podle n¥jakého kritéria vhodného pro tu £i onu konkrétní úlohu: (K °e²ené úloze p°ípadn¥
p°ihlédneme také p°i volb¥ základních funkcí.) Protoºe aproximace ϕ daná výrazem (1.3.1)
závisí na parametrech c0, c1, ..., cn lineárn¥, °íkáme, ºe (1.3.1) je aproximace lineárního typu.
P°i pevných základních funkcích ϕ0, ϕ1, ...ϕn nazýváme mnoºinu Vn v²ech funkcí tvaru
(1.3.1) t°ídou aproximujících funkcí (lineárního typu).

P°íklady £asto pouºívaných základních funkcí jsou

(1.3.2) 1, x, x2, ..., xn,

(1.3.3) 1, (x− x0), (x− x0)
2, ..., (x− x0)

n, x0 pevn¥,

(1.3.4) 1, cos x, sin x, ..., cos Lx, sin Lx (n = 2L),

(1.3.5) 1, eix, e2ix, ..., einx (i2 = −1).

Jsou-li základní funkce ϕ0, ϕ1, ...ϕn dány (1.3.2) nebo (1.3.3) je Vn t°ída polynom· nej-
vý²e n-tého stupn¥. Pro (1.3.4) a (1.3.5) se aproximující funkce ϕ lineárního typu nazývají
trigonometrické polynomy.

P°íkladem t°íd aproximací, které nejsou lineárního typu, jsou t°ídy racionálních funkcí
[nap°. tvaru ϕ(x) = (a + bx)/(c + dx)]. Teorie a praxe takových aproximací je - jako
je tomu u v¥t²iny nelineárních problém· - ve srovnání s aproximacemi lineárního typu
pom¥rn¥ komplikovaná. Pro n¥které úlohy v²ak aproximace nelineárního typu dávají velmi
dobré výsledky.
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1.4 Výb¥r aproximující funkce.

Budiº f daná funkce a ϕ její aproximace na intervalu 〈a, b〉. Funkci E danou pro x ∈
∈ 〈a, b〉 vztahem

E(x) = f(x)− ϕ(x)

budeme nazývat chybou aproximace. Chceme-li vybrat funkci ϕ z dané t°ídy Vn tak, aby
byla dobrou aproximací funkce f , budeme se jist¥ snaºit o to, aby chyba aproximace vyla
v n¥jakém smyslu malá. Ve v¥t²in¥ úloh nás p°itom prakticky nezajímá znaménko chyby
a kvalitu aproximace posuzujeme podle absolutní hodnoty chyby aproximace |E(x)| =
= |f(x)− ϕ(x)|.

Moºností, jak posuzovat ("m¥°it") velikost funkce E na intervalu 〈a, b〉 je ale celá °ada.
M·ºeme nap°. poºadovat, aby maximální hodnota |E(x)| na intervalu 〈a, b〉 byla men²í
neº n¥jaké dané £íslo ε. Jindy pro nás m·ºe být d·leºitá velikost |E(x)| pouze v n¥kterých
bodech intervalu 〈a, b〉. M·ºeme poºadovat, aby byl malý integrál z funkce |E(x)| p°es 〈a, b〉
nebo aby byla malá také absolutní hodnota derivací funkce E (pokud ov²em existují). To,
jakým zp·sobem budeme chybu aproximace m¥°it, závisí tedy do zna£né míry na na²í
libov·li. Volbu vhodného kritéria pro m¥°ení chyby budeme provád¥t s p°ihlédnutím k
°e²ené matematické úloze a zp·sobu zadání funkce f .

V dal²ím výkladu budeme rozli²ovat dva základní typy kritérií pro m¥°ení chyby apro-
ximace podle toho, zda kvalitu aproximace posuzujeme na základ¥ hodnot chyby E (a
p°íp. n¥kterých jejích derivací) ve v ² e c h bodech x ∈ 〈a, b〉 (spojitý p°ípad) nebo jen podle
hodnot ve v y b r a n é s o u s t a v ¥ bod· xi ∈ 〈a, b〉, i = 0, 1, ...,m (diskrétní p°ípad). V
p°íkladu 1.2 jsme vlastn¥ oba p°ístupy kombinovali. Aproximaci p °e²ení y úlohy (1.2.1)
jsme tam hledali tak, aby veli£ina

%(y, p) = |y(0)− p(0)|+ |y′(0)− p′(0)|+ max
x∈〈0, 1

2〉
|y′′(x)− p′′(x)|

byla pokud moºno malá. Chybu aproximace jsme tady posuzovali podle hodnot Ea E ′ v
bod¥ x = 0 a hodnot E ′′ ve v²ech bodech x ∈

〈
0, 1

2

〉
. �adu jiných, £asto pouºívaných

kritérií pro m¥°ení chyby aproximace uvádíme v odst. 1.5 a 1.7.
Vrat'me se nyní k problematice výb¥ru aproximující funkce ϕ z dané t°ídy Vn kterou

chceme pouºít jako aproximaci dané funkce f na intervalu 〈a, b〉. P°edpokládejme, ºe jsme
jiº pevn¥ zvolili n¥jaké kritérium %(f, ϕ) = 0 pro posuzování chyby aproximace a ºe chceme
zvolit ϕ ∈ Vn tak, aby hodnota %(f, ϕ) byla pokud moºno malá. Je pak nasnad¥ otázka,
zda v dané t°íd¥ Vn existuje nejlep²í aproximace, tj. aproximace ϕ∗ taková, ºe pro v²echny
aproximace ϕ ∈ Vn platí

(1.4.1) 0 5 %(f, ϕ∗) 5 %(f, ϕ).

Dále nás bude zajímat, zda taková aproximace ϕ∗ existuje jediná a jak ji efektivním zp·so-
bem sestrojit, tj. jak stanovit p°íslu²né hodnoty koe�cient· c0, c1, ..., cn ve vyjád°ení (1.3.1).

O nejlep²ích aproximacích pojednává celá jedna oblast matematiky, teorie aproximací
[20]. V tomto se²it¥ se n¥kterými p°íklady nejlep²ích aproximací budeme zabývat také. Je

12



v²ak t°eba mít na pam¥ti, ºe z praktického hlediska je v¥t²inou primárním poºadavkem to,
aby chyba aproximace m¥°ená veli£inou %(f, ϕ) byla men²í neº n¥jaké p°edem dané £íslo
(poºadovaná p°esnost). Ke spln¥ní tohoto poºadavku není vºdy nutné pouºívat nejlep²í
aproximace, n¥kdy je to dokonce neefektivní nebo nemoºné.

1.5 M¥°ení chyby aproximace: spojitý p°ípad.

Jako m¥°ítko kvality aproximace se ve spojitém p°ípad¥ £asto uºívá veli£ina

(1.5.1) %max(f, ϕ) = max
x∈〈a,b〉

|f(x)− ϕ(x)|.

Typickým p°íkladem úloh numerické matematické analýzy, p°i nichº se pouºívají aproxi-
mace vybírané na základ¥ (1.5.1), je p°ibliºný výpo£et hodnot funkcí zadaných r·znými
analytickými výrazy na po£íta£i. Nahrazujeme-li pro p°ibliºný výpo£et hodnoty takových
funkcí na intervalu 〈a, b〉 hodnotami jejich aproximací, je p°irozené poºadovat, aby |E(x)|
byla malá pro v²echna x ∈ 〈a, b〉. Tomuto poºadavku práv¥ odpovídá (1.5.1) nebo po-
dobné kritérium pro relativní chybu. Nejlep²í aproximace podle (1.5.1) se £asto nazývá
�eby²evova aproximace nebo nejlep²í stejnom¥rná aproximace funkce f .

Ve spojitém p°ípad¥ se chyba aproximace m¥°ívá rovn¥º pomocí veli£in

(1.5.2) %p(f, ϕ) =

 b∫
a

|f(x)− ϕ(x)|pdx

1/p

, p = 1,

které (pro malá p) nezd·raz¬uji maximální absolutní hodnotu chyby aproximace.
Ze souboru kritérií (1.5.2) je v praxi nejuºívan¥j²í

(1.5.3) %2(f, ϕ) =

 b∫
a

|f(x)− ϕ(x)|2dx

1/2

.

Nejlep²í aproximace podle (1.5.2) se nazývá nejlep²í Lp-aproximace; pro (1.5.3) máme pak
nejlep²í L2-aproximaci.

Kritérium (1.5.3) je n¥kdy výhodné p°izp·sobit °e²ené úloze tak, ºe se v n¥m budou
více uplat¬ovat hodnoty chyby aproximace v n¥kterých £ástech intervalu 〈a, b〉. Toho se
dosáhne uºitím veli£iny

(1.5.4) %2,ω(f, ϕ) =

 b∫
a

|f(x)− ϕ(x)|2ω(x)dx

1/2

,

kde ω je funkce spojitá a kladná na intervalu (a, b), která m·ºe mít v koncových bodech
a, b integrovatelné singularity. Funkce ω se nazývá váhová funkce; jako p°íklad m·ºe slouºit
funkce ω(x) = (1− x2)−1/2 (setkáme se s ní v odst. 5.6.1).

13



Kritéria spojitého typu (1.5.1) aº (1.5.4) se uplatní zejména p°i práci s funkcemi zada-
nými analytickým výrazem. P°i zpracování výsledk· m¥°ení a v °ad¥ numerických metod
matematické analýzy pouºíváme jejich diskrétní obdoby popsané v odst. 1.7.

1.6 P°íklad.

Jako ilustraci vlivu volby kritéria pro m¥°ení chyby aproximace na tvar nejlep²í apro-
ximace (p°í pevn¥ dané t°íd¥ Vn) uvedeme dv¥ nejlep²í aproximace funkce f(x) =

√
x

na intervalu 〈0, 1〉 polynomem prvního stupn¥. Jako základní funkce (viz odst. 1.3) tedy
volíme ϕ0(x) ≡ 1, ϕ1(x) = x a nejlep²í aproximaci hledáme ve t°íd¥ V1 aproximací tvaru
ϕ(x) = c0 + c1x [srov. (1.3.1)].

Nejlep²í stejnom¥rná aproximace ϕ∗
max má tvar ϕ∗

max(x) = x + 1
8
(viz p°íkl. 8.3 a 8.5).

Platí pro ni %max(f, ϕ∗
max) = 1

8
= 0, 125. Nejlep²í L2-aproximace ϕ∗

L má tvar %max =

= 4
5
x + 4

15
(viz p°íkl. 6.6.1). Platí pro ni %2(f, ϕ∗

L) =
(

1
450

)1/2
$ 0, 047 1 (nakreslete si grafy

aproximované funkce i obou aproximací).
M¥°íme-li chybu aproximace ϕ∗

max podle (1.5.3) dostáváme %2(f, ϕ∗
max) =

(
7

960

)1/2
$

$ 0, 085 4. M¥°íme-li chybu aproximace ϕ∗
L podle (1.5.1), dostává-me %max(f, ϕ∗

L) = 4
15

$
$ 0, 267. (Hodnoty veli£iny %2 se snadno ov¥°í p°ímým výpo£tem; hodnoty %max byly
získány vy²et°ením pr·b¥hu funkce |E(x)|.)

1.7 M¥°ení chyby aproximace: diskrétní p°ípad.

Funkce f , kterou chceme aproximovat, m·ºe být zadána r·znými zp·soby. V praxi je
velmi £astý p°ípad, kdy je funkce f dána tabulkou

{(xi, f(xi)), i = 0, 1, ...,m}

funk£ních hodnot f(x)i v bodech xi ∈ 〈a, b〉. V takových p°ípadech m¥°íme chybu aproxi-
mace diskrétními obdobami kritérií popsaných v odst. 1.5, v nichº vystupuje pouze daný
kone£ný po£et hodnot funkce f . Tak nap°. (1.5.1) p°ejde v

(1.7.1) %m
max(f, ϕ) = max

i=0,1,...,m
|f(xi)− ϕ(xi)|

a jako diskrétní obdobu (1.5.2) m·ºeme uºit

(1.7.2) %m
p (f, ϕ) =

(
m∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|p
)1/p

, p = 1.

P°i v¥deckotechnických výpo£tech se v diskrétním p°ípad¥ velmi £asto chyba aproximace
m¥°í pomocí

(1.7.3) %m
p (f, ϕ) =

(
m∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|2
)1/2
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nebo

(1.7.4) %m
2,ω(f, ϕ) =

(
m∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|2ωi

)1/2

,

kde váhy ωi jsou n¥jaká pevn¥ zvolená kladná £ísla.
Nejlep²ím aproximacím °íkáme v diskrétním p°ípad¥ nejlep²í diskrétní aproximace. Nej-

lep²í diskrétní L2-aproximaci se také °íká aproximace metodou nejmen²ích £tverc· [srov.
(1.7.3) nebo (1.7.4)].

P°íkladem m¥°ítka chyby aproximace, které je pon¥kud jiného typu, je veli£ina

(1.7.5) %n
T (f, ϕ) =

m∑
i=0

|f (j)(x0)− ϕ(j)(x0)|, x0 ∈ 〈a, b〉 ,

kde f (j) a ϕ(j) znamená j-tou derivaci funkcí f a ϕ. M¥°íme-li chybu aproximace podle
(1.7.5) a hledáme-li nejlep²í aproximaci ve t°íd¥ polynom· n-tého stupn¥ [n stejn¥ jako
v (1.7.5)], je touto aproximací T a y l o r · v p o l y n om funkce f známý z matematické
analýzy (viz £l. 2).

1.8 P°íklad.

Vy²et°ujme stejn¥ jako v p°íkl. 1.6 aproximaci funkce f(x) =
√

x na intervalu 〈0, 1〉
polynomem prvního stupn¥. Funkce f nech´ je nyní zadána tabulkou.

Máme-li funkci f zadánu tabulkou hodnot v bodech x0 = 0 a x1 = 1 [f(0) = 0,
f(1) = 1], má nejlep²í diskrétní L2-aproximace ϕ∗

L tvar ϕ∗
L(x) = x. Ze je ϕ∗

L nejlep²í
aproximace, je ihned vid¥t z toho, ºe platí

%1
2(f, ϕ∗

L) =

(
1∑

i=0

|f(xi)− xi|2
)1/2

= 0.

V²imn¥me-li si je²t¥ toho, ºe o velikosti chyby aproximace E mimo body x0 a x1 nám
nulová hodnota %1

2 nic ne°íká.
Bude-li funkce f zadána tabulkou hodnot ve t°ech bodech x0 = 0, x1 = 1

2
, x2 = 1, bude

mít nejlep²í diskrétní L2-aproximace ϕ∗
L tvar ϕ∗

L(x) = x+ 1
6
(
√

2− 1) (viz príkl. 6.6.2); nyní
jiº bude %2

2(f, ϕL) > 0.
Aproximujeme-li f Taylorovým polynomem, sestrojeným z hodnot f(1

2
) = (

√
2)/2 a

f ′(1
2
) = (

√
2)/2, dostaneme aproximaci ϕ∗

T tvaru

ϕ∗
T = [(

√
2)/2](x− 1

2
) + (

√
2)/2,

pro kterou platí %1
T (f, ϕ∗

T ) = 0.
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1.9 Polynomy jako aproximující funkce.

Jako aproximace funkcí se v numerické matematice velmi £asto pouºívají polynomy.
Zavedeme si proto zvlá²tní ozna£ení pro t°ídy polynom·, které budeme pouºívat v celém
se²it¥. T°ídu Vn aproximujících funkcí (viz odst. 1.3), která se skládá ze v²ech polynom·
nejvý²e n-tého stupn¥, budeme nadále zna£it Pn.

D·vod· pro pouºívání polynomiálních aproximací je celá °ada [26]. Pat°í sem p°ede-
v²ím to, ºe se polynomy dají pln¥ popsat kone£ným po£tem údaj· (stupe¬, koe�cienty) a
ºe se jejich hodnoty dají bez problém· po£ítat kone£ným po£tem aritmetických operací.
Jak jsme jiº uvedli v odst. 1.1, po£ítáme p°i uºití jiných základních funkcí neº polyno-
miálních hodnoty základních funkcí ϕ0, ϕ1, ..., ϕn stejn¥ pomocí aproximace polynomem
nebo racionální funkcí. Dal²ím d·vodem pro uºívání polynom· je to, ºe se s nimi snadno
matematicky pracuje (derivování, integrování).

V²echny tyto výhody t°ídy Pn by v²ak nem¥ly význam, kdybychom nev¥d¥li, ºe pomocí
t°íd Pn m·ºeme spojitou funkci aproximovat s libovoln¥ vysokou p°esností. Toto tvrzení je
obsahem v¥ty, jejíº d·kaz podal K. Weierstrass (viz [26]).

1.10 V¥ta.

Budiº f funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉. Pak ke kaºdému ε > 0 existuje p°irozené £íslo
n a polynom ϕ ∈ Pn n-tého stupn¥ takový, ºe

%max(f, ϕ) = max
x∈〈a,b〉

|f(x)− ϕ(x)| < ε.

Zcela analogická v¥ta platí, m¥°íme-li chybu aproximace pomocí %2(f, ϕ).

1.11 Poznámka.

Mnohé výsledky uvedené v této kapitole pro aproximace pomocí polynom· si zachová-
vají platnost i pro jiné t°ídy aproximací lineárního typu. Tak nap°. v¥ta 1.10 i analogická
v¥ta pro %2(f, ϕ) platí také pro aproximaci periodické spojité funkce s periodou 2π pomocí
trigonometrických polynom·.

2 Aproximace Taylorovým polynomem

2.1 Taylor·v polynom.

Budiº daná funkce f , která má v daném bod¥ x0 ∈ 〈a, b〉 alespo¬ n derivací. P°edpoklá-
dejme, ºe známe hodnoty f (j)(x0), j = 0, 1, ..., n, (f (0) ≡ f) a ºe chceme najít aproximaci
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ϕ funkce f takovou, která "co nejlépe" napodobuje chování funkce f v okolí bodu x0.
Vzhledem ke zp·sobu zadání funkce f je p°irozené tento poºadavek matematicky vyjád°it
takto: Hledáme aproximaci ϕ takovou, aby platilo

(2.1.1) ϕ(j)(x0) = f (j)(x0), j = 0, 1, ..., n,

nebo aby alespo¬ byla veli£ina %n
T (f, ϕ) z (1.7.5) so nejmen²í.

Hledejme ϕ ve t°íd¥ Pn polynom· nejvý²e n-tého stupn¥ a zapi²me ϕ ve tvaru

(2.1.2) ϕ(x) = c0 + c1(x− x0) + ... + cn(x− xn)n

(tímto zp·sobem m·ºeme p°i daném x0 zapsat kaºdý polynom z Pn). Spo£í-táme-li j-tou
derivaci funkce ϕ v bod¥ x0, dostaneme ϕ(j)(x0) = j!cj. Existuje tedy práv¥ jeden polynom
pn ∈ Pn, pro který platí (2.1.1) neboli %n

T (f, ϕ) = 0. Je to polynom tvaru (2.1.2) s koe�ci-
enty cj = f (j)(x0)/j!, j = 0, 1, ..., n, neboli polynom

(2.1.3) pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + ... +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Tento polynom známe z matematické analýzy pod názvem Taylor·v polynom n-tého stupn¥
pro funkci f v bod¥ x0. V p°íkladu 1.8 jsme pro f(x) =

√
x uvedli Taylor·v polynom prvního

stupn¥ (n = 1) v bod¥ 1
2
(x0 = 1

2
).

2.2 P°íklad.

Sestrojme Taylor·v polynom £tvrtého stupn¥ pro funkci f(x) = sin x v bod¥ x0 = 0. Z
matematické analýzy víme, ºe hledaný polynom je

p4(x) = x− x3

3!
.

Zvolíme-li x0 = π/4, dostaneme polynom

p̂4(x) =

√
2

2

[
1 + (x− π/4)− (x− π/4)2

2!
− (x− π/4)3

3!
+

(x− π/4)4

4!

]
.

V²imn¥me si toho, ºe je p4(0) = 0, p̂4(0) $ 0, 001 96, p̂4(π/4) = (
√

2)/2 = sin(π/4) $
$ 0, 707 11, p4(π/4) $ 0, 704 65 (vysv¥tlete rozdíly).

2.3 Chyba aproximace.

Z konstrukce Taylorova polynomu vyplývá, ºe chyba aproximace E(x) = f(x)− pn(x)
je spolu se svými prvními n derivacemi v bod¥ x0 rovna nule. Ze samotného tohoto faktu
v²ak nem·ºeme je²t¥ usuzovat na chování funkce E v bodech x 6= x0. Pr·b¥h funkce E na
intervalu 〈a, b〉 budeme moci posoudit teprve tehdy, budeme-li mít podrobn¥j²í informaci o
chování funkce f a jejích derivací na celém intervalu 〈a, b〉. D·kaz následující v¥ty o chyb¥
aproximace lze nalézt v u£ebnicích základ· matematické analýzy.
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2.4 V¥ta.

Nech´ funkce f, f ′, ..., f (n) existují a jsou spojité na intervalu 〈a, b〉 a nech´ pro v²echna
x ∈ (a, b) existuje derivace f (n+1)(x). Nech´ pn je Taylor·v polynom n-tého stupn¥ pro
funkci f v bod¥ x0, kde x0 ∈ 〈a, b〉. Pak pro chybu aproximace E platí na intervalu 〈a, b〉
vzorec

(2.4.1) E(x) = f(x)− pn(x) =
(x− x0)

n+1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ),

kde ξ je n¥jaké (blíºe neur£ené) £íslo, které leºí mezi x a x0 a závisí na intervalu na hodnot¥
x.

2.5 Odhad chyby aproximace.

Vzhledem k tomu, ºe hodnotu ξ ve (2.4.1) pro dané x neznáme, dává (2.4.1) jen kva-
litativní informaci o pr·b¥hu chyby aproximace E na intervalu 〈a, b〉. Vidíme, ºe pokud
je n a x0 pevné a f (n+1)(x) se na 〈a, b〉 p°íli² nem¥ní, roste hodnota chyby aproximace -
vzdalujeme-li se s bodem x od bodu x0 - asi jako C(x− x0)

n+1, kde C ≈ konst.
Po£etn¥ se dá vyuºít snadný d·sledek v¥ty 2.4, který udává odhad chyby aproximace.

Umíme-li totiº stanovit £íslo M takové, ºe |f (n+1)(x)| 5 M pro v²echna x ∈ (a, b), pak ze
(2.4.1) ihned plyne nerovnost

(2.5.1) |E(x)| 5 M

(n + 1)!
|x− x0|n+1.

Úloha odhadnout chybu aproximace se tak p°evádí na úlohu odhadnout n + 1-ní derivaci
aproximované funkce.

2.6 P°íklad.

Odhadneme chybu aproximace polynomy p4 a p̂4 z p°íkl. 2.2. Protoºe |f (5)(x)| =
= | cos x| 5 1 pro v²echna x, dostáváme z (2.5.1)

|f(x)− p4(x)| 5 1

120
|x|5

a
|f(x)− p̂4(x)| 5 1

120

∣∣∣x− π

4

∣∣∣5
(porovnejte hodnotu skute£né chyby s odhadem v bodech x = 0 a x = π/4).
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2.7 �ád chyby aproximace.

Poloºíme-li x = x0 + h, m·ºeme Taylor·v polynom pn zapsat ve tvaru

(2.7.1) pn(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) +
h2

2!
f ′′(x0) + ... +

hn

n!
f (n)(x0).

Podle vzorce (2.7.1) m·ºeme na základ¥ znalosti hodnot funkce f a jejich derivací v bod¥
x0 po£ítat p°ibliºné hodnoty dané funkce v okolí tohoto bodu. Uváºíme-li, ºe platí (2.4.1),
ihned vidíme, ºe

(2.7.2) f(x0 + h) = pn(x0 + h) +
hn+1

(n + 1)!
f (n+1)(ξ).

V dal²ím výkladu budeme p°íleºitostn¥ pouºívat uºite£né symboly O(hk) apod. (viz téº
[21]), p°i£emº zápis f(x) = O(g(x)) (p°i x → x0) bude znamenat, ºe v okolí bodu x0 je
funkce |f(x)/g(x)| ohrani£ená (x0 m·ºe být i ± ∞). P°esn¥ji (pro x0 kone£n¥): Existuje
δ > 0 a reálné £íslo C tak, ºe |x − x0| < δ ⇒ |f(x)| 5 C|g(x)|. Vztahy (2.7.2) a (2.7.1)
tedy dávají pro h → 0 a funkci f , jejiº (n + 1)-ní derivace je v okolí bodu x0 ohrani£ená,

(2.7.3) f(x0 + h) = f(x0) + hf ′(x0) + ... +
hn

n!
f (n)(x0) + O(hn+1);

podobn¥ pí²eme (zde pro x → x0)

(2.7.4) f(x) = pn(x) + O((x− x0)
n+1).

Platí-li (2.7.3) a (2.7.4), °íkáme, ºe chyba aproximace je °ádu hn+1 nebo (x−x0)
n+1. V tomto

symbolickém vyjád°ení je uchována podstatná £ást informace o chování chyby aproximace.
Poznamenáváme je²t¥, ºe vztahy (2.7.3) a (2.7.4) se £asto uºívají k odvozování r·zných
p°ibliºných vzorc· (viz úlohu 2.9.4).

2.8 Chyba aproximace a celková chyba.

Chyba aproximace E(x) funk£ní hodnoty f(x) hodnotou polynomu pn(x) nevystihuje
(nejen u Taylorových polynom·, ale obecn¥) v²echny nep°esnosti, kterých se p°i p°ibliºném
výpo£tu hodnoty f(x) dopou²tíme. Udává pouze chybu metody (ve smyslu [21]) vzniklou
tím, ºe jsme matematickou úlohu [výpo£et f(x)] nahradili jejím jistým modelem [výpo£et
pn(x)]. Nejsou zde zahrnuty p°ípadn¥ vlivy chyb ve vstupních datech [nap°. u Taylorova
polynomu nep°esnosti ve stanovení f (j)(x0)], ani vliv zaokrouhlovacích chyb p°i výpo£tu
hodnoty aproximace pn(x) na po£íta£i. Studium podobných otázek rozsah tohoto se²itu ne-
dovoluje; p°ípadného zájemce odkazujeme na u£ebnice numerické matematiky a monogra�i
[31].
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P°i zkoumání celkové chyby, které se p°i p°ibliºném výpo£tu hodnoty f(x) dopou²tíme,
m·ºeme k posouzení citlivosti výstupních dat [f(x) ≈ pn(x)] na chyby ve vstupních datech
[hodnoty f (j)(x0)] pouºít metodu experimentálních perturbací: Provedeme výpo£et vícekrát
s poru²enými vstupními daty a sledujeme vztah mezi zm¥nami (perturbacemi) vstupních
dat a zm¥nami ve výstupních datech. Um¥lé poruchy ve vstupních datech volíme tak, aby
jejich velikost °ádov¥ odpovídala nep°esnostem, které v nich p°edpokládáme. Konkrétní
£íselné hodnoty poruch je vhodné vybírat náhodné (pomocí tabulky náhodných £ísel nebo
programu pro generování náhodných £ísel na po£íta£i).

2.9 Úlohy.

2.9.1

Sestrojte Taylorovy polynomy £tvrtého stupn¥ v bod¥ x0 pro tyto funkce:
√

x, cos x,
(1− x)−1, (1 + x)1/2, ln(1 + x), ln(1− x).

[Pro
√

x neexistuje; cos x ≈ 1−x2/2+x4/24; ...; ln(1−x) ≈ −x−x2/2−x3/3−x4/4.]

2.9.2

Je-li pn Taylor·v polynom n-tého stupn¥ pro funkci ex v bod¥ x0 = 0, uºijte (2.5.1) a
stanovte nejmen²í n takové, ºe platí

max
05x51

|ex − pn(x)| 5 10−6.

[n = 9]

2.9.3

V jak velkém okolí bodu x0 = 0 dávají dále uvedené aproximace zaru£en¥ funk£ní
hodnotu aproximovaných funkcí s p°esností na 2D: a) sin x ≈ x. b) cos x ≈ 1?

[Návod: Ov¥°te, ºe jde o aproximace Taylorovými polynomy. P°esnost na 2D (absolutní
chyba nejvý²e 1

2
· 10−2) je zaru£ena v obou p°ípadech pro |x| 5 0, 1 p°i M = 1 ve (2.5.1).

Ve skute£nosti platí vztah a) na 2D pro |x| 5 0, 31; odhad | sin x| 5 1 je v okolí x = 0
p°íli² pesimistický.]

2.9.4

Ukaºte, ºe v okolí bodu x = 0 platí: a) (1+x)1/2 = 1+ 1
2
x+O(x2), b) ex = 1+x+O(x2).

[Návod: Aproximujte funkce Taylorovým polynomem.]
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2.9.5

Ukaºte, ºe pro dostate£n¥ hladkou funkci f platí pro malá h

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x) + O(h).

Co p°esn¥ musíme p°edpokládat o funkci f
[Návod: Vyjád°ete f(x+h) pomocí Taylorova polynomu prvního stupn¥ v bod¥ x. Uºijte

v¥tu 2.4.]

2.9.6

Rozhodn¥te, zda je moºné splnit (2.1.1) volbou vhodné polynomiální aproximace ϕ ∈
∈ PN , kde N < n.

[Obecn¥ ne.]

3 Aproximace interpola£ním polynomem

3.1 Obecn¥ o interpola£ní aproximaci.

V odstavci 2.1 jsme aproximovali Taylorovým polynomem n-tého stupn¥ funkci zadanou
n+1 hodnotami f(x), f ′(x), ..., f (n)(x) v jediném bod¥ x = x0. P°edpokládejme nyní, ºe je
funkce f dána pouze svou hodnotou, ale v n+1 bodech x0, x1, ..., xn, a ºe chceme najít apro-
ximaci ϕ takovou, která napodobuje chování funkce f v okolí v²ech t¥chto bod·. Typickým
p°íkladem takového zp·sobu zadání funkce f jsou f u n k c e z a d a n é t a b u l k o u, at' uº
tato tabulka vznikla jako výsledek n¥jakého m¥°ení £i jde o tabulku hodnot n¥které stan-
dardní funkce získanou matematickými výpo£ty. O tabulkových bodech xi, i = 0, 1, ..., n, v
nichº jsou zadány hodnoty f(xi), budeme v celém £l. 3 p°edpokládat, ºe jsou n a v z á j em
r · z n é.

O interpolaci hovo°íme tehdy, je-li na²ím úkolem stanovit hodnotu funkce f dané tabul-
kou pro n¥jaké x̂ leºící mezi dv¥ma tabulkovými body (tj. x̂ 6= xi, i = 0, 1, ..., n). S touto
úlohou se £tená° setkal jiº na st°ední ²kole, kde provád¥l interpolaci nap°. v tabulkách
logaritm·. P°i interpolování aproximujeme ur£itým zp·sobem funkci f vhodn¥ vybranou
(viz dále) funkcí f a klademe potom f(x̂) ≈ ϕ(x̂).

Postupujeme tak, ºe nejprve stanovíme - s p°ihlédnutím k p°edpokládaným vlastnostem
funkce f - t°ídu F aproximujících funkcí, v níº budeme aproximaci ϕ hledat (nap°. ϕ bude
polynom nejvý²e n-tého stupn¥, F = Pn). Konkrétní aproximující funkci z této t°ídy
vybereme na základ¥ vstupních dat na²í úlohy - funk£ních hodnot f(xi), i = 0, 1, ..., n. V
£lánku 2 jsme aproximující funkci (Taylor·v polynom) vybírali tak, ºe platilo (2.1.1), tj.
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ϕ(j)(x0) = f (j)(x0), j = 0, 1, ..., n. V souladu se zm¥n¥nou situací se p°i interpolaci snaºíme
volit funkci ϕ tak, aby platilo

(3.1.1) ϕ(xi) = f(xi), i = 0, 1, ..., n.

tj. aby p°esn¥ nabývala zadaných funk£ních hodnot. Podmínkám (3.1.1) bude-me °íkat
interpola£ní podmínky.

Z matematického hlediska zde okamºit¥ vyvstává otázka existence a jednozna£nosti (v
dané t°íd¥ F) funkce ϕ spl¬ující vztahy (3.1.1). Pro aproximace lineárního typu je tato
problematika podrobn¥ zpracována v °ad¥ u£ebnic numerické matematiky (nap°. [3], [26]).
Poznamenáváme, ºe funkce ϕ spl¬ující (3.1.1) (interpola£ní aproximace) minimalizuje ve
t°íd¥ F veli£inu

%n
2 (f, ϕ) =

(
n∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|2
)1/2

;

platí pro ni totiº (pokud existuje) %n
2 (f, ϕ) = 0. Jde tedy o speciální nejlep²í diskrétní

L2-aproximace pro n = m.
V p°íkladu 1.8 jsme vlastn¥ pro n = 1, x0 = 0, x1 = 1 uvedli interpola£ní aproximaci

funkce
√

x. Skute£n¥, nejlep²í diskrétní L2-aproximaci ϕ∗
L(x) = x z p°íkl. 1.8 spl¬uje inter-

pola£ní podmínky xi =
√

xi, i = 0, 1 a je tedy sou£asn¥ interpola£ní aproximací ze t°ídy
P1.

Strategie zaloºená na p°esném spln¥ní interpola£ních podmínek je p°i aproximování
funkcí zadaných tabulkou oprávn¥na jen v t¥ch p°ípadech, kdy jsou v s t u p n í d a t a
(funk£ní hodnoty) u d á n a s v e l k o u p°esnosti. Zpracováváme-li výsledky m¥°ení, je £asto
ú£eln¥j²í nepoºadovat p°esný souhlas f(x) a ϕ(x) v tabulkových bodech, ale pouºít strategii
jinou (viz metoda nejmen²ích £tverc·, £l. 5).

3.2 Poznámky.

3.2.1

Jak uvidíme v kap. II a III, uºití interpola£ních aproximací se zdaleka neomezuje na
výpo£et hodnot funkcí zadaných tabulkou nebo zpracování výsledk· m¥°ení. Interpola£ní
aproximace jsou také základem mnoha efektivních numerických metod pro výpo£et inte-
grál· a °e²ení diferenciálních rovnic.

3.2.2

Úlohu o interpolaci lze dále zobecnit. Jsou-li v n¥kterých tabulkových bodech udány
rovn¥º hodnoty derivací funkce f , poºaduje se krom¥ (3.1.1) také spln¥ní podmínek typu
ϕ(k)(xi) = f (k)(xi). Takové interpolaci se °íká Hermitova interpolace její speciální p°ípad
je vlastn¥ aproximace Taylorovým polynomem. Studium Hermitovy interpolace - jakkoli
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je pro inºenýra mnohdy uºite£ná - p°esahuje rámec tohoto se²itu. �tená°e odkazujeme na
podrobn¥j²í u£ebnice numerické matematiky, nap°. [3], [26].

3.3 Lagrange·v interpola£ní polynom.

Protoºe interpola£ní podmínky (3.1.1) p°edstavují stejn¥ jako (2.1.1) n + 1 podmínek
na aproximující funkci, lze o£ekávat, ºe jednou z vhodných t°íd aproximujících funkcí bude
t°ída Pn polynom· nejvý²e n-tého stupn¥ (takové polynomy mají n + 1 koe�cient·).

Ukáºeme, ºe pro kaºdou funkci f a kaºdé n skute£n¥ existuje práv¥ jeden polynom
ϕ ∈ Pn, který spl¬uje podmínky (3.1.1). Tomuto polynomu budeme °íkat interpola£ní
polynom pro funkcí f v bodech x0, x1, ..., xn a budeme jej zna£it Ln. Tabulkovým bod·m
x0, x1, ..., xn budeme °íkat také uzly interpolace.

Snadno se ov¥°í (dosa¤te x = xi), ºe interpola£ní podmínky (3.1.1) spl¬uje polynom

(3.3.1) Ln(x) =
n∑

i=0

f(xi)li(x),

kde li jsou polynomy n-tého stupn¥ takové, ºe platí

(3.3.2) li(xk) = 0 pro k 6= i,

1 pro k = i, i, k = 0, 1, ..., n.

Polynom li má tedy ko°eny x0, x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn a m·ºeme jej zapsat ve tvaru

(3.3.3) li(x) =
(x− x0)(x− x1)...(x− xi−1)(x− xi+1)...(x− xn)

(xi − x0)(xi − x1)...(xi − xi−1)(xi − xi+1)...(xi − xn)

(p°ipomínáme p°edpoklad, ºe xi, i = 0, 1, ..., n, jsou navzájem r·zné). Interpola£nímu po-
lynomu Ln ve tvaru (3.3.1), kde li je dáno vztahem (3.3.3), se °íká Lagrange·v interpola£ní
polynom. Stupe¬ polynomu Ln je z°ejm¥ nejvý²e n.

Ukázali jsme, ºe interpola£ní polynom nejvý²e n-tého stupn¥ pro funkci zadanou hod-
notami v n+1 navzájem r·zných bodech skute£n¥ existuje (tím, ºe jsme jej sestrojili). Do-
káºeme nyní, ºe existuje jen jeden takový polynom. Uvaºujme libovolný polynom pn ∈ Pn,
který spl¬uje interpola£ní podmínky, tj. pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, ..., n. Funkce pn − Ln je
op¥t polynom nejvý²e n-tého stupn¥ pn−Ln ∈ Pn, a tento polynom se rovná nule ve v²ech
n + 1 bodech xi, i = 0, 1, ..., n. Ale polynom nejvý²e n-tého stupn¥ nem·ºe mít více neº
n ko°en·, pokud se nerovná identicky nule. V na²em p°ípad¥ tudíº nutn¥ pn − Ln = 0,
pn = Ln; jednozna£nost interpola£ního polynomu je dokázána.

3.4 P°íklad.
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Nech´ je funkce f dána svými hodnotami v bodech (n = 3) x0 = 1, x1 = 1, x2 = −1,
x3 = 3 a nech f(0) = 1, f(1) = 2, f(−1) = 2, f(3) = 0. Vypo£ítáme p°ibliºnou hodnotu
f(2) pomocí Lagrangeova interpola£ního polynomu L3.

Máme

l0(x) =
(x− 1)(x + 1)(x− 3)

(0− 1)(0 + 1)(0− 3)
=

1

3
(x− 1)(x + 1)(x− 3),

a dále podobn¥ obdrºíme

l1(x) = −1

4
x(x + 1)(x− 3),

l2(x) = −1

8
x(x− 1)(x− 3),

l3(x) =
1

24
x(x− 1)(x + 1).

Je l0(2) = −1, l1(2) = 3
2
, l2(2) = 1

4
, l3(2) = 1

4
, a tedy

L3(2) = 1 · (−1) + 2 · 3

2
+ 2 · 1

4
+ 0 · 1

4
=

5

2
≈ f(2).

Samotný polynom L3 má tvar

L3(x) = 1 · l0(x) + 2 · l1(x) + 2 · l2(x) + 0 · l1(x)3 =

=
1

3
(x− 1)(x + 1)(x− 3)− 1

2
x(x + 1)(x− 3)− 1

4
x(x− 1)(x− 3) =

= − 5

12
x3 + x2 +

5

12
x + 1.

3.5 Lineární a kvadratická interpolace.

Interpolujeme-li funkci f na základ¥ jejích hodnot ve dvou bodech, aproximujeme ji
polynomem prvního stupn¥ (n = 1) a hovo°íme o lineární interpolaci. Interpola£ní polynom
prvního stupn¥ L1 má tvar

(3.5.1) L1(x) =
x− x1

x0 − x1

f(x0) +
x− x0

x1 − x0

f(x1).

Práv¥ lineární interpolace se b¥ºn¥ pouºívá p°i práci s tabulkami funkcí ve ²kole
Je-li n = 2, hovo°íme o kvadratické interpolaci. Interpola£ní polynom L2 druhého stupn¥

má tvar

(3.5.2) L2(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1)+

+
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2).
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3.6 P°íklad.

Máme dánu tabulku hodnot funkce f(x) = sin x na 5D (tab. 1). Vypo£ítáme p°ibliºnou
hodnotu sin 20◦18′ lineární interpolací z funk£ních hodnot v bodech x0 = 20◦ a x1 = 21◦.

Tabulka 1

x 20◦ 21◦ 22◦

sin x 0,342 02 0,358 37 0,374 61

Podle (3.5.1) máme

sin 20◦18′ ≈ 0, 342 02
20, 3− 21
20− 21

+ 0, 358 37
20, 3− 20
21− 20

.= 0, 346 93.

P°esná hodnota sin 20◦ zaokrouhlená na 5D je 0, 346 94. V tomto p°ípad¥ je tedy lineární inter-
polace zcela posta£ující, bylo by zbyte£n¥ pracné volit n > 1.

3.7 Vliv nep°esnosti ve vstupních datech.

Ze (3.3.1) m·ºeme snadno odhadnout, jaký vliv mohou mít nep°esnosti ve vstupních datech
na hodnotu interpola£ního polynomu v bod¥ x. P°edpokládejme, ºe v²echny hodnoty f(xi) jsou
zatíºeny chybou, jejíº absolutní hodnota nep°evý²í ε. Ozna£me L̃n interpola£ní polynom, který
odpovídá hodnotám f̃(xi) = f(xi) + εi, |εi| 5 ε. Potom

(3.7.1) |L̃n(x)− Ln(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

[f̃(xi)− f(xi)]li(x)

∣∣∣∣∣ 5
5

n∑
i=0

|f̃(xi)− f(xi)||li(x)| 5 ε

n∑
i=0

|li(x)|.

Vliv chyb ve vstupních datech na hodnotu interpola£ního polynomu souvisí tedy s chováním funkce

F (x) =
n∑

i=0

|li(x)|;

tato funkce závisí pouze na hodnotách xi, i = 0, 1, ..., n, a volbou tabulkových bod· je proto
moºno vliv chyb ve vstupních datech na hodnotu interpola£ního polynomu redukovat.

3.8 P°íklad.

Pro n = 3 a xi = i, i = 0, 1, 2, 3, je pr·b¥h funkce F na obr. 1. Je vid¥t, ºe chyby ve vstupních
datech se budou siln¥ji projevovat na kraji intervalu vytvá°eného body xi; mimo tento interval
m·ºe Ln(x) reagovat na chyby ve vstupních datech jiº velmi citliv¥.
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Obrázek 1:

3.9 Chyba aproximace interpola£ním polynomem.

Z toho, ºe p°i interpolaci pro chybu aproximace E = f − Ln platí E(xi) = 0, i = 0, 1, ..., n
[protoºe interpola£ní polynom Ln spl¬uje (3.1.1)] nem·ºeme je²t¥ usuzovat na hodnotu chyby
aproximace mimo tabulkové body. �ádná tabulka z°ejm¥ nede�nuje funkci obecn¥ jednozna£n¥ a
pro x 6= xi se daná funkce m·ºe chovat zcela libovoln¥. �tená° by tedy nem¥l být p°ekvapen tím,
ºe (podobn¥ jako u Taylorova polynomu) pr·b¥h chyby aproximace na intervalu 〈a, b〉 budeme
moci posoudit teprve na základ¥ dal²ích informací o vlastnostech funkce f , nap°. informace o tom,
ºe f je na 〈a, b〉 dostate£n¥ "hladká", tj. má tam ur£itý po£et derivací.

V dal²ím výkladu budeme symbolem int (x0, x1, ..., xn, x) ozna£ovat nejmen²í otev°ený interval
takový, ºe body x0, x1, ..., xn, x leºí uvnit° tohoto intervalu nebo na jeho hranici. D·kaz následující
v¥ty o chyb¥ aproximace interpola£ním polynomem najde £tená° v u£ebnicích numerické mate-
matiky (nap°. [3], [26]).

3.10 V¥ta.

Nech´ 〈a, b〉 je libovolný interval, který obsahuje v²ech n+1 bod· x0, x1, ..., xn. Nech´ f, f ′, ..., f (n)

existují a jsou spojité na 〈a, b〉 a nech´ pro v²echna x ∈ (a, b) existuje derivace f (n+1)(x). Nech´
Ln je interpola£ní polynom pro funkci f a uzly x0, x1, ..., xn. Pak pro chybu aproximace funkce f
polynomem Ln platí na intervalu 〈a, b〉 vzorec

(3.10.1) E(x) = f(x)− Ln(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn)
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

,

kde ξ je n¥jaké (blíºe neur£ené) £íslo z intervalu int (x0, x1, ..., xn, x), které závisí na hodnot¥ x.
Vidíme, ºe pokud se f (n+1)(x) na (a, b) p°íli² nem¥ní, je pro pr·b¥h chyby aproximace roz-

hodující pr·b¥h polynomu en(x) = (x − x0)(x − x1)... ...(x − xn).. Tento polynom (stejn¥ jako
funkce F v odst. 3.7) nezávisí na interpolované funkci, ale pouze na bodech xi. Vhodnou volbou
uzl· xi, i = 0, 1, ..., n, m·ºeme tedy téº zmen²it chybu interpolace.
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3.11 P°íklad.

Pr·b¥h funkce en v p°ípad¥ n = 3, xi = i, i = 0, 1, 2, 3 je znázorn¥n na obr. 2. Op¥t vidíme,
ºe se dá £ekat, ºe vn¥ intervalu int (x0, x1, ..., xn) chyba aproximace interpola£ním polynomem
prudce poroste.

Obrázek 2:

3.12 Odhad chyby aproximace.

Vzorec (3.10.1) pro chybu interpolace polynomem má podobný tvar jako vzorec (2.4.1) pro
chybu aproximace Taylorovým polynomem. V²imn¥me si také toho, ºe en(x) ve v²ech uzlech
interpolace.

Ze (3.10.1) je také ihned vid¥t, ºe je-li aproximovaná funkce f sama polynom nejvý²e n-tého
stupn¥, aproximuje ji interpola£ní polynom n-tého stupn¥ s nulovou chybou, a je pak tedy Ln = f
[pro polynom f ∈ Pn je totiº f (n+1)(x) ≡ 0].

Pro praktické stanovení chyby interpolace v obecném p°ípad¥ v²ak ani zde - stejn¥ jako tomu
bylo u Taylorova polynomu - není vztah (3.10.1) pouºitelný (neznáme ξ). Ze (3.10.1) ale op¥t
plyne o d h a d c h y b y a p r o x im a c e: Existuje-li konstantaM taková, ºe pro v²echna x ∈ (a, b)
je |f (n+1)(x)| 5 M , pak

(3.12.1) |E(x)| 5 M

(n+ 1)!
|en(x)| 5 M

(n+ 1)!
max

x∈〈a,b〉
|en(x)|

pro v²echna x ∈ 〈a, b〉.

3.13 P°íklad.

Odhadneme chybu aproximace, které jsme dopustili p°i lineární interpolaci v p°íkl. 3.6.
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Je n = 1, f ′′(x) = − sinx. Tento vztah je ale odvozen za p°edpokladu, ºe x m¥°íme v oblou-
kové mí°e, a proto musíme celý odhad provést na intervalu 〈π/9, 7π/60〉, který v obloukové mí°e
odpovídá intervalu 〈20◦, 21◦〉. Na tomto intervalu máme |f ′′(x)| = | sinx| 5 0, 358 37 (na 5D), a
tedy

|E(20◦18′)| 5 1
2
· 0, 358 37 ·

(
18
60
· π

180

)
·
(

42
60
· π

180

)
.= 1, 1 · 10−5.

V²imneme si je²t¥, ºe pokud bychom uºili k odhadnutí druhé derivace pouze vztah |f ′′(x)| 5 1,
dostali bychom odhad chyby aproximace zbyte£n¥ pesimistický.

3.14 Extrapolace.

Pouºíváme-li interpola£ní polynom k výpo£tu p°ibliºných hodnot interpolované funkce vn¥
intervalu int (x0, x1, ..., xn), °íkáme, ºe provádíme extrapolaci. V odstavci 3.11 jsme upozornili na
to, ºe chyba aproximace m·ºe být v tomto p°ípad¥ velká; totéº platí i o vlivu nep°esnosti ve
vstupních datech na spo£ítanou p°ibliºnou hodnotu f(x). Pro x velmi blízká koncovým bod·m
intervalu int (x0, x1, ..., xn) lze v²ak p°esto dostat dobré výsledky.

3.15 P°íklad. Lineární extrapolace

Lineární interpolace z hodnot sin 20◦ a sin 21◦ (viz p°íkl. 3.6) dává podle vzorce (3.5.1) pro
sin 21◦18′ p°ibliºnou hodnotu 3, 363 28 s chybou asi 3 · 10−5, coº je zcela p°ijatelný výsledek.
Lineární interpolace s uzly x0 = 21◦, x1 = 22◦ dává sin 21◦18′ ≈ 0, 363 24 s chybou p°ibliºn¥
1 · 10−5.

3.16 Nevill·v algoritmus.

Tam, kde nás zajímá hodnota interpola£ního polynomu jen v jednom bod¥ x = x̂, je zbyte£n¥
po£ítat koe�cienty tohoto polynomu. Ukáºeme totiº, ºe hodnotu interpola£ního polynomu Ln v
bod¥ x = x̂ m·ºeme spo£ítat p°ímo ze vstupních dat úlohy, tj. z £ísel xi, f(xi), i = 0, 1, ..., n.

Uvaºujme interpola£ní polynom Lik k-tého stupn¥, který interpoluje funkci f v k + 1 uzlech
xi−k, xi−k+1, ..., xi p°i n¥jakém daném i, 0 5 i 5 n, i = k. Pro ú£ely tohoto odstavce bude výhodné
zna£it Pik, i = 0, 1, ..., n, k 5 i, hodnoty polynom· Lik v bod¥ x = x̂, tj. klademe Pik = Lik(x̂),
i = 0, 1, ..., n, k 5 i. Speciáln¥ bude Pi0 = f(xi), i = 0, 1, ..., n, (interpola£ní polynom je v tomto
p°ípad¥ konstanta) a Pnn = Ln(x̂). Algoritmus pro výpo£et Pnn, který nyní popí²eme, vyuºívá
vzájemný vztah hodnot Pik, Pi,k−1 a Pi−1,k−1.

Ze vzorce (3.5.1) vidíme, ºe pro lineární interpolaci platí nap°.

P11 =
(x̂− x0)f(x1)− (x̂− x1)f(x0)

x1 − x0
=

(x̂− x0)P10 − (x̂− x1)P00

x1 − x0
.

Obecn¥ se dá ukázat (viz nap°. [3], [29]), ºe platí

(3.16.1) Pik =
(x̂− xi−k)Pi,k−1 − (x̂− xi)Pi−1,k−1

xi − xi − k
.
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Pon¥kud upravený vzorec (3.16.1) tvo°í základ Nevillova algoritmu pro výpo£et Ln(x̂)

(3.16.2) Vstup : n, x̂, x0, x1, ..., xn, f(x0), f(x1), ..., f(xn).
Pro i = 0, 1, ..., n :

Pi0 = f(xi).
Pro k = 1, 2, ..., i :

Pik = Pi,k−1 + (x̂− xi)
Pi,k−1 + Pi−1,k−1

xi − xi−k
.

Výstup : Ln(x̂) = Pnn.

Mezi hodnoty Pik, i = 0, 1, ..., n, k = 0, 1, ..., i je p°i ru£ním výpo£tu výhodné uspo°ádat do
tzv. Nevillova schématu (tab. 2). P°i výpo£tu se postupuje po °ádcích schématu. �ipky ukazují, z
kterých hodnot v levém sloupci schématu se po£ítají hodnoty v sousedním pravém sloupci.

Tabulka 2

x f(x0) = P00

↘
x1 f(x1) = P10 −→ P11

...
...

...
. . .

xn−1 f(xn−1) = Pn−1,0 Pn−1,1 ... Pn−1,n−1

↘ ↘
xn f(xn) = Pn0 −→ Pn1 ... Pn,n−1 −→ Pnn

3.17 P°íklad.

Vypo£ítáme Nevillovým algoritmem hodnotu L3(2) pro funkci f z p°íkl. 3.4. Výpo£et (Ne-
villovo schéma) uspo°ádáme do tabulky (tab. 3).

Tabulka 3

i xi x̂− xi f(xi) = Pi0 Pi1(k = 1) Pi2(k = 2) Pi3(k = 3)
0 0 2 1
1 1 1 P10 = 2 3
2 -1 3 P20 = 2 P21 = 2 5
3 3 -1 0 1

2
5
4

5
2

Je nap°.

P21 = P20 +
(x̂− x2)(P20 − P10)

x2 − x1
= 2 +

3 · 0
−2

= 2

a jako poslední hodnotu po£ítáme

P33 = P32 +
(x̂− x3)(P32 − P22)

x3 − x0
=

5
4

+
(−1)(5

4 − 5)
3

=
5
2

= L3(2) ≈ f(2).
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3.18 Pouºití Nevillova algoritmu.

Nevill·v algoritmus je velmi efektivní zp·sob výpo£tu hodnoty Ln(x) pro dané x− x̂. Pokud
v²ak chceme znát Ln(x) pro více hodnot x, museli bychom pokaºdé sestavovat Nevillovo schéma
znovu. Efektivn¥j²í metoda pro takovou úlohu bude popsána v odst. 3.20 aº 3.26.

Z odvození Nevillova algoritmu vyplývá, ºe uzly xi nemusejí být uspo°ádány monotónn¥ (viz
téº p°íkl. 3.17). Je dokonce výhodné uspo°ádat je podle rostoucí vzdálenosti od bodu x̂, v n¥mº
chceme stanovit p°ibliºnou hodnotu funkce f . P°i výpo£tu po °ádcích Nevillova schématu pak
podle rozdílu hodnot Pii a Pi−1,i−1 na diagonále m·ºeme rozhodnout o tom, zda má smysl brát v
úvahu je²t¥ dal²í tabulkový bod a interpolovat polynomem vy²²ího stupn¥ (tj. po£ítat dal²í °ádek
schématu).

3.19 P°íklady.

Uvedeme dva p°íklady výpo£tu Nevillovým algoritmem, na nichº chceme ilustrovat tvrzení
p°edcházejícího odstavce. Výsledky uspo°ádáváme jiº pouze zkrácen¥ podle tab. 2.

3.19.1

Uºitím Nevillova algoritmu vypo£ítáme f(0, 44) pro funkci f , jejiº hodnoty jsou uvedeny v
následujícím Nevillov¥ schématu (výpo£tu provádíme na 5D):

xi f(xi)
0, 3 0,2955
0, 4 0, 389 4 0,42696
0, 5 0, 479 4 0, 425 40 0,42587
0, 6 0, 564 6 0, 428 28 0, 425 98 0,42591

�ísla na diagonále schématu (jsou ti²t¥na tu£n¥) mají ustálené chování, coº nás vede k záv¥ru,
ºe 0, 425 9 je dobrá aproximace hodnoty f(0, 44).

3.19.2

Uºitím Nevillova algoritmu vypo£ítáme f(1, 8) pro funkci f , jejiº hodnoty jsou uvedeny v
následujícím Nevillov¥ schématu (výpo£ty provádíme s p¥ti platnými £íslicemi):

xi f(xi)
2 0,13534
1 0, 367 88 0,18185
3 0, 049 787 0, 240 64 0,17009
0 1, 000 0 0, 429 87 0, 089 260 0,16201
0 0, 018 316 0, 558 24 0, 275 83 0, 139 01 0,16431

Chování hodnot na diagonále schématu zde nazna£uje, ºe vstupní data odpovídají funkci, kterou
lze na v¥t²ím intervalu ²patn¥ aproximovat polynomem. [Ve skute£nosti je f(x) .= e−x; e−1,8 .=
.= 0, 165 30.] Podobný p°íklad viz úlohu 3.33.
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3.20 Newton·v interpola£ní polynom.

Chceme-li po£ítat hodnoty interpola£ního polynomu ve více bodech x̂ nebo pracovat s inter-
pola£ním polynomem v uzav°eném tvaru, je £asto ú£elné hledat interpola£ní polynom k dat·m
{(xi, f(xi))}, i = 0, 1, ..., n ve tvaru

(3.20.1) Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + ...+
+ an(x− x0)(x− x1)...(x− xn−1).

Interpola£ní polynom (3.20.1) se nazývá Newton·v interpola£ní polynom. Vzáp¥tí uvidíme, ºe jsou-
lu uzly interpolace navzájem r·zná £ísla, ur£ují vstupní data jednozna£n¥ koe�cienty a0, a1, ..., an

takové, ºe Nn spl¬uje interpola£ní podmínky (3.1.1) neboli

(3.20.2) Nn(xi) = f(xi), i = 0, 1, ..., n.

V odstavci 3.3 jsme ukázali, ze podmínkami (3.1.1) a vstupními daty {(xi, f(xi))}, i = 0, 1, ..., n
je interpola£ní polynom nejvý²e n-tého stupn¥ ur£en jednozna£n¥. Polynom Nn daný (3.20.1) je
nejvý²e n-tého stupn¥, a nebude tedy vlastn¥ ni£ím jiným neº n o v ým zp· s o b em z á p i s u
interpola£ního polynomu, který jsme aº dosud zapisovali v Lagrangeov¥ tvaru.

Ukaºme nyní, ºe skute£n¥ existuje práv¥ jeden soubor koe�cient· a0, a1, ... ..., an takový, ºe po-
lynom Nn spl¬uje podmínky (3.20.2). Dosadíme-li do (3.20.2) za Nn(xi), i = 0, 1, ..., n dostáváme
postupn¥

(3.20.3) Nn(x0) = a0 = f(x0),
Nn(x1) = a0 + a1(x1 − x0) = f(x1),
Nn(x2) = a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = f(x2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

Nn(xn) = a0 + ...+ an(xn − x0)(xn − x1)...(xn − xn−1) = f(xn).

Díváme-li se na (3.20.3) jako na soustavu rovnic pro výpo£et a0, a1, ..., an vidíme, ºe je to soustava
lineárních algebraických rovnic s trojúhelníkovou matici, jejíº diagonální prvky jsou p°i navzájem
r·zných tabulkových bodech r·zné od nuly. Taková soustava má práv¥ jedno °e²ení [21], které se
dá vypo£ítat obdobou zp¥tného chodu Gaussovy elimina£ní metody [z první rovnice vypo£ítáme
a0 = f(x0), z druhé a1 = (f(x1)− a0)/(x1 − x0) atd.].

3.21 Pom¥rné diference.

Po£ítat koe�cienty aj , j = 0, 1, ..., n. Newtonova interpola£ního polynomu p°ímo ze soustavy
rovnic (3.20.3) není praktické. Abychom je mohli výhodné vyjád°it ve form¥ vhodné pro výpo£et,
zavedeme nejprve veli£iny, kterým budeme °íkat pom¥rné diference a které se budou po£ítat
jednoduchým rekurentním zp·sobem z tabulky funk£ních hodnot {(xi, f(xi)), i = 0, 1, ..., n}. V
dal²ím výkladu uvidíme, ºe z pom¥rných diferencí se koe�cienty Newtonova polynomu jiº snadno
získají a ºe pom¥rné diference mají v numerické matematice význam i samy o sob¥.
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Pro jednotnost zápisu nejprve formáln¥ nazveme funk£ní hodnoty f(xi) pom¥rnými diferencemi
nultého °ádu a budeme je v této souvislosti zna£it f [xi] [= f(xi)]. Pro danou funkci f a tabulkové
body xi, i = 0, 1, ..., n utvo°íme z diferencí nultého °ádu v²echny podíly f [xi, xi+1] tvaru

f [xi, xi+1] =
f [xi+1]− f [xi]
xi+1 − xi

(
=
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi

)
,

i = 0, 1, ..., n−1, a nazveme je pom¥rnými diferencemi prvního °ádu. Pom¥rné diference f [xi, xi+1,
xi+2] druhého °ádu tvo°íme nyní analogicky z diferencí prvního °ádu jako podíly

f [xi, xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2]− f [xi, xi+1]

xi+2 − xi
,

i = 0, 1, ..., n− 2. Jestliºe jsme jiº stanovili diference (k − 1)-ního °ádu, de�nujeme pro i+ k 5 n
pom¥rné diference f [xi, xi+1, ..., xi+k] k-tého °ádu rekurentním vztahem

(3.21.1) f [xi, xi+1, ..., xi+k−1, xi+k] =

=
f [xi+1, ..., xi+k−1, xi+k]− f [xi, xi+1, ..., xi+k−1]

xi+k − xi
.

[Diference na pravé stran¥ (3.21.1) jsou (k − 1)-ního °ádu.] Diference n-tého °ádu existuje p°i n
tabulkových bodech pouze pro i = 0 (je to f [x0, x1, ..., xn]).

Rekurentní výpo£et pom¥rných diferencí pro danou tabulku hodnot funkce f uspo°ádáme (po-
dobn¥ jako u Nevillova algoritmu) do tabulka pom¥rných diferencí (tab. 4). Tabulku pom¥rných
diferencí budeme sestavovat p o ° á d c í h. �ipky v tabulce ukazují, z kterých hodnot v levém
sloupci se podle (3.21.1) po£ítají diference v sousedním pravém sloupci tabulky.

Tabulka 4
����������������������������������������

x0 f(x0) = f [x0]
↘

x1 f(x1) = f [x1] −→ f [x0, x1]
...

...
...

. . .
xn−1 f(xn−1) = f [xn−1] f [xn−2, xn−1] . . . f [x0, x1, ..., xn−1]

↘ ↘
xn f(xn) = f [xn] −→ f [xn−1, xn] . . . f [x1, x2, ..., xn] −→ f [x0, x1, ..., xn]

����������������������������������������
V²imn¥me si je²t¥ té - velmi d·leºité - vlastnosti pom¥rných diferencí, ºe f [xi, xi+1, ..., xi+k−1,

xi+k] závisí pouze na °ádcích i, i+1, ..., i+k tabulky diferencí, tj. pouze na uzlech xi, xi+1, ..., xi+k

a na hodnotách funkce f v nich. Speciáln¥ závisí diference f [x0, x1, ..., xi] pouze na prvních i+ 1
°ádcích tabulky. Tato vlastnost je ihned vid¥t z de�nice (3.21.1) pom¥rných diferencí. Dá se také
ukázat [3], ºe pom¥rné diference jsou symetrické funkce svých argument· v tom smyslu, ºe p°i
libovolné permutaci uzl· xi, xi+1, ..., xi+k z·stává hodnota f [xi, xi+1, ..., xi+k] beze zm¥ny.

Pom¥rné diference mají uplatn¥ní nap°. p°i aproximaci derivací funkce f (viz odst. 15.8).
D·vodem je skute£nost, ºe platí [3]

(3.21.2) f [x0, x1, ..., xi] =
f (i)(ξ)
i!

, i = 0, 1, ..., n,
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kde ξ ke n¥jaký blíºe neur£ený bod leºící v int (x0, x1, ..., xi). Ze (3.12.2) plyne, ºe je-li polynom
N -tého stupn¥, jsou jeho pom¥rné diference k-tého °ádu pro k > N rovny nule. Z velikosti po-
m¥rných diferencí se tak dá v zásad¥ usuzovat na to, zda se daná funkce bude dob°e aproximovat
polynomem.

3.22 P°íklad.

Sestavíme tabulku pom¥rných diferencí (tab. 5) pro funkci f zadanou stejn¥ jako v p°íkl. 3.4.

Tabulka 5

i xi f(xi) = f [xi] k = 1 k = 2 k = 3
0 0 1
1 1 2 f [x0, x1] = 1
2 − 1 2 f [x1, x2] = 0 f [x0, x1, x2] = 1
3 3 0 f [x2, x3] = − 1

2 f [x1, x2, x3] = − 1
4 f [x0, x1, x2, x3] = − 5

12

V tabulce 5 nap°.

f [x2, x3] =
f [x3]− f [x2]
x3 − x2

=
0− 2
3 + 1

= −1
2

a jako poslední hodnotu po£ítáme

f [x0, x1, x2, x3] =
f [x1, x2, x3]− f [x0, x1, x2]

x3 − x0
=
−1

4 − 1
3− 0

= − 5
12
.

3.23 Koe�cienty interpola£ního polynomu.

Význam pom¥rných diferencí pro interpolaci spo£ívá v tom, ºe se dá ukázat [3], ºe pro koe�-
cienty aj Newtonova interpola£ního polynomu platí

(3.23.1) aj = f [x0, x1, ..., xj ], j = 0, 1, ..., n.

Ov¥°me to alespo¬ pro j = 0, 1. Z první rovnice (3.20.3) máme ihned

a0 = f(x0) = f [x0].

Vypo£ítáme-li z druhé rovnice a1, dostáváme

a1 =
f(x1)− a0

x1 − x0
=
f [x1]− f [x0]
x1 − x0

= f [x0, x1].

Pro j > 1 je ov¥°ení jiº technicky náro£né a nebudeme je provád¥t.
Koe�cienty Newtonova polynomu jsou tedy £ísla na d i a g o n á l e, t a b u l-k y p om¥ r n ý c h

d i f e r e n c í (tab. 4, odst. 3.21) a Newton·v polynom m·ºeme proto zapsat jako

(3.23.2) Nn(x) =f [x0] + f [x0, x1](x− x0)+
+ f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + ...+
+ f [x0, x1, ..., xn](x− x0)(x− x1)...(x− xn−1).

33



Interpola£ní polynom zapsaný ve tvaru (3.23.2) má dv¥ zásadní výhody oproti Lagrangeovu tvaru.
P°edev²ím je to skute£nost, ºe koe�cienty f [x0, x1, ..., xj ] ve vyjád°ení (3.23.2) n e z á v i s e j í na
x. Je proto moºné vypo£ítat je (p°i daných vstupních datech) jednou provºdy a hodnoty interpo-
la£ního polynomu pro r·zná x pak po£ítat postupným dosazováním do (3.23.2). Druhou výhodou
je to, ºe koe�cienty Newtonova polynomu mají vlastnost, které se °íká permanence. P°idáme-li
totiº k uzl·m interpolace x0, x1, ..., xn dal²í bod xn+1 r·zný od v²ech ostatních uzl·, bude mít
p°íslu²ný interpola£ní polynom Nn+1 koe�cienty

f [x0], f [x0, x1], ..., f [x0, x1, ..., xn], f [x0, x1, ..., xn, xn+1].

Prvních n+1 koe�cient· se oproti Nn v·bec nezm¥ní, protoºe jejich hodnoty závisejí pouze na xi

a f(xi) pro i = 0, 1, ..., n. U Newtonova interpola£ního polynomu je tak moºné pohodln¥ zvy²ovat
stupe¬ interpola£ního polynomu tím, ºe p°ibíráme do výpo£tu dal²í uzly interpolace. Polynom v
Lagrangeov¥ tvaru bychom museli v takovém p°ípad¥ sestrojovat celý znovu.

3.24 P°íklad.

Newton·v interpola£ní polynom t°etího stupn¥ pro funkci f z p°íkl. 3.22 m·ºeme jiº ihned
napsat. Jeho koe�cienty jsou na diagonále tabulky pom¥rných diferencí (tab. 5, odst. 3.22). Máme

N3(x) = 1 + (x− x0) + (x− x0)(x− x1)−
5
12

(x− x0)(x− x1)(x− x2) =

= 1 + x+ x(x− 1)− 5
12
x(x− 1)(x+ 1).

3.25 Algoritmy.

V²imneme si toho, ºe v s-tém °ádku tabulky pom¥rných diferencí (tab. 4, odst. 3.21), kde
s = 0, 1, ..., s, jsou obsaºeny vesm¥s diference tvaru f [xs−k, xs−k+1, ... ..., xs−1, xs], a to pro k =
= 0, 1, ..., s. Pro algoritmický zápis výpo£tu tabulky pom¥rných diferencí po jejích °ádcích bude
proto výhodné ozna£it

Fsk = f [xs−k, xs−k+1, ..., xs−1, xs].

P°i tomto ozna£ení budou v s-tém °ádku tab 4. zleva doprava veli£iny

Fs0, Fs1, ..., Fs,s−1, Fss.

Rekurenci (3.21.1) pro výpo£et pom¥rných diferencí p°evedeme na rekurenci pro výpo£et Fsk,
k = 0, 1, ..., s, tak, ºe v ní poloºíme i = s− k, i+ k = s. Výsledkem je vztah

Fsk =
Fs,k−1 − Fs−1,k−1

xs − xs−k
.
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Pro výpo£et koe�cient· Newtonova interpola£ního polynomu tak dostáváme algoritmus

(3.25.1) Vstup : n, x0, x1, ..., xn, f(x0), f(x1), ..., f(xn).
Pro s = 0, 1, ..., n :

Fs0 = f(xs).
Pro k = 1, 2, ..., s :

Fsk =
Fs,k−1 − Fs−1,k−1

xs − xs−k
.

as = Fss.

Výstup : a0, a1, ..., an.

Doporu£ujeme £tená°i, aby si algoritmus prov¥°il op¥t na tab. 5 z p°íkl. 3.22. Hodnota Fsk je v
tab. 5. na pr·se£íku °ádku s a sloupce k.

Hodnoty interpola£ního polynomu vyjád°eného ve tvaru (3.20.1), resp. (3.23.2) m·ºeme po
provedení algoritmu (3.25.1) pohodln¥ po£ítat algoritmem podobným Hornerovu algoritmu z [21]:

(3.25.2) Vstup : n, x0, x1, ..., xn−1, a0, a1, ..., an−1, an.

P = an.

Pro i = n− 1, n− 2, ..., 1, 0 :
P = P (x− xi) + ai.

Výstup : Nn(x) = P.

Znaménko rovnosti ve £tvrtém °ádku algoritmu (3.25.2) zde pouºíváme ve smyslu p ° i ° a z e n í -
tak jako v programovacích jazycích. Veli£inu P je t°eba chápat jako prom¥nnou v jazyce FOR-
TRAN, Algol apod. Tuto licenci budeme ob£as uºívat i v dal²ím výkladu, aniº bychom na to
znovu upozor¬ovali.

3.26 P°íklad.

V p°íkladu 3.24 jsme nalezli Newton·v interpola£ní polynom N3 pro funkcí f z p°íkl. 3.22.
Vypo£ítejme hodnotu tohoto polynomu v bod¥ x = 2.

Uºití algoritmu (3.25.¥) neznamená nic jiného, neº ºe výraz N3(x) uzávorkujeme takto:

N3(x) = 1 + (x− x0)1 + (x− x1)[1−
5
12

(x− x2)] =

= 1 + x1 + (x− 1)[1− 5
12

(x+ 1)].

Skute£n¥, algoritmus (3.25.2) dává pro x = 0, x0 = 0, x1 = 1, x2 = −1, a0 = 1, a1 = 1, a2 = 1,
a3 = − 5

12 postupn¥
P = − 5

12 ,

P = − 5
12(2 + 1) + 1 = − 1

4 (i = 2),
P = − 1

4(2− 1) + 1 = 3
4 (i = 1),

P = 3
4 · 2 + 1 = − 5

2 (i = 0).

je tedy N3(2) = 5
2 . Výsledek je stejný jako hodnota L3(2) v p°íkl. 3.17 a 3.4.
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3.27 Ekvidistantní uzly interpolace.

Jsou-li uzly interpolace xi, i = 0, 1, ..., n uspo°ádány podle velikosti a ekvidistantní, tj. je-li
xi+1 − xi = h, i = 0, 1, ..., n − 1, h = konst > 0, je moºné sestrojení Newtonova interpola£ního
polynomu dále zjednodu²it. Pom¥rné diference (3.21.1) se v tomto p°ípad¥ dají vyjád°it pomocí
jednodu²²ích veli£in, kterým se °íká pouze diference nebo dop°edné diference.

V souladu s tradicí budeme u ekvidistantních tabulek pouºívat ozna£ení fi = f(xi). Nech´ je
tedy dána tabulka {(xi, fi), i = 0, 1, ..., n} hodnot funkce f s ekvidistantními uzly xi = x0 + ih,
i = 0, 1, ..., n, h = konst. Konstantn¥ h budeme °íkat krok tabulky. Dop°edné diference se de�nují
obdobn¥ jako diference pom¥rné. Pro kaºdé i = 0, 1, ..., n de�nujeme dop°ednou diferenci nultého
°ádu vztahem ∆0fi = fi a pro i = 0, 1, ..., n−1 de�nujeme dop°ednou diferenci ∆1fi prvního °ádu
vztahem ∆1fi = fi+1 − fi. �asto se místo ∆1 pí²e pouze ∆. Dop°ednou diferenci k-tého °ádu
∆kfi, k = 2, de�nujeme nyní pro i+ k 5 n rekurentním vztahem

(3.27.1) ∆kfi = ∆(∆k−1fi) = ∆k−1fi+1 −∆k−1fi.

Pro i 5 n− 2 tedy nap°. je

∆2fi = ∆(∆fi) = ∆fi+1 −∆fi = (fi+2 − fi+1)− (fi+1 − fi) = fi+2 − 2fi+1 + fi.

Podobn¥ jako tomu bylo u pom¥rných diferencí, závisí dop°edná diference ∆kfi pouze na hodno-
tách fi, fi+1, ..., fi+k (odtud název d o p ° e d n á diference).

Mezi pom¥rnými diferencimi s ekvidistantními body xi, i = 0, 1, ..., n a dop°ednými diferencimi
platí vztah

(3.27.2) f [xi, xi+1, ..., xi+k] =
∆kfi

k!hk
,

který se snadno p°i pevném i ov¥°í indukcí podle k [induk£ní krok se provede uºitím (3.21.2) a
(3.27.1)].

Dop°edné diference m·ºeme po£ítat op¥t algoritmem (3.25.1). Za tím ú£elem ozna£íme Fsk =
= ∆kfs−k, s = 0, 1, ..., n, k = 0, 1, ..., s, a vzorec pro Fsk ve (3.25.1) zam¥níme vzorcem

(3.27.2) Fsk = Fs,k−1 − Fs−1,k−1,

který je p°episem vztahu (3.27.1) pro i = s − k. P°i ru£ním výpo£tu zaloºeném na rekurentním
pouºití vztahu (3.27.1) uspo°ádáváme diference op¥t do tabulky (tab. 6).

Tabulka 6
�����������������������������

x0 f(x0) = f0
↘

x1 f(x1) = f1 −→ ∆f0
...

...
...

. . .
xn−1 f(xn−1) = fn−1 ∆fn−2 . . . ∆n−1f0

↘ ↘
xn f(xn) = fn −→ ∆fn−1 . . . ∆n−1f1 −→ ∆nf0

�����������������������������
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�ipky ukazují, z kterých hodnot v levém sloupci tab. 6 se podle (3.27.1) po£ítají diference v
sousedním pravém sloupci. P°i zápisu diferencí do tabulky se £asto vynechává desetinná £árka a pí²í
se pouze významné £íslice (£íslice normalizované mantisy p°i vyjád°ení £ísla v semilogaritmickém
tvaru). Místo 0, 079 576 tedy do tabu.ky zaneseme 79576.

3.28 P°íklad.

Sestrojme tabulku diferencí pro f(x) = sinx, x0 = 0, 6, krok h = 0, 1 a n = 4.
Dostáváme (srov. tab. 6):

xi fi

0, 6 0,564642
0, 7 0, 644 218 79576
0, 8 0, 717 356 73138 −6438
0, 9 0, 783 327 65971 −7167 −729
1, 0 0, 841 471 58144 −7827 −660 69

Je tedy nap°.

∆f2 = f3 − f2 = 0, 065 971,

∆4f0 = ∆3f1 −∆3f0 = −0, 000 660 + 0, 000 729 = 0, 000 069 apod.

3.29 Interpola£ní polynom s dop°ednými diferencemi.

Jsou-li uzly interpolace ekvidistantní s krokem h, m·ºeme koe�cienty Newtonova interpola£-
ního polynomu aj , j = 0, 1, ..., n, pomocí (3.27.2) snadno stanovit z diferencí ∆jf0, j = 0, 1, ..., n,
tedy op¥t z hodnot na d i a g o n á l e tabulky diferencí (tab. 6). Chceme-li uºít k zápisu interpo-
la£ního polynomu dop°edné diference, je v²ak ú£elné provést v polynomu Nn zám¥nu prom¥nných
a poloºit

(3.29.1) x = x0 + th.

Budeme tam m¥°it v jednotkách h vzdálenost bodu x od x0. Zavedeme je²t¥ jedno ozna£ení,

kterým zobecníme pojem binomického koe�cient·

(
n

k

)
pro n reálná. Poloºíme pro reálné t a

p°irozené j

(3.29.2)

(
n

k

)
=
t(t− 1)...(t− j + 1)

j!
,

(
t

0

)
≡ 1.

Po substituci (3.29.1) a dosazení za pom¥rnou diferenci podle (3.27.2) p°ejde Newton·v inter-
pola£ní polynom Nn v polynom N+

n , kde

(3.29.3) N+
n (t) = f0 +

(
t

1

)
∆f0 + ...+

(
t

n

)
∆nf0 =

=
n∑

j−1

(
t

j

)
∆jf0

(
t =

x− x0

h

)
.
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Polynom N+
n se nazývá Newton·v interpola£ní polynom s dop°ednými diferencemi nebo také New-

ton·v polynom pro interpolaci vp°ed (t = 0). Protoºe jde jen o speciální zp·sob zápisu interpo-
la£ního polynomu, platí pro chybu aproximace polynomem N+

n stále vzorce (3.10.1) a (3.12.1).
Provedeme-li substituci (3.29.1) také nap°. v (3.12.1), dostaneme odtud odhad chyby ve tvaru

(3.29.4) |f(x0 − th)−N+
n (t)| 5 Mhn+1

∣∣∣∣( t
n+ 1

)∣∣∣∣
kde M = |f (n+1)(ξ)| pro v²echna ξ ∈ int (x0, xn, x).

3.30 P°íklad.

Ur£eme sin 0, 63 z tabulky p°íkl. 3.28 a odhadn¥me p°esnost výsledku. Pouºijeme interpola£ní
polynom N+

n .
Máme x0 = 0, 6, h = 0, 1, n = 4. Z°ejm¥ t = 0, 3. Hodnoty diferencí, které pot°ebujeme dosadit

do (3.29.3), jsou v tabulce vyti²t¥ny tu£n¥ (pozor na desetinnou £árku!). Jako aproximaci hodnoty
sin 0, 63 interpolací s pouºitím polynomu £trtého stupn¥ dostáváme (na 6D) podle (3.29.3)

N+
4 (0, 3) =0, 564 642 +

(
0, 3
1

)
· 0, 079 576−

(
0, 3
2

)
· 0, 006 438−

−
(

0, 3
3

)
· 0, 000 729 +

(
0, 3
4

)
· 0, 000 069 .= 0, 589 145.

Pátá derivace funkce sinx je cosx, a je tedy v absolutní hodnot¥ men²í neº 1. Absolutní
hodnota chyby aproximace je tedy podle (3.29.4) men²í neº

1 · 10−5 ·
∣∣∣∣( 0, 3

5

)∣∣∣∣ = 10−5

5!
|(0, 3) · (−0, 7) · (−2, 7) · (−3, 7)| < 0, 3 · 10−6.

3.31 Interpola£ní polynom se zp¥tnými derivacemi.

V kapitole III o °e²ení diferenciálních rovnic budeme pot°ebovat interpola£ní polynom ve tvaru
obdobném (3.29.3), ale vycházejícím z hodnoty funkce f na pravém konci soustavy ekvidistan£ních
uzl· interpolace xi, tj. z hodnoty fn v bod¥ xn = x0+nh. V tomto tvaru interpola£ního polynomu
budou pak vystupovat diference tvo°ené zp¥tn¥ z funk£ních hodnot funkce f vlevo od bodu xn.
T¥mto diferencím se °íká zp¥tn¥ diference.

Zcela obdobn¥ jako jsme v odst. 3.27 zavedli dop°edné diference, de�nujeme zp¥tn¥ diference
nultého °ádu vztahem 40fi = fi, i = 0, 1, ..., n, zp¥tn¥ diference prvního °ádu de�nujeme pro
i = 1, 2, ..., n vztahem 41fi = fi − fi−1 a zp¥tn¥ diference k-tého °ádu rekurentním vztahem

(3.31.1) 4kfi = 4(4k−1fi −4k−1fi−1)

pro 2 5 k 5 i. (Pí²eme zde 4 místo 41.) Zp¥tná diference 4kfi závisí pouze na hodnotách
fi, fi−1, ..., fi−k odtud název z p ¥ t n á diference).

P°i zápisu interpola£ního polynomu pomocí zp¥tných diferencí uºíváme stejn¥ jako v odst.
3.29 substituci. Tentokrát v²ak klademe x = xn + th (m¥°íme vzdálenost bodu x od xn místo
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od x0). Dá se ukázat [3], [26], ºe interpola£ní polynom pro data (xi, f(xi), i = 0, 1, ..., n) je pak
moºno zapsat ve tvaru

(3.31.2) N−
n (t) = fn −

(
−t
1

)
4 fn + ...+ (−1)n

(
−t
n

)
4n fn =

=
n∑

j=0

(
−t
j

)
4j fn

(
t =

x− xn

h

)
.

Polynom N−
n se nazývá Newton·v interpola£ní polynom se zp¥tnými diferencemi nebo také New-

ton·v polynom pro interpolaci vzad (t 5 0).
P°ipomínáme znovu, ºe ani polynom N−

n není nic jiného neº ur£itý zp·sob zápisu interpola£-
ního polynomu, který je vstupními daty jednozna£n¥ ur£en. �tená° si moºná také jiº v²iml toho,
ºe není nezbytn¥ nutné zavád¥t oba druhy diferencí, ∆ i 4. Platí nap°. (ov¥°te1).

4fi = ∆fi−1, 42fi = ∆2fi−2.

Obecn¥ se dá ukázat, ºe platí
4kfi = ∆kfi−k.

Proto jsou £íselné hodnoty poloºek v tabulce zp¥tných diferencí (kterou nebudeme popisovat)
stejné jako v tabulce dop°edných diferencí, jde pouze o jiné ozna£ení. Hodnoty diferencí vystupující
v Newtonov¥ polynomu (3.31.2) pro interpolace vzad najdeme tudíº v p o s l e d n ím ° á d k u u
tabulky diferencí (tab. 6).

Krom¥ dop°edných a zp¥tných diferencí se zavád¥jí také it centrální diference de�nované vzta-
hem

δfi = fi+1/2 − fi−1/2.

a dále op¥t rekurentn¥. P°itom klademe fi±1/2 = fxi ± h/2. Pomocí tabulkových hodnot lze tedy
vyjád°it pouze centrální diference sudých °ád·. Je nap°.

δ2fi = δ(δfi) = δfi+1/2 − δfi−1/2 = fi+1 − 2fi + fi−1.

Centrální diference δkfi závisí na hodnotách funkce f v tabulkových bodech, které jsou rozloºeny
symetricky kolem xi. O interpola£ních polynomech s centrálními diferencemi viz nap°. [3], [26].

3.32 Konvergence interpola£ního procesu.

V tomto odstavci se budeme zabývat otázkou, zda p°i interpolaci funkce f na intervalu 〈a, b〉 s
uzly x0, x1, ..., xn povede zvy²ování po£tu uzl· (a tedy aproximace interpola£ními polynomy stále
vy²²ích stup¬·) ke stále lep²í aproximaci funkce f .

Nech´ je dána funkce f , která je spojitá na intervalu 〈a, b〉, a ozna£me D = {a = x0 <
< x1 < ... < xn = b} soubor uzl· interpolace. Víme jiº, ºe ke kaºdému souboru n + 1 uzl· D
existuje interpola£ní polynom pD(xi) ∈ Pn takový, ºe pD(xi) = f(xi) pro xi ∈ D. Vezm¥me nyní
posloupnost soubor·

Ds = {a < x
(s)
0 < x

(s)
1 < ... < x(s)

n = b}
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a ke kaºdému souboru uzl· interpolace Ds p°i°adíme interpola£ní polynom pDs . Zajímá nás, zda
polynomy pDs budou konvergovat k f za p°edpokladu, ºe uzly interpolace volíme tak, aby

max
i
|x(s)

i+1 − xi(s)| → 0

pro s → ∞. Odpov¥¤ je v mnoha sm¥rech negativní. At' volíme uzly interpolace jakkoli, vºdy
existuje spojitá funkce tak, ºe interpola£ní proces tuto funkcí nekonverguje s t e j n om ¥ r n ¥.

Zvolíme-li uzly interpolace e k v i d i s t a n t n ¥, tj.

x
(s)
i = a+ i

b− a

s
, i = 0, 1, ..., s,

pak nap°. pro tak elementární funkce jako jsou (1+x2)−1 na 〈a, b〉 = 〈−5, 5〉 nebo
√
x na 〈a, b〉 =

= 〈0, 1〉 nekonverguje interpola£ní proces ani b o d o v ¥ na celém 〈a, b〉. Dal²ím negativním p°íkla-
dem je interpolace funkce |x| na 〈−1, 1〉, kde interpola£ní proces s ekvidistantními uzly nekonver-
guje v º á d n ém b o d ¥ s výjimkou bod· x = −1, 0, 1. Interpolace spojitých funkcí m·ºe tedy p°i
pouºití ekvidistantních uzl· dávat problematické výsledky. Jediný pouºitelný pozitivní výsledek
je tu ten, ºe interpola£ní proces s ekvidistantními uzly konverguje stejnom¥rn¥, je-li f celistvá
analytická funkce. Interpolace ekvidistantních dat polynomy vy²²ích stup¬· je v n¥kterých p°ípa-
dech také ²patn¥ podmín¥ná úloha, tj. malé nep°esnosti ve vstupních datech p·sobí velké chyby v
hodnot¥ interpola£ního polynomu. Potíºe vznikají zejména p°i aproximování funkce poblíº konc·
intervalu 〈x0, xn〉, kde se pak navíc interpola£ní polynomy vy²²ích stup¬· zpravidla zna£n¥ "vlní".

Chceme-li aproximovat n¥jakou funkcí polynomem na celém intervalu a m·ºeme-li si vybrat
body, v nichº po£ítáme nebo m¥°íme tabulkové hodnoty, je proto vºdy rozumn¥j²í n e v o l i t u z l y
xi e k v i d i s t a n t n ¥. Dobrá strategie je volit tabulkové body tak, aby byly rozloºeny stejn¥ jako
k o ° e n y � e b y ² e v o v ý c h p o l y n om· (viz odst. 5.6 a [26]), £ímº mimo jiné minimalizujeme
hodnotu max |en(x)|, kde en(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn) [viz (3.10.1), (3.12.1) a p°íkl. 3.11].

Pracujeme-li tedy s 〈a, b〉 = 〈−1, 1〉, volíme

(3.32.1) xi = cos
(

2i+ 1
n+ 1

π

2

)
, i = 0, 1, ..., n

[xi, i = 0, 1, ..., n jsou ko°eny �eby²evova polynomu (n + 1)-ního stupn¥, viz p°íkl. 5.6.1]. Na
obecný interval 〈a, b〉 uzly (3.32.1) zobrazíme jednoduchou lineární transformací

z =
1
2
[(b− a)x+ (b+ a)], x ∈ 〈−1, 1〉 , z ∈ 〈a, b〉 .

Volíme-li uzly interpolace podle (3.32.1), má interpola£ní proces p°i n → ∞ tu vlastnost, ºe
vzniklé interpola£ní polynomy konvergují na 〈a, b〉 stejnom¥rn¥ k aproximované funkci uº p°i
velmi mírných poºadavcích na tuto funkci. Posta£ující podmínkou pro stejnom¥rnou konvergenci
je nap°. jiº existence spojité první derivace f ′ na 〈a, b〉. Tuto podmínku lze je²t¥ dále zeslabit.
Podobná konvergen£ní v¥ta platí také pro uzly volené jako ko°eny Legendrových polynom· (viz
p°íkl. 5.6.3).

Podrobné pou£ení o konvergenci interpola£ních proces· (pro interpolaci polynomy) najde zá-
jemce nap°. v [3].
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3.33 Úlohy.

3.33.1

Funkce f je dána svými hodnotami v uzlech x0 = 1, x1 = 5, x2 = 3, x3 = 0. Je f(1) = 2,
f(5) = 30, f(3) = −4, f(0) = 5. Sestrojte Lagrange·v interpola£ní polynom t°etího stupn¥ pro
funkci f .

[L3(x) = x3 − 4x2 + 5]

3.33.2

Funkce lnx je kvadraticky interpolována v bodech x = 10, 11, 12.
a) Odhadn¥te chybu aproximace interpola£ním polynomem v bod¥ x = 11, 1.
[|E(11, 1)| 5 3, 3 · 10−5.]
b) Jak závisí znaménko této chyby na x?
[E(x) > 0 pro x ∈ (10, 11), znaménko se m¥ní v uzlech interpolace.]

3.33.3

Sestrojte tabulku hodnot funkce f(x) = 2x+ 1 pro xi = 0, 1i, i = 0, 1, ..., 5. Stanovte f(0, 26)
lineární interpolací a ov¥°te si, ºe výsledek je p°esný [E(0, 26) = 0]. Vysv¥tlete

[Návod: Uºijte (3.10.1).]

3.33.4

Je dána ekvidistantní tabulka hodnot funkce ex na intervalu 〈0, 1〉 s krokem h = 0, 01. Od-
hadn¥te nejv¥t²í moºnou chybu, které se dopustíme p°i lineární interpolaci v této tabulce.

[|E(x)| 5 (e/2) · 10−4 5 1, 36 · 10−4 pro x ∈ 〈0, 1〉; p°i p°esn¥j²ím odhadu (x − x0)(x − x1)
dostaneme dokonce |E(x)| 5 (e/8) · 10−4.]

3.33.5

P°epi²te Nevill·v algoritmus (3.16.2) pro funkcí f danou ekvidistantní tabulkou s krokem h
(xi+1 − xi ≡ h).

[Návod: Poloºte nap°. x = x0 + th.]

3.33.6

Funkce f je dána t¥mito hodnotami, které jsou zaokrouhleny na 3D: f(0, 2) = 0, 962, f(0, 4) =
= 0, 862, f(0, 6) = 0, 735, f(0, 8) = 0, 610.

a) Sestavte Nevillovo schéma pro tato vstupní data a x̂ = 0, 5. Stanovte p°ibliºnou hodnotu
f(0, 5) p°i interpolaci kubickým polynomem.

[f(0, 5) ≈ P33
.= 0, 800 1.]

b) Odhadn¥te chybu aproximace kvadratickým interpola£ním polynomem s uzly 0, 2; 0, 4; 0, 6.
Pouºijte p°itom odhad |f ′′′(x)| < 4, 67 pro x ∈ 〈0, 1〉. Porovnejte se skute£nou chybou, víte-li, ºe
f(x) = (1 + x2)−1.

[|E(0, 5)| 5 0, 5 · 10−3 · 4, 67 5 2, 34 · 10−3; skute£ná chyba je −0, 001 875.]
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3.33.7

Funkce f je dána tab. 7. Nalezn¥te Nevillovým algoritmem p°ibliºnou hodnotu f(1, 5) ≈ P66

a posu¤te výsledek.
[Návod: Sestrojte cele Nevillovo schéma a posu¤te chování hodnot na diagonále. P66

.=
.= 0, 357 3.]

Tabulka 7

x 0,1 0,2 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0
f(x) 10,0 5,0 2,0 1,0 0,5 0,2 0,1

3.33.8

Sestrojte Newton·v interpola£ní polynom N3 pro funkci f danou hodnotami f(1) = 0, f(2) =
= 2, f(4) = 12, f(5) = 20.

[N3(x) = 2(x− 1) + (x− 1)(x− 2) = (x− 1)x.]

3.33.9

Máte informaci, ºe data v tab. 8 jsou hodnoty jistého kubického polynomu. Uºijte pom¥rné
diference a ov¥°te diference a ov¥°te toto tvrzení. Sestrojte p°íslu²ný polynom.

[f(x) = x3 + x2 − 2x+ 3.]

Tabulka 8

x -3 -1 0 2 3
f(x) -9 5 3 11 33

3.33.10

Sestrojte tabulku diferencí pro funkcí f , která je dána svými hodnotami v ekvidistantních
uzlech 2 + ih, i = 0, 1, 2, 3, h = 0, 5: f(2) = −1, f(2, 5) = 5, f(3) = 15, f(3, 5) = 35. Napi²te
Newton·v polynom pro interpolaci vp°ed N+

3 a pro interpolaci vzad N−
3 .

[Návod: Uºijte toho, ºe 4kfi = ∆kfi−k. Kontrola: 43f0 = 6.]

3.33.11

Sestrojte tabulku diferencí pro data z tab. 9. Napi²te Newton·v polynom pro interpolaci vp°ed
N+

3 a pro interpolaci vzad N−
3 . Jaký je nejniº²í stupe¬ polynomu, který interpoluje uvedená data?

[Dva. Kontrola: ∆kfi ≡ 0, 4kfi ≡ 0 pro k > 2.]
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Tabulka 9

x 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
f(x) 1,00 1,32 1,68 2,08 2,52 3,00

3.33.12

Sestrojte uzly interpolace na intervalu 〈0, 1〉, které jsou rozloºeny podle (3.32.1) s n = 2.
[x0

.= 0, 933 01; x1 = 1
2 ; x2

.= 0, 066 987 na 5 platných £íslic.]

3.33.13

Napi²te program, který realizuje algoritmy (3.25.1) a (3.25.2) a umoº¬uje tak p°i dané tabulce
hodnot funkce f po£ítat hodnoty p°íslu²ného Newtonova interpola£ního polynomu. Poloºte f(x) =
= (25x2 + 1)−1 a pomocí tohoto programu:

a) Sestrojte interpola£ní polynomy stupn¥ n = 5, 10, 15, 20 pro ekvidistantní uzly interpolace
xi = −1 + (2/n)i, i = 0, 1, ..., n. Tabelujte hodnotu aproximace v bodech (xi + xi+1)/2, p°íp.
znázorn¥te f i v²echny interpola£ní polynomy gra�cky.

b) Prove¤te totéº, jako v bod¥ a), ale s uzly podle (3.32.1). Porovnejte výsledky a) a b).

4 Interpolace racionální funkcí a spline-funkcí

4.1 Interpolace racionální funkcí.

Ne kaºdá spojitá funkce se dá dob°e aproximovat polynomem, i kdyº d·vod· pro to, abychom
aproximující funkce pouºívali polynomy, je celá °ada (odst. 1.9). V p°íkladu 3.19.2 a úloze 3.33.7
lze nalézt typické p°íklady vstupních dat, která polynom aproximuje ²patn¥; v obou p°ípadech
pocházejí data z funkcí, které mají asymptoty. U takových funkcí dostaneme £asto lep²í výsledky,
aproximujeme-li je vhodnou racionální funkcí.

Teoretické problémy interpolace funkcemi ze t°ídyRpq racionálních funkcí, které mají v £itateli
polynom nejvý²e p-tého stupn¥ a ve jmenovateli polynom nejvý²e q-tého stupn¥, jsou podstatn¥
komplikovan¥j²í, neº tomu bylo u polynom·. Jde tu o aproximace n e l i n e á r n í h o t y p u (hod-
nota aproximující funkce nezávisí na volitelných parametrech - koe�cientech racionální funkce -
lineárn¥). V¥t²inou je v²ak i zde ur£ena p + q + 1 vstupními daty {(xi, f(xi)), i = 0, 1, ..., p + q}
práv¥ jedna racionální funkce ϕ ∈ Rpq,

(4.1.1) ϕ(x) =
a0 + a1x+ ...+ apx

p

b0 + b1x+ ...+ bqxq
,

která spl¬uje interpola£ní podmínky

(4.1.2) ϕ(xi) = f(xi), i = 0, 1, ..., p+ q.

Poznamenáváme, ºe ve v²ech funkcích z Rpq vystupuje vlastn¥ pouze p+ q + 1 nezávislých para-
metr·, nebo´ jejich koe�cienty jsou vºdy ur£eny pouze aº na nenulový spole£ný faktor.

43



Podrobn¥j²í studium interpolace racionální funkcí p°esahuje rámec tohoto se²itu. Dobré pou-
£ení najde £tená° v [29]. Zde se omezíme na to, ºe pro informaci uvedeme analog Nevillova algo-
ritmu zaloºený na interpolaci racionální funkcí. Tento algoritmus pochází od J. Stoera [29] a je
ur£en k výpo£tu hodnoty ϕ(x̂) interpolující racionální funkce ϕ pro vstupní data {(xi, f(xi)), i =
= 0, 1, ..., n}. Konstruovaná funkce ϕ p°itom pat°í do t°ídy Rpq, kde n = p + q a p = q nebo
p = q − 1 podle toho, zda n je sudé nebo liché £íslo.

(4.1.3) Vstup : n, x̂, x0, x1, ..., xn, f(x0), f(x1), ..., f(xn).
Pro i = 0, 1, ..., n :

Ri,−1 = 0; Ri0 = f(xi).
Pro k = 1, 2, ..., i :

Rik = Pi,k−1+

+ (x̂− xi)
Ri,k−1 +Ri−1,k−1

(xi − xi−k)− (x̂− xi−k)
Ri,k−1+Ri−1,k−1

Ri,k−1+Ri−1,k−2

.

Výstup : ϕ(x̂) = Rnn.

Vzhledem k rozdíl·m ve jmenovatelích m·ºe algoritmus (4.1.3) selhat (d¥lení nulou). Praxe v²ak
ukazuje, ºe se to stává jen velmi z°ídka. Stejn¥ jako u Nevillova algoritmu jsou i zde mezivýsledky
Rik hodnotami jistých racionálních interpola£ních funkcí.

Ru£ní výpo£et podle (4.1.3) m·ºeme uspo°ádat do tabulky zcela obdobné Nevillovu schématu
(tab. 2, odst. 3.1.6). Rozdíl bude v tom, ºe hodnota Rik se nyní nepo£ítá ze dvou hodnot v
sousedním levém sloupci schématu, ale ze t°í hodnot Ri,k−1, Ri−1,k−1, Ri−1,k−2, takºe k výpo£tu
Rik pouºíváme d v a s o u s e d n í s l o u p c e vlevo od sloupce k.

4.2 P°íklad.

Aplikujme Stoer·v algoritmus (4.1.3) na úlohu z p°íkl. 3.19.2, kde nám interpolace polyno-
mem nedala p°i vynaloºeném objemu výpo£tu dobrý výsledek. Máme stanovit p°ibliºnou hodnotu
f(1, 8). Výpo£et uspo°ádáme do tabulky (tab. 10). �ipky v tab. 10 op¥t nazna£ují, které hodnoty
se pouºijí p°i výpo£tu. Je nap°.

R11 = R10 + 0, 8
R10 −R00

−1− (−0, 2)(R10 −R00)/(R10 −R0,−1)
,

tj.

R11 = 0, 367 88 + 0, 8
0, 232 54

−1− (0, 2) · (0, 232 54)/(0, 367 88)
.= 0, 154 93.

Vzhledem k ustálenému chování hodnot na diagonále tabulky (jsou ti²t¥ny tu£n¥) klademe
f(1, 8) .= 0, 165 ( .= R44). P°ipomínáme, ºe e−1,8 = 0, 165 30. Hondota R44 je hodnota interpola£ní
funkce ϕ ∈ R22 v bod¥ x = 1, 8.
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Tabulka 10
�������������������������������
i xi Ri,−1 Ri0 = f(xi) Ri1 Ri2 Ri3 Ri4

�������������������������������
0 2 0 0,13534

↘
1 1 0 0, 367 88 −→ 0,15493
2 3 0 0, 049 787 0, 103 46 1,16291

↘
3 0 0 1, 000 0 0, 080 313 0, 186 23 −→ 0,16463
4 4 0 0, 018 316 0, 039 811 0, 124 62 0, 157 58 0,165157
�������������������������������

4.3 Aproximace funkcemi, které jsou po £ástech polynomy.

Metodami popsanými v £l. 3 jsme aproximovali funkci f na intervalu 〈a, b〉 interpola£ním
polynomem. Je-li interval 〈a, b〉 velký, neumoº¬ují £asto interpola£ní polynomy niº²ích stup¬·
dosáhnout poºadované p°esnosti. Snaha zmen²it velikost chyby aproximace tím, ºe pouºijeme
interpola£ní polynom vy²²ího stupn¥, v²ak nevede vºdy k cíli. Interpola£ní polynomy vysokých
stup¬· se zpravidla v intervalech mezi uzly interpolace zna£n¥ "vlní". Rovn¥º úvahy o konvergenci
interpola£ního procesu (odst. 3.32) ukazují, ºe zejména v p°ípad¥ ekvidistantních uzl· interpolace
nemusí zvy²ování stupn¥ interpola£ního polynomu p°inést zmen²ení velikosti chyby aproximace.

Osv¥d£enou cestou, jak dosáhnout u interpola£ní aproximace poºadované p°esnosti a vyhnout
se p°itom interpola£ním polynom·m vy²²ích stup¬·, je neaproximovat funkci f jedním polynomem
na celém intervalu 〈a, b〉, ale rozd¥lit 〈a, b〉 na n¥kolik £ástí n a k a º d ém i n t e r v a l u p o u º í t
p o l y n om j i n ý. Budou-li díl£í intervaly dostate£n¥ malé, bude p°itom moºné aproximovat na
nich funkci f polynomy n í z k ý c h s t u p ¬ ·. Výsledná aproximující funkce ϕ je pak na 〈a, b〉
funkce po £ástech polynomiální. Snaºíme-li se zkonstruovat funkci ϕ tak, aby byla na celém inter-
valu 〈a, b〉 spojitá, m¥la na 〈a, b〉 co nejv¥t²í po£et spojitých derivací a aby její k°ivost na intervalu
〈a, b〉 byla co nejmen²í, vedou nás tyto poºadavky k uºití interpola£ních spline-funkcí.

4.4 P°íklad: po £ástech lineární interpolace.

Jako ilustraci postupu nazna£eného v odst. 4.3 popí²eme interpola£ní aproximaci funkce f z
p°íkl. 3.4 funkcí ϕ, která je po £ástech polynom prvního stupn¥. Budeme p°itom poºadovat, aby
funkce ϕ byla na intervalu 〈a, b〉 = 〈−1, 3〉 spojitá. Grafem takové funkce je lomená £ára.

Uzly interpolace z p°íkl. 3.4 uspo°ádáme podle velikosti, takºe bude platit xi < xi+1, i =
= 0, 1, 2, 3, a ozna£íme hi = xi+1 − xi. Údaje o funkci f z p°íkl. 3.4 sestavíme do tabulky (tab.
11), ve které budou navíc vystupovat n¥které dal²í veli£iny, jeº pouºijeme z£ásti v tomto p°íkladu,
z£ásti (λi, µi, gi) v p°íkl. 4.7. Body xi, i = 0, 1, 2, 3, d¥lí interval 〈−1, 3〉 na N = 3 díl£í intervaly.
Na kaºdém z t¥chto interval· 〈xi, xi+1〉 budeme funkci f aproximovat polynomem ϕi prvního
stupn¥. Budeme p°itom ºádat, aby hledaná aproximace ϕ spl¬ovala v uzlech xi, i = 0, 1, 2, 3,
interpola£ní podmínky ϕ(xi), i = 0, 1, 2, 3.
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Tabulka 11

i xi h f(xi) f(xi+1)− f(xi) λi µi gi

0 -1 1 2 -1
1 0 1 1 1 1

2
1
2

6

2 1 2 2 -2 1
3

2
3

-4
3 3 0

Na kaºdém intervalu 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, 2, sestrojíme jako interpola£ní polynom prvního stupn¥
ϕi = N1 pro data (xi, f(xi)), (xi+1, f(xi+1)). Podle (3.23.2) pak pro x ∈ 〈xi, xi+1〉 platí (klademe
n = 1 a zam¥níme x0 → x0, x1 → xi+1)

(4.4.1) ϕ(x) ≈ ϕi = f [xi] + f [xi, xi+1](x− xi) =

= f(xi) +
f(xi+1 − f(xi))

hi
(x− xi).

Jediné moºné body nespojitosti funkce ϕ v intervalu 〈−1, 3〉 jsou x1 = 0 a x2 = 1, v nichº p°echází
ϕ0 ve ϕ1 a ϕ1 ve ϕ2. Ale protoºe platí ϕi(xi+1) = f(xi+1) = ϕi+1(xi+1), i = 0, 1, je funkce ϕ
z°ejm¥ spojitá na celém intervalu 〈−1, 3〉.

Na základ¥ hodnot v tab. 11 dostáváme podle (4.4.1)

ϕ(x) =


ϕ0 = 2− (x+ 1) = 1− x, −1 5 x 5 0,
ϕ1 = 1− (x− 0) = 1 + x, 0 5 x 5 1,
ϕ2 = 2− (x− 1) = 3− x, 1 5 x 5 3,

Graf funkce ϕ je na obr. 3 (v odst. 4.7) spolu s grafem funkce L3 z p°íkl. 3.4.

4.5 Interpolace kubickými spline-funkcemi.

Danou funkci f m·ºeme na intervalu 〈a, b〉 v zásad¥ aproximovat funkce-mi, které jsou po
£ástech polynomy libovolného stupn¥. Ukazuje se v²ak, ºe z r·zných d·vod· jsou k tomuto ú£elu
obzvlá²t¥ vhodné aproximace funkcemi, které jsou po £ástech polynomy t°etího stupn¥ [32].

Rozd¥líme interval 〈a, b〉 na N díl£ích interval· body x0, x1, ..., xN takovými, ºe a = x0 < x1 <
< ... < xN−1 < xN = b. V tomto odstavci se budeme zabývat interpola£ními aproximacemi po-
mocí funkcí ϕ, které budou mít tyto dv¥ vlastnosti:

(4.5.1) a) ϕ ∈ C2 〈a, b〉, tj. ϕ a její derivace jsou spojité funkce de�nované na intervalu 〈a, b〉.
b) Na kaºdém díl£ím intervalu 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, ..., N − 1, splývá ϕ s jistým polyno-

mem t°etího stupn¥.

Funkce ϕ, která má vlastnosti (4.5.1), se nazývá kubická spline-funkce.2) Kubická spline-funkce se

2) �ti splajn-funkce; ustálený £eský ekvivalent tohoto termínu zatím neexistuje. Anglické slovo spline
znamená elastické pravítko uºívané k sestrojování velkých k°ivek p°i stavb¥ lodí. Upevní-li se toto pravítko
vhodným zp·sobem tak, aby procházelo body (xi, f(xi)), i = 0, 1, ..., N , má jeho pr·hybová k°ivka v
prvním p°iblíºení stejný tvar jako graf kubické spline-funkce, která interpoluje tato data [32].
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tedy skládá z kubických polynom·, pospojovaných dohromady tak, ºe jejich hodnoty a hodnoty
jejich prvních dvou derivací v bodech xi, i = 1, 2, ..., N − 1, splývají. T¥mto bod·m se také °íká
uzly spline-funkce ϕ. Triviální p°íklad kubické spline-funkce je samoz°ejm¥ kaºdý polynom t°etího
stupn¥ na 〈a, b〉.

P°edpokládáme nyní, ºe v bodech xi, i = 0, 1, ..., N , máme udány funk£ní hodnoty f(xi),
funkce f a ºe je na²ím úkolem sestrojit interpola£ní kubickou spline-funkci ϕ, pro kterou bude
platit

(4.5.2) ϕ(xi) = f(xi), i = 0, 1, ..., N.

Na rozdíl od Lagrangeova interpola£ního polynomu není podmínkami (4.5.2) interpola£ní spline-
funkce ϕ ur£ena jednozna£n¥. Je to vid¥t z této úvahy: Podle (4.5.1b) je ϕ na kaºdém díl£ím
intervalu 〈xi, xi+1〉 polynom t°etího stupn¥. Takový polynom má 4 neznámé koe�cienty, díl£ích in-
terval· jeN , a ϕ je tedy na 〈a, b〉 ur£ena celkem 4N parametry. Tyto parametry máme stanovit tak,
aby platilo (4.5.1a) a (4.5.2). Podmínky spojitosti funkcí ϕ,ϕ′, a ϕ′′ v uzlech xi, i = 1, 2, ..., N−1,
dávají celkem 3(N − 1) = 3N − 3 podmínek, interpola£ní podmínky (4.5.2) p°edstavují dal²ích
N + 1 podmínek. Máme tedy celkov¥ 4N − 2 podmínek pro 4N neznámých parametr·. Chyb¥-
jící dv¥ podmínky m·ºeme dodat v zásad¥ podle své libov·le. Na²ím cílem je p°idat takové dv¥
podmínky, aby p°íslu²ná interpola£ní spline-funkce existovala a byla jiº ur£ena jednozna£n¥.

Dá se ukázat, ºe vhodnými podmínkami jsou nap°.

(4.5.3) a) ϕ′(a) = f ′0, ϕ′(b) = f ′N ;
b) ϕ′′(a) = f ′′0 , ϕ′′(b) = f ′′N ;
c) ϕ′′(a) = 0, ϕ′′(b) = 0;

Podmínkám (4.5.3) °íkáme okrajové podmínky. �ísla f ′0, f
′
N v okrajových podmínkách (4.5.3a) jsou

bud' hodnoty první derivace funkce f v krajních bodech intervalu 〈a, b〉 [f ′0 = f ′(a), f ′N = f ′(b)],
nebo n¥jaké jejich p°edem dané aproximace. Podobn¥ jsou £ísla f ′′0 , f

′′
N hodnoty nebo aproximace

hodnot druhé derivace funkce f v bodech a a b. Interpola£ní kubické spline-funkci, která spl¬uje
okrajové podmínky (4.5.3c), se °íká p°irozená spline-funkce.

V tomto se²it¥ popí²eme podrobn¥ pouze konstrukci interpola£ních kubických spline-funkcí,
které spl¬ují podmínky (4.5.3b) nebo (4.5.3c). O spline-funkcích, které jsou ur£eny podmínkami
(4.5.3a), a jiných vhodných okrajových podmínkách se lze pou£it v [7], [29], [32].

4.6 Konstrukce interpola£ní spline-funkce.

M¥jme dánu tabulku funk£ních hodnot (xi, f(xi)), i = 0, 1, ..., N takovou, ºe xi+1 > xi a
hledejme interpola£ní kubickou spline-funkci ϕ, která spl¬uje interpola£ní podmínky (4.5.2) a
n¥které z okrajových podmínek (4.5.3), ve tvaru

(4.6.1) ϕ(x) = ϕi(x) pro x ∈ 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, ..., N − 1,

kde

(4.6.2) ϕ(xi) = a+ bi(x− xi) + ci(x− xi)2 + di(x− xi)3

(tento zp·sob zápis· díl£ích kubických polynom· nám zna£n¥ zjednodu²í dal²í výpo£ty). Na²ím
úkolem je tedy stanovit hodnoty koe�cient· ai, bi, ci, di, i = 0, 1, ..., N − 1.
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Vzhledem k tomu, ºe ϕi jsou polynomy t°etího stupn¥, jsou jejich druhé derivace ϕ′′i polynomy
prvního stupn¥. Druhá derivace hledané spline-funkce ϕ má být podle (4.5.1a) spojitá, je tedy ϕ′′

spojitá funkce, která je po £ástech polynom prvního stupn¥. Taková funkce je plan¥ ur£ena svými
hodnotami v bodech xi, i = 0, 1, ..., N . Její konstrukci jsme popsali v p°íkl. 4.4. Vyjdeme proto
i zde z konstrukce druhé derivace hledané spline-funkce ϕ a z hodnot ϕ′′(xi), i = 0, 1, ..., N, pak
stanovíme hodnoty koe�cient· ai, bi, ci, di, ve (4.6.2).

Stejn¥ jako v p°íkl. 4.4 budeme zna£it hi = xi+1 − xi, i = 0, 1, ..., N − 1. P°edpokládejme
nejprve, ºe jiº známe hodnoty druhé derivace hledané spline-funkce ϕ v bodech xi,

(4.6.3) ϕ′′(xi) = Mi, i = 0, 1, ..., N − 1

Hodnotám Mi se °íká momenty spline-funkce ϕ. K problému, jak najít hodnoty moment· Mi z
tabulky hodnot funkce f , se vrátíme pozd¥ji. Na²ím prvním cílem je ukázat, ºe hledaná spline-
funkce ϕ je svými momenty pln¥ ur£ena a odvodit vzorce pro výpo£et ai, bi, ci, di, i = 0, 1, ..., N−1,
z £ísel Mi, i = 0, 1, ..., N .

Uºijeme vztah (4.4.1) z p°íkl. 4.4, který je²t¥ pon¥kud upravíme, a zapí²eme ϕ′′(xi) ve tvaru

(4.6.4) ϕ′′i (x) = Mi +
Mi+1 −Mi

hi
(x− xi) =

= Mi
xi+1 − x

hi
+Mi+1

x− xi

hi
, x ∈ 〈xi, xi+1〉.

[P°evedli jsme vlastn¥ interpola£ní polynom N1 pro data {(xi,Mi), (xi+1,Mi+1)} na Lagrange·v
tvar, srov. (3.5.1).] Integrací vztahu (4.6.4) dostaneme výraz pro první derivaci ϕ′i,

(4.6.5) ϕ′i(x) = −Mi
(xi+1 − x)2

2hi
+Mi+1

(x− xi)2

2hi
+Ai,

kde Ai je zatím neznámá integra£ní konstanta. Podobn¥ odvodíme

(4.6.6) ϕi(x) = Mi
(xi+1 − x)3

6hi
+Mi+1

(x− xi)3

6hi
+Ai(x− xi) +Bi,

kde Bi je dal²í neznámá konstanta (integra£ní konstantu Ci jsme tentokrát rozepsali jako Ci =
= −Aixi+Bi. Hodnoty konstant Ai, Bi, i = 0, 1, ... ..., N−1, ur£íme z toho, ºe podle interpola£ních
podmínek (4.5.2) a na základ¥ spojitosti funkce ϕ musí platit ϕi(xi) = f(xi), ϕi(xi+1) = f(xi+1),
i = 0, 1, ..., N − 1. Dosazením x = xi a x = xi+1 do (4.6.6) se snadno ov¥°í, ºe funkce ϕ budou
tyto podmínky spl¬ovat, bude-li

(4.6.7) Ai =
f(xi+1)− f(xi)

hi
− hi

6
(Mi+1 −Mi),

Bi = f(xi)−Mi
h2

i

6
.

Tím máme pomocí moment· pln¥ ur£eny funkce ϕi, i = 0, 1, ..., N − 1 ve tvaru (4.6.6). Pro
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koe�cienty ai, bi, ci, di ve vyjád°ení (4.6.2) pak ze (4.6.2), (4.6.5), (4.6.4) a (4.6.7) dostáváme

(4.6.8) ai = ϕi(xi) = ϕ(xi) = f(xi),

bi = ϕ′i(xi) = −M − ihi

2
+Ai =

=
f(xi+1)− f(xi)

hi
− 2Mi +Mi+1

6
hi,

ci =
1
2
ϕ′′i (xi) =

1
2
Mi,

di =
1
6
ϕ′′′i (xi+) =

Mi+1 −Mi

6hi
,

kde ϕ′′′i (xi+) znamená derivaci v bod¥ xi zprava [vypo£tenou z moment· derivováním (4.6.4)].
Zatím nevyuºité okrajové podmínky (4.5.3) a nevyuºitý poºadavek spojitosti první derivace

ϕ′ pouºijeme nyní k odvození rovnic pro momenty. V dal²ím výkladu se omezujeme na okrajové
podmínky (4.5.3b) a (4.5.3c). V²imneme si toho, ºe okrajové podmínky pro p°irozenou spline-
funkci jsou speciálním p°ípadem podmínek (4.5.3b), kde klademe f ′′0 = 0, f ′′N = 0. Sta£í tedy dal²í
konstrukci popsat pro okrajové podmínky (4.5.3b).

Z podmínek (4.5.3b) p°edev²ím ihned dostáváme

(4.6.9) M0 = f ′′0 , MN = f ′′N .

Spojitost funkce ϕ′ v uzlu xi, i = 1, 2, ..., N − 1, znamená, ºe má platit ϕ′i−1(xi−) = ϕ′i(xi+) kdy
symboly − a + znamenají derivaci v bod¥ xi zleva a zprava. Pro i = 1, 2, ..., N − 1 dostaneme
podle (4.6.5) a (4.6.7)

ϕ′i−1(xi−) =
f(xi)− f(xi−1)

hi−1
+
hi−1

3
Mi +

hi−1

6
Mi−1,

ϕ′i(xi+) =
f(xi+1)− f(xi)

hi
+
hi

3
Mi +

hi

6
Mi+1,

Tyto dv¥ veli£iny se mají na sob¥ rovnat, a máme proto

(4.6.10)
hi−1

6
Mi−1 +

hi−1 + hi

3
Mi +

hi

6
Mi+1 =

=
f(xi+1)− f(xi)

hi
+
f(xi)− f(xi−1)

hi−1
, i = 1, 2, ..., N − 1,

coº je N − 1 rovnic pro N − 1 neznámých moment· M1,M2, ...,MN−1. Poloºíme-li pro i =
= 1, 2, ..., N − 1 je²t¥

(4.6.11)
hi−1

hi−1 + hi
= λi,

hi

hi−1 + hi
= 1− λi = µi,

a uºijeme (4.6.9), m·ºeme (4.6.10) zapsat ve tvaru

(4.6.12) 2M1 + µ1M2 = g1 − λ1f
′′
0 ,

λ2M1 + 2M2 + µ2M3 = gq,

. . . . . . . . .
...

λN−2MN−3 + 2MN−2 + µN−2MN−1 = gN−2,

λN−1MN−2 + 2MN−1 = gN−1 − µN−1f
′′
N .
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Matice soustavy lineárních algebraických rovnic (4.6.12) je t°ídiagonální (viz [21]) a má tu vlast-
nost, ºe pro její prvky λi, 2, µi platí λi + µi < 2 (nebo´ λi + µi = 1). Dá se ukázat, ºe taková
matice (tzv. ost°e diagonáln¥ dominantní matice) je vºdy Gaussovou elimina£ní metodou pro
t°ídiagonální matice [21].

Záv¥rem shr¬me postup p°i výpo£tu interpola£ní spline-funkce v algoritmické form¥:

(4.6.13) Vstupní data: N,x0, x1, ..., xN , f(x0), f(x1), ..., f(xN ).
1. Vypo£ítáme hi = xi+1 − xi, i = 0, 1, ..., N − 1.
2. Vypo£ítáme λi, µi, gi, i = 1, 2, ..., N − 1, podle (4.6.11).
3. Ze soustavy (4.6.12) stanovíme M1,M2, ...,MN−1. Poloºíme M0 = f ′′0 , MN = f ′′N .
4. a) Bu¤ vypo£ítáme ai, bi, ci, di, i = 0, 1, ..., N − 1, podle (4.6.8),

b) nebo vypo£ítáme Ai, Bi, i = 0, 1, ..., N − 1, podle (4.6.7).
Výstupní data: Koe�cienty spline-funkce ϕ ve vyjád°ení (4.6.2) nebo (4.6.6).

Výpo£et hodnoty ϕ(x̂) spline-funkce ϕ v bod¥ x̂ provádíme ve dvou krocích:
1. Stanovíme interval 〈xi, xi+1〉 takový, ºe x̂ ∈ 〈xi, xi+1〉.
2. Vypo£ítáme ϕ(x̂) = ϕi(x̂) podle (4.6.2) nebo (4.6.6).

4.7 P°íklad.

Sestrojíme podle algoritmu (4.6.13) p°irozenou interpola£ní spline-funkce pro data z tab. 11
(p°íkl. 4.4). Je N = 3, f ′′0 = 0, f ′′N = 0.

1. �ísla hi, i = 0, 1, 2, jsou jiº vypo£ítána v tab. 11.
2. Vypo£ítáme λi, i = 1, 2, podle (4.6.11) a µi = 1− λi. Z hodnot v tab. 11 vypo£ítáme podle

(4.6.11) gi, i = 1, 2 (výsledky viz tab. 11).
3. Podle (4.6.12) a tab. 11 dostáváme pro Mi, i = 1, 2, soustavu dvou rovnic

2M1 +
1
2
M2 = 6,

1
3
M1 + 2M2 = −4.

�e²ení této soustavy je M1 = 84
23 , M2 = −60

23 . Dále klademe M0 = 0, M3 = 0.
4. Stanovíme koe�cienty ai, bi, ci, di, i = 0, 1, 2, ve vyjád°ení (4.6.2). Uºijeme (4.6.8). Dostá-

váme postupn¥
a0 = 2, a1 = 1, a2 = 2;

b0 =
f(x1)− f(x0)

h0
− 2M0 +M1

6
h0 = −37

23
,

b1 =
5
23
, b2 =

17
23

;

c0 = 0, c1 =
42
23
, c2 = −30

23
;

d0 =
14
23
, d1 =

M2 −M1

6h1
= −24

23
, d2 =

5
23
.
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Obrázek 3:

Hledaná spline-funkce je nyní na intervalu 〈−1, 3〉 dána kubickými polynomy ϕ0, ϕ1, ϕ2 s koe�ci-
enty, které jsme práv¥ ur£ili. Je tudíº

ϕ(x) =


2− 37

23
(x+ 1) +

14
23

(x+ 1)3 , −1 5 x 5 0,

1 +
5
23
x +

42
23
x2 − 24

23
x3 0 5 x 5 0,

2 +
17
23

(x− 1)− 30
23

(x− 1)2 +
5
23

(x− 1)3, 1 5 x 5 3.

Vypo£ítejme nap°. ϕ(2) Je 1 5 2 5 3, takºe

ϕ(2) = 2 +
17
23
− 30

23
+

5
23

=
38
23
.

Na obr. 3 je pr·b¥h interpola£ního polynomu t°etího stupn¥ k daným podle p°íkl. 3.4 (£árkovaná
£ára), pr·b¥h interpola£ní funkce z p°íkl. 4.4 (£erchovaná £ára) a pr·b¥h práv¥ sestrojené p°irozené
spline-funkce (plná £ára).

4.8 Vlastnosti kubických spline-funkcí.

V odstavci 3.32 jsme uvedli, ºe interpola£ní polynomy se nemusí blíºit k funkci f , jejiº hodnoty
interpolujeme, ani kdyº d¥lení intervalu 〈a, b〉 body xi libovoln¥ zjem¬ujeme. Potíºe p°i interpolaci
s více uzly vznikají zejména p°i ekvidistantním d¥lení intervalu 〈a, b〉. O interpola£ních kubických
spline-funkcích se naproti tomu dá dokázat, ºe za velmi slabých p°edpoklad· o funkci f a zp·sobu,
jak rozd¥lujeme interval 〈a, b〉 na díl£í intervaly, konvergují stejnom¥rn¥ k f p°i h = maxhi jdoucím
k nule. Posta£uje k tomu nap°. existence spojité první derivace f ′ na intervalu 〈a, b〉, £i spojitost
funkce f a d¥lení intervalu 〈a, b〉 ekvidistantním zp·sobem. Pro dostate£n¥ hladké funkce platí
navíc nap°. toto tvrzení [29], [32]:
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4.8.1 V¥ta.

Nech´ f ∈ C4〈a, b〉 (tj. f a její první £ty°i derivace jsou na intervalu 〈a, b〉 spojité). Budiº K
konstanta taková, ºe p°i d¥lení intervalu 〈a, b〉 na díl£í intervaly délky hi, i = 0, 1, ..., N − 1, platí
maxhi/minhi 5 K. Nech´ ϕ je interpola£ní spline-funkce pro funkci f a nech´ ϕ spl¬uje okrajové
podmínky (4.5.3a) nebo (4.5.3b), kde hodnoty derivací funkce f jsou udány p°esn¥.

Pak pro v²echna x ∈ 〈a, b〉 a k = 0, 1, 2, 3 platí

(4.8.1) |f (k)(x)− ϕ(k)(x)| 5 CKh4−k,

kde h = maxhi a C je konstanta, která nezávisí na x ani na zp·sobu d¥lení intervalu 〈a, b〉.
P°esnost aproximace spline-funkcemi, v jejichº okrajových podmínkách vystupují pouze p ° i b-

l i º n é hodnoty derivací, bude ov²em - zejména u kraj· intervalu 〈a, b〉 - niº²í. P°irozená spline-
funkce sice nevyºaduje ºádnou informaci o derivacích interpolované funkce, nedává v²ak u kraj·
intervalu 〈a, b〉 aproximaci funkce f s chybou °ádov¥ lep²í neº O(h2) (a druhé derivace jiº neapro-
ximuje obecn¥ v·bec). Podrobn¥j²í výklad vybo£uje v rámce tohoto se²itu a lze jej nalézt v [29],
[32].

Kubické spline-funkce se velmi dob°e hodí ke gra�ckému zpracování dat. Mají totiº tu vlast-
nost, ºe se málo vlní a dávají k°ivky, které danými body procházejí "hladce". P°esn¥ji platí [29],
[32]: P°irozená interpola£ní spline-funkce minimalizuje integrál

b∫
a

|ψ′′(x)|2dx

ve t°íd¥ funkcí ψ, pro neº tento integrál existuje, jejichº první derivace ψ′ je na 〈a, b〉 absolutn¥
spojitá a které spl¬ují interpola£ní podmínky. Protoºe k°ivost k°ivky y = ψ(x) je p°i malých
hodnotách ψ′(x) p°ibliºn¥ dána hodnotou ψ′′(x), je uvedený integrál p°ibliºnou mírou celkové
k°ivosti funkce ψ na intervalu 〈a, b〉. V tomto smyslu je tedy p°irozená spline-funkce "nejhlad²í"
interpola£ní aproximací. Interpola£ní spline-funkce spl¬ující jiné okrajové podmínky minimalizují
uvedený integrál na jiných, uº²ích t°ídách funkcí.

4.9 Úlohy.

4.9.1

P°epi²te Stoer·v algoritmus (4.1.3) pro funkci f danou ekvidistantní tabulkou hodnot s krokem
h (xi+1 − xi ≡ h).

[Návod: Poloºte x = x0 + th.]

4.9.2

Funkce f je dána daty v tab. 7 (úloha 3.33.7). Nalezn¥te Stoerovým algoritmem (4.1.3) p°i-
bliºnou hodnotu f(1, 5). Výsledky porovnejte s výsledkem úlohy 3.33.7.

[Jiº R11 = 2
3 , coº je p°esná hodnota. Dále Rik = 2

3 , dokud nedojde k d¥lení nulou p°i výpo£tu
R33. Data v tab. 7 jsou funk£ní hodnoty racionální funkce f ∈ R11].
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4.9.3

a) Sestrojte kubický polynom, který interpoluje funkci x1/4 v bodech x = 0, 1, 16, 81. Vypo-
£ítejte hodnotu tohoto polynomu v bod¥ x = 64. Porovnejte s p°esnou hodnotou, která je 2√2.
Pokuste se vysv¥tlit velikost chyby aproximace.

[Návod: N − 3(x) .= x − 7
120x(x − 1) + 7, 122 5 · 10−4x(x− −1)(x − 16); ve vzorci pro chybu

vystupuje £tvrtá derivace.]
b) Uºijte Stoer·v algoritmus (4.1.3) k nalezení p°ibliºné hodnoty funkce x1/4 v bod¥ x = 64

interpolací v bodech x = 0, 1, 16, 81. Porovnejte s výsledkem úlohy a).
[R33

.= 2, 688 033]

4.9.4

Funkce f je dána svými hodnotami v bodech x = 0, 1, 2 a platí f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 2.
Nalezn¥te funkci ϕ ∈ R11, která interpoluje tato data.

[Návod: Kdyby bylo b0 = 0, nebyla by ϕ de�nována pro x = 0. Funkci ϕ proto m·ºeme hledat
ve tvaru ϕ(x) = (a0 + a1x)/(1 + b1x). Výsledek: Úloha není °e²itelná. V R11 taková funkce ϕ
neexistuje.]

4.9.5

Popi²te algoritmus pro konstrukci p°irozené interpola£ní spline-funkce v p°ípad¥, ºe vstupní
data jsou ekvidistantní. P°epi²te v²echny vzorce, které se pouºijí b¥hem výpo£tu. jaká je nyní
matice soustavy (4.6.12)?

[Návod: Poloºte hi = h.]

4.9.6

Funkce f je dána svými hodnotami v bodech x = 0, 1, 2, 3 a je f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 0,
f(3) = 0.

a) Sestrojte interpola£ní polynom t°etího stupn¥ pro tato data.
[N3(x) = x− x(x− 1) + 1

2x(x− 1)(x− 2).]
b) Sestrojte p°irozenou interpola£ní spline-funkci pro tato data.
[M1 = −3, 6; M2 = 2, 4.]
Porovnejte maxima obou interpola£ních aproximací na intervalu 〈0, 1〉 a minima obou aproxi-

mací na intervalu 〈2, 3〉.
[Na 〈0, 1〉 je maxN3(x)

.= 1, 056; maxϕ(x) .= 1, 006. Na 〈2, 3〉 je minN3(x)
.= −0, 316;

minϕ(x) .= −0, 154.]

4.9.7
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Funkce f je na intervalu 〈0, π/2〉 dána tab. 12. Sestrojte k ní na 〈0, π/2〉 interpola£ní aproxi-
maci, která je po £ástech polynom prvního stupn¥.

[ϕ(x) .= 0, 974 49x (0 5 x 5 π/8); 0, 826 14x + 0, 058 26 (π/8 5 x 5 π/4); 0, 552 01x+
+0, 273 56 (π/4 5 x 5 3π/8); 0, 193 84x+ 0, 695 52 (3π/8 5 x 5 π/2).]

Tabulka 12

x 0 π/8 π/4 3π/8 π/2
f(x) 0,000 00 0,382 683 0,707 107 0,923 880 1,000 000

4.9.8

Sestrojte p°irozenou interpola£ní spline-funkci pro data z tab. 12.
[M1

.= −0, 405 71; M − 2 .= −0, 643 89; M3
.= −1, 207 13.]

4.9.9

Napi²te program, který realizuje algoritmus (4.6.13) v£etn¥ °e²ení soustavy (4.6.12) a umoº¬uje
p°i dané tabulce hodnot funkce f po£ítat hodnoty p°íslu²né p°irozené interpola£ní spline-funkce.
Poloºte f(x) = (25x2 + 1)−1 a pomocí tohoto programu sestrojte interpola£ní spline-funkci pro
funkci f s ekvidistantními uzly interpolace xi = 1 + (2/n)i, i = 0, 1, ..., n. Volte n = 5, 10, 15, 20
a tabelujte hodnotu chyby aproximace v bodech (xi + xi+1)/2, p°íp. znázorn¥te f i sestrojené
spline-funkce gra�cky. Porovnejte s výsledky úlohy 3.33.13.

Tabulka 13

t -1,000 -0,960 -0,860 -0,790 0,220 0,500 0,930
f(t) -1,000 -0,151 0,894 0,986 0,895 0,500 -0,306

4.9.10

[9] Fiktivní fyzikální experiment dává jako výsledky data z tab. 13; chyba m¥°ení je zanedba-
telná. Máte sestrojit interpola£ní aproximaci funkce f pro t ∈ 〈−1, 1〉. Z fyzikálních úvah plyne,
ºe y = f(t) je velmi hladká k°ivka.

a) Znázorn¥te m¥°ení gra�cky a poloºte interpola£ní k°ivku podle své intuice od ruky.
b) Sestrojte a gra�cky znázorn¥te polynom N6(t) pro data z tab. 13.
c) Sestrojte k dat·m z tab. 13 p°irozenou interpola£ní spline-funkci a gra�cky ji znázorn¥te.
Porovnejte výsledky a), b), c).
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5 Ortogonální systémy funkcí

5.1 Lineárn¥ nezávislé systémy funkcí.

V £lánku 5 se vrátíme k obecné formulaci úlohy o aproximování dané funkce f aproximací ϕ
lineárního typu (1.3.1), sestrojenou jako lineární kombinace základních funkcí ϕ0, ϕ1, ..., ϕn. Bu-
deme se zabývat systémy základních funkcí, které mají ur£ité speciální vlastnosti, totiº lineárn¥
nezávislými a ortogonálními systémy. Protoºe pojmy lineární nezávislosti a ortogonality jsou zavá-
d¥ny a podrobn¥ studovány v teorii vektorových prostor·, algeb°e a teorii ortogonálních systém·
[19], je celý £l. 5 pojat pouze jako p°ehled výsledk· pot°ebných pro v ostatních £ástech tohoto
se²itu.

Speci�kou tohoto £lánku je skute£nost, ºe oba pojmy zavedeme ve dvou verzích, spojité a dis-
krétní, stejn¥ tak, jako jsme podle zp·sobu zadání funkce f v £l. 1 rozli²ovali nejlep²í aproximace
ve spojitém a diskrétním p°ípad¥. P°ipomínáme proto, ºe spojitý p°ípad je takový, kdy aproximo-
vaná funkce je zadána jako funkce spojitá na celém intervalu 〈a, b〉 [pracujeme s hodnotami f(x)
ve v²ech bodech x ∈ 〈a, b〉, kdeºto diskrétní p°ípad se vztahuje na situaci, kdy je funkce f dána
jako vektor

(5.1.1) tab f = (f(x0), f(x1), ..., f(xm))

funk£ních hodnot v kone£né mnoºin¥ tabulkových bod· xi ∈ 〈a, b〉, i = 0, 1, ...,m.
Poloºme si nejprve otázku, zda systém základních funkcí {ϕ0, ϕ1, ..., ϕn} neobsahuje zbyte£n¥

mnoho funkcí. To by nastalo v p°ípad¥, ºe bychom mohli n¥kterou z funkcí ϕ0, ϕ1, ..., ϕn vynechat
a t°ída Vn aproximací lineárního typu sestrojených z daného systému základních funkcemi existuje
funkce ϕs, kterou je moºno vyjád°it jako lineární kombinaci ostatních základních funkcí:

(5.1.2) ϕs(x) =
m∑

j=0
j 6=s

αjϕj(x), x ∈ 〈a, b〉.

Systém funkcí, pro který na intervalu 〈a, b〉 platí (5.1.2), se nazývá lineárn¥ závislý.
V souladu s touto de�nicí °íkáme, ºe systém funkcí {ϕ0, ϕ1, ..., ϕn} je na intervalu 〈a, b〉 spojité

lineárn¥ nezávislý, jestliºe rovnost

(5.1.3a)
n∑

j=0

αjϕj(x) = 0

platí pro v²echna x ∈ 〈a, b〉 práv¥ jen p°i αo = α1 = ... = αn = 0. Podobn¥ °ekneme, ºe systém
funkcí {ϕ0, ϕ1, ..., ϕn} je p°i daných tabulkových bodech xi, i = 0, 1, ...,m, diskrétní lineárn¥
nezávislý, jestliºe rovnost

(5.1.3b)
n∑

j=0

αjtabϕj = 0,

kde tabϕj = (ϕj(x0), ϕj(x1), ..., ϕj(xm)), platí práv¥ jen pro α0 = α1 = ... = αn = 0, tj.
jsou-li vektory tabϕ0, tabϕ1, ..., tabϕn lineárn¥ nezávislé ve smyslu lineární algebry. Z teorie
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vektorových prostor· je známo, ºe p°i daném po£tu m+1 tabulkových bod· nem·ºe mít diskrétn¥
lineárn¥ nezávislý systém funkcí více neº m+ 1 prvk·.

Z platnosti (5.1.3a) pro v²echna x ∈ 〈a, b〉 plyne ihned platnost (5.1.3b) p°i libovolné volb¥
tabulkových bod·. Systém funkcí, který je lineárn¥ nezávislý v n¥kterém diskrétním p°ípad¥, je
proto také spojit¥ lineárn¥ nezávislý a nespl¬uje pro ºádné s vztah (5.1.2). Ze spojité lineární
nezávislosti systému funkcí v²ak je²t¥ neplyne, ºe systém bude pro danou volbu tabulkových bod·
diskrétn¥ lineárn¥ nezávislý.

5.2 P°íklady

5.2.1

Systém funkcí {1, x, x2} je na intervalu 〈−1, 1〉 spojit¥ lineárn¥ nezávislý, protoºe je lineárn¥
nezávislý nap°. v diskrétním p°ípad¥ daném volbou x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1. Skute£n¥, máme
pak tabϕ0 = (1, 1, 1), tabϕ1 = (−1, 0, 1) a tabϕ2 = (1, 0, 1), coº jsou lineárn¥ nezávislé vektory.

5.2.2

Systém funkcí {1, x, x3} je na intervalu 〈−1, 1〉 spojit¥ lineárn¥ nezávislý, protoºe je lineárn¥
nezávislý nap°. v diskrétním p°ípad¥ daném volbou x0 = 0, x1 = 1

2 , x2 = 1. Naproti tomu
v diskrétním p°ípad¥ daném volbou x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1 není systém {1, x, x3} lineárn¥
nezávislý, nebo´ je tabϕ0 = (1, 1, 1), tabϕ1 = (−1, 0, 1) = tabϕ2.

5.2.3

Dá se ukázat, ºe polynomiální systémy (1.3.2) a (1.3.3) jsou lineárn¥ nezávislé na kaºdém
intervalu a pro kaºdé n (s tím, ºe v diskrétním p°ípad¥ musí být m = n). Podobn¥ se dá ukázat,
ºe trigonometrické systémy (1.3.4) a (1.3.5) jsou lineárn¥ nezávislé na intervalu 〈0, 2π〉.

5.3 Ortogonální systémy funkcí.

Z analytické geometrie v prostoru je známo, ºe pojem lineární závislosti vektor· v trojrozm¥r-
ném euklidovském prostoru znamená, ºe posuneme-li vektory tak, aby m¥ly spole£ný po£áte£ní
bod, budou leºet v rovin¥. Extrémním p°ípadem lineárn¥ nezávislých vektor· jsou vektory vzá-
jemn¥ kolmé, ortogonální. Pojem kolmosti je p°itom moºno de�novat pomocí skalárního sou£inu
vektor·.

V tomto odstavci ukáºeme, jak se de�nuje ortogonalita u obecných systém· funkcí {ϕ0, ϕ1, ...,
ϕn}, a podáme p°íklady ortogonálních systém·. Ortogonální systémy základních funkcí jsou v
aproxima£ních metodách velmi uºite£né. V mnoha situacích umoº¬ují zjednodu²ení výpo£t· a
jejich pouºití zpravidla vede na algoritmy, které jsou numericky stabilní. Stejn¥ jako v analytické
geometrii za£neme i zde de�nici skalárního sou£inu dvou funkcí. Protoºe v dal²ím výkladu budeme
výjime£n¥ vy²et°ovat i spojité funkce, které na intervalu 〈a, b〉 nabývají komplexních hodnot,
de�nujeme skalární sou£in jiº nyní obecn¥ pro komplexní funkce reálné prom¥nné.
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Skalární sou£in dvou spojitých funkcí f a g, které jsou de�novány na intervalu 〈a, b〉 a mají
tam obecn¥ komplexní hodnoty, budeme ozna£ovat (f, g) a de�nujeme jej vztahem

(5.3.1a) (f, g) =

b∫
1

f(x)g(x)ω(x)dx (spojitý p°ípad),

kde pruhem ozna£ujeme £íslo komplexn¥ sdruºené a ω je pevn¥ daná váhová funkce, která je
spojitá a kladná na intervalu 〈a, b〉 a integrovatelná na intervalu (a, b), nebo vztahem

(5.3.1b) (f, g) =
m∑

i=0

f(xi)g(xi)ωi (diskrétní p°ípad),

kde váhy ωi, i = 0, 1, ...,m, jsou kladná £ísla.
V diskrétním skalárním sou£inu vystupují pouze hodnoty funkcí f a g v tabulkových bodech

a na chování funkcí mimo tyto body hodnoty sou£inu (f, g) nezávisí.
Skalární sou£in (5.3.1b) ωi ≡ 1 jsou-li hodnoty funkcí f a g reálné, je (f, g) totéº jako obvyklý

skalární sou£in vektor· tab f a tab g v (m + 1)-dimenzionálním euklidovském prostoru Rm+1.
Váhy ve skalárních sou£inech zavádíme ze stejných d·vod· jako v odst. 1.5 a 1.7.

Snadno se ukáºe (prove¤te to), ºe pro takto de�nované skalární sou£iny platí (f, g, h jsou
funkce, c1 a c2 jsou obecn¥ komplexní £ísla)

(5.3.2) a) (f, g) = (g, f),
b) (c1f + c2g, h) = c1(f, h) + c2(g, h),
c) (f, f) = 0,

d) (f, f) = 0 ⇔

{
f(x) ≡ 0, x ∈ 〈a, b〉 (spojitý p°ípad),
f(xi) = 0, i = 0, 1, ...,m (diskrétní p°ípad).

Z platnosti (5.3.2b) vyplývá (d·kaz lze provést indukcí), ºe platí

(5.3.3)

 n∑
j=0

cjϕj , ϕk

 =
n∑

j=0

cj(ϕj , ϕk).

Vlastnosti c) a d) skalárního sou£inu nás vedou k tomu, ºe de�nujeme pojem normy funkce f
jako

‖f‖ = (f, f)1/2

Norma funkce má podobné vlastnosti jako absolutní hodnota £ísla; z (5.3.2) plyne, ºe platí

(5.3.4) a) ‖f‖ = 0,

b) ‖f‖ = 0 ⇔

{
f(x) ≡ 0, x ∈ 〈a, b〉 (spojitý p°ípad),
f(xi) = 0, i = 0, 1, ...,m (diskrétní p°ípad)

c) ‖cf‖ = |c| · ‖f‖ , kde c je £íslo,

d) ‖f + g‖ 5 ‖f‖+ ‖g‖ .

Je-li v diskrétním p°ípad¥ ωi ≡ 1, je ‖f‖ totéº jako |tab f |, tj. délka vektoru tab f .
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Budeme °íkat, ºe systém {ϕ0, ϕ1, ..., ϕn} je (spojit¥ nebo diskrétn¥) ortogonální, jestliºe platí
(ϕj , ϕk) = 0 pro j 6= k a ‖ϕj‖ 6= 0 pro v²echna j = 0, 1, ..., n. Ortogonální systém je vºdy lineárn¥
nezávislý, V²imneme si je²t¥ toho, ºe pojem ortogonality závisí na volb¥ váhové funkce ω £í vah
ωi, i = 0, 1, ...,m a v diskrétním p°ípad¥ op¥t na tabulkových bodech xi, i = 0, 1, ...,m.

Je-li dán nekone£ný ortogonální systém funkcí {ϕ0, ϕ1, ...}, m·ºeme pro kaºdou funkci f , která
je na intervalu 〈a, b〉 spojitá (p°íp. i pro obecn¥j²í funkce), formáln¥ sestrojit nekone£nou °adu

(5.3.5)
∞∑

j=0

cjϕj , cj =
(f, ϕj)
(ϕj , ϕj)

.

Taková °ada se nazývá ortogonální rozvoj funkce f . Pro jisté ortogonální systémy °ada (5.3.5)
konverguje (za pom¥rn¥ velmi mírných poºadavk· na funkci f) k funkci f a její £áste£né sou£ty
se dají pouºít jako dobré aproximace funkce f .

5.4 P°íklady.

Uvedeme n¥kolik p°íklad· ortogonálních systém· funkcí pro r·zné váhy, intervaly a p°íp. i
tabulkové body.

5.4.1

Spojitý p°ípad. Funkce
ϕj(x) = cos jx, j = 0, 1, ...,

tvo°í pro 〈a, b〉 = 〈0, π〉 a ω(x) ≡ 1 ortogonální systém. Platí p°itom ‖ϕ0‖2 = π/2 pro j > 0.
Skute£n¥, pro j 6= k platí [srov. (5.3.1a)]

(ϕj , ϕk) =

π∫
0

cos jx cos kxdx =
1
2

π∫
0

[cos(j − k)x+ cos(j + k)x]dx = 0.

Výpo£et ‖ϕj‖2 = (ϕj , ϕj) p°enecháváme £tená°i.

5.4.2

Diskrétní p°ípad. Funkce
ϕj(x) = cos jx, j = 0, 1, ..., n,

tvo°í pro 〈a, b〉 = 〈0, π〉,
xs =

2s+ 1
n+ 1

π

2
, s = 0, 1, ..., n,

skalární sou£in tvaru (5.3.1b) s m = n a ωs ≡ 1, s = 0, 1, ..., n, ortogonální systém. Platí p°itom
‖ϕ0‖2 = n+ 1, ‖ϕj‖2 = (n+ 1)/2 pro j > 0.
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D·kaz uvedených tvrzení spo£ívá v pom¥rn¥ pracném výpo£tu hodnoty skalárního sou£inu

(ϕj , ϕk) =
n∑

s=0

cos jxs cos kxs

(viz nap°. [5], v¥ta 4.2.4).

5.4.3

Spojitý p°ípad, ω(x) ≡ 1. Dá se ukázat (viz úlohu 5.7.3), ºe funkce a, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, ...
tvo°í na intervalu 〈−π, π〉 ortogonální systém funkcí.

5.4.4

Spojitý p°ípad, ω(x) ≡ 1. Funkce

ϕj(x) = eijx, i2 = −1, j = 0,±1,±2, ...,

tvo°í na intervalu 〈−π, π〉 ortogonální systém funkcí. Platí p°itom ‖ϕj‖2 = 2π.
Skute£n¥, máme

(ϕj , ϕk) =

π∫
−π

ei(j−k)xdx.

Tento integrál se rovná 0 pro j 6= k, 2π pro j = k.

5.4.5

Diskrétní p°ípad, ωs ≡ 1. P°i volb¥

xs = 2π
s

m+ 1
, s = 0, 1, ...,m,

platí pro funkce ϕj = eijx, j = 0, 1, 2, ..., vztahy

(ϕj , ϕk) =

{
m+ 1, jestliºe (j − k)/(m+ 1) je celé £íslo,

0, v ostatních p°ípadech.

Skute£n¥, podle de�nice skalárního sou£inu (5.3.1b) máme

(ϕj , ϕk) =
m∑

s=0

exp
[
i(j − k)2π

s

m+ 1

]
,

coº je £áste£ný sou£et geometrické °ady s kvocientem q = exp [i(j − k)2π/(m + 1)]. Je-li (j−
−k)/(m+ 1) celé £íslo, je q = 1 a sou£et se rovná m+ 1. V ostatních p°ípadech dostaneme podle
vzorce pro sou£et £len· geometrické posloupnosti, ºe (ϕj , ϕk) = 0.
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5.4.6

Spojitý p°ípad, ω(x) = (1− x2)−1/2. Na intervalu 〈−1, 1〉 tvo°í funkce

ϕj(x) = cos(j arccosx), j = 0, 1, ...,

ortogonální systém funkcí. Platí p°itom ‖ϕ0‖2 = π, ‖ϕj‖2 = π/2 pro j > 0. D·kaz p°enecháváme
£tená°i (úloha 5.7.4).

5.5 Ortogonální polynomy.

S ortogonálními systémy funkcí budeme pracovat v £l. 6, 7 a v kap. II. �adu p°íklad· orto-
gonálních systém· trigonometrických funkcí jsme uvedli v p°edcházejícím odstavci. V odstavcích
5.5 a 5.6 podáme p°ehled n¥kterých v numerické matematice pouºívaných ortogonálních systém·
polynom· a popí²eme jejich vlastnosti. Z teorie ortogonálních polynom· vychází celá °ada nu-
merických metod v r·zných oblastech matematiky (nap°. výpo£et integrálu, algebraické úlohy na
vlastní £ísla). Podrobn¥j²í informace o teorii ortogonálních polynom· a jejich pouºití v numerické
matematice a rovn¥º d·kazy tvrzení uvedených v tomto odstavci nalezne £tená° nap°. v [2], [5],
[16].

Ortogonální systém polynom· m·ºeme sestrojit pro kaºdou váhovou funk-ci ω a kaºdý interval
〈a, b〉. V e s p o j i t ém p ° í p a d ¥ dostáváme nekone£ný systém polynom· {Qj , j = 0, 1, ...} ta-
kový, ºe stupe¬ polynomu Qj je roven j. Zadaným skalárním sou£inem je systém {Qj , j = 0, 1, ...}
ur£en jednozna£n¥ aº na to, ºe koe�cienty Aj , j = 0, 1, ..., u nejvy²²ích mocnin polynom· Qj ,
j = 0, 1, ...,, m·ºeme p°edem zvolit jako libovolná nenulová £ísla. V d i s k r é t n ím p ° í p a d ¥
není ortogonální systém polynom· nekone£ný, protoºe pro tabulku, která má (m + 1) bod·, má
polynom Qm+1 ko°eny ve v²ech tabulkových bodech xi, i = 0, 1, ...,m, a jeho diskrétní norma[

m∑
i=0

Q2
m+1(xi)

]1/2

je tudíº rovna nule. Ortogonální systém polynom· se tedy v diskrétním p°í-

pad¥ skládá z polynom· Q0, Q1, ..., Qm, kde stupe¬ polynomu Qj je roven j.
V obou p°ípadech je moºné ortogonální systémy polynom· postupn¥ konstruovat podle t°í£len-

ného rekurentního vzorce

(5.5.1) Qj+1(x) = αj(x− βj)Qj(x)− γjQj−1(x), j = 0, 1, ..., x ∈ 〈a, b〉,

kde Q0(x) ≡ A − 0 6= 0 a kde formáln¥ klademe γ0 = 0, Q−1(x) ≡ 0. Koe�cienty v (5.5.1) jsou
dány vztahy

(5.5.2) αj =
Aj+1

Aj
, j = 0, 1, ...,

βj =
(xQj , Qj)
‖Qj‖2

, j = 0, 1, ...,

γj =
αj ‖Qj‖2

αj−1 ‖Qj−1‖2
, j = 1, 2, ...,

kde £ísla Aj , j = 0, 1, ..., jsou volitelná nenulová £ísla.
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Vcelku snadno se dá ukázat, ºe ve spojitém p°ípad¥ je libovolný polynom pj ∈ Pj lineární
kombinací ortogonálních polynom· Q0, Q1, ..., Qj daného ortogonálního systému. Polynom Qj je
tudíº ortogonální nejen k polynom·m Q0, Q1, ..., Qj−1 nýbrº v·bec ke v²em polynom·m, jejichº
stupe¬ je men²í neº j.

V numerické matematice hrají roli také ko°eny ortogonálních polynom·. Dá se ukázat, ºe
ortogonální polynom Qj j-tého stupn¥ sestrojený na intervalu 〈a, b〉 má j jednoduchých ko°en·,
které v²echny leºí v intervalu (a, b). Dále platí pro j = 1, 2, ..., ºe mezi kaºdými dv¥ma polynomu
Qj+1 leºí alespo¬ jeden ko°en polynomu Qj .

5.6 P°íklady

5.6.1

�eby²evovy polynomy (spojitý p°íklad). Poloºíme 〈a, b〉 = 〈−1, 1〉, ω(x) = (1 − x2)−1/2. V
p°íkladu 5.4.6 jsme pro tento p°ípad uvedli ortogonální systém funkcí ϕj(x) = cos(j arccosx),
j = 0, 1, .... Ale z trigonometrických identit plyne, ºe funkce ϕj je polynom j-tého stupn¥ v
x (poloºíme x = cos t a vyjád°íme cos jt jako polynom v cos t). Tyto polynomy se nazývají
�eby²evovy polynomy. �eby²ev·v polynom j-tého stupn¥ budeme nadále zna£it Tj . Dá se ukázat
(úloha 5.7.5), ºe rekurence (5.5.1) má v p°ípad¥ �eby²evových polynom· tvar (viz téº [21], p°íkl.
1.5.5)

(5.6.1) T0(x) ≡ 1, T1(x) = x,

Tj+1(x) = 2xTj(x)− Tj−1(x), j = 1.

Koe�cient Aj u nejvy²²í mocniny v polynomu Tj je tudíº Aj = 2j−1 (j>0). Normy �eby²evových
polynom· jsou udány v p°íkl. 5.4.6.

Uve¤me n¥kolik prvních �eby²evových polynom·:

T0(x) ≡ 0,
T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1.

�eby²evovy polynomy jsou st°ídav¥ sudé a liché funkce; je

Tj(−x) = (−1)jTj(x).

Protoºe Tj(x) = cos(j arccosx), jsou ko°eny polynomu Tj dány vzorcem

(5.6.2) xs = cos
(

2s+ 1
j

π

2

)
, s = 0, 1, ..., j − 1.

Polynom Tj , j > 0 má na intervalu 〈−1, 1〉 j+1 extrému, kterých nabývá v bodech x′k = cos(kπ/j),
k = 0, 1, ..., j, a platí

Tj(x′k) = (−1)k, k = 0, 1, ..., j, |Tj(x)| < 1 pro x 6= x′k.
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Polynomy Tj mají také velmi významnou minimaliza£ní vlastnost [2], [26]. Pro v²echna j = 0
platí, ºe polynom 21−jTj minimalizuje veli£inu

max
x∈〈−1,1〉

|pj(x)|

ve t°íd¥ v²ech polynom· pj ∈ Pj takových, ºe jejich koe�cient u mocniny xj je roven 1.

5.6.2

�eby²evovy polynomy (diskrétní p°ípad). Poloºíme-li 〈a, b〉 = 〈−1, 1〉, ωi ≡ 1 a uvaºujeme
skalární sou£in (5.3.1b), kde za xi, i = 0, 1, ...,m, vezmeme ko°eny �eby²evova polynomu Tm+1

[viz (5.6.2)], dá se ukázat, ºe pro 0 5 j 5 m, 0 5 k 5 m platí (Tj , Tk) = 0 a ‖T0‖2 = m + 1,
‖Tj‖2 = (m+ 1)/2 pro j > 0 (tyto výsledky plynou z výsledku p°íkl. 5.4.2, poloºíme-li x = cos t).
Systém {T0, T1, ..., Tm} je tudíº p°i daných tabulkových bodech diskrétn¥ ortogonální.

5.6.3

Legendrovy polynomy (spojitý p°ípad). Jsou to ortogonální polynomy pro 〈a, b〉 = 〈−1, 1〉,
ω(x) ≡ 1 a jsou de�novány vztahem

(5.6.3) P0(x) ≡ 1, Pj(x) =
1

2jj!
dj

dxj
[(x2 − 1)j ], j = 1, 2, ... .

Rekurence (5.5.1) má v jejich p°ípad¥ tvar

(5.6.4) P0(x) ≡ 1, P1(x) = x,

Pj+1(x) =
2j + 1
j + 1

xPj(x)−
j

j + 1
Pj−1(x).

Uve¤me n¥kolik Legendrových polynom·:

P2(x) =
1
2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1
2
(5x3 − 3x),

P4(x) =
1
8
(35x4 − 30x2 + 3).

Platí
‖Pj‖ =

2
2j + 1

, j = 0, 1, ...,

a
Pj(−x) = (−1)jPj(x).

Legendrovy polynomy hrají významnou roli p°i numerickém výpo£tu integrál· (£l. 13).

62



5.6.4

Ortogonální polynomy pro interval 〈0,+∞) a váhovou funkci e−x se nazývají Laguerrovy
polynomy. Ortogonální polynomy pro interval (−∞,+∞) a váhovou funkci ω(x) = exp (−x2) se
nazývají Hermitovy polynomy. Jejich de�nice, rekurentní vztahy a vlastnosti jsou uvedeny nap°.
v [2], [26]. tyto polynomy mají význam pro p°ibliºný výpo£et integrál·.

5.6.5

Gramovy polynomy. Je to soustavy diskrétn¥ ortogonálních polynom· pro ekvidistantní ta-
bulku a ωi ≡ 1, i = 0, 1, ...,m. Gramovy polynomy Gj , j = 0, 1, ...,m, pro tabulkové body
xi = i− 1

2m, i = 0, 1, ...,m, které jsou rozloºeny symetricky kolem po£átku s krokem h = 1, jsou
dány rekurentním vztahem [26]

(5.6.5) G0(x) ≡ 1, G1(x) = x,

Gj+1(x) = xGj(x)−
j2[(m+ 1)2 − j2]

4(4j2 − 1)
Gj−1(x), j = 1.

Podle (5.6.5) postupn¥ dostaneme nap°.

(5.6.6) G2(x) = x2 − 1
12

[(m+ 1)2 − 1],

G3(x) = x3 − 1
20

[3(m+ 1)2 − 7]x,

G4(x) = x4 − 1
14

[3(m+ 1)2 − 13]x2 +
3

560
m(m+ 1)[(m+ 1)2 − 9].

P°i danémm lze podle rekurence (5.6.5) ov²em sestrojit polynomy Gj i pro j > m. Ortogonální
soustavu v²ak tvo°í pouze G0, G1, ..., Gm, nebo´ Gm+1(xi) = 0, i = 0, 1, ...,m (srov. odst. 5.5), a
ve smyslu uºité diskrétní normy je tedy Gm+1 nulový polynom. (Ov¥°te to nap°. pro G2 a m = 1
nebo G3 a m = 2.)

Gramovy polynomy budeme pouºívat v metod¥ nejmen²ích £tverc· (£l. 6). Tyto polynomy
nemusí mít vºdy koe�cient u nejvy²²í mocniny roven 1 (viz [26]). Gramovy polynomy pro jiné
soustavy tabulkových bod· jsou uvedeny v [3], [5].

5.7 Úlohy

5.7.1

Dokaºte, ºe jsou-li tabulkové body xi, i = 0, 1, ...,m, navzájem r·zné, jsou funkce 1, x, x2, ..., xm

diskrétn¥ lineárn¥ nezávislé.
[Návod: Kdyby byly lineárn¥ závislé, existoval by nenulový polynom m-tého stupn¥, který by

m¥l ko°eny ve v²ech bodech xi, i = 0, 1, ...,m.]
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5.7.2

Vyjád°ete (f, c1g + c2h) pomocí (f, g) a (g, h).
[c̄1(f, g) + c̄2(f, h).]

5.7.3

Ov¥°te tvrzení z p°íkl. 5.4.3.
[Návod: Postupujte podobn¥ jako v p°íkl. 5.4.1.]

5.7.4

Ov¥°te tvrzení z p°íkl. 5.4.6.
[Návod: Poloºte x = cos t a uºijte výsledky p°íkl. 5.4.1.]

5.7.5

Dokaºte, ºe platí (5.6.1).
[Návod: Platí cos(j + 1)t+ cos(j − 1)t = 2 cos t cos jt, t = 1.]

5.7.6

Sestrojte T5(x) a T6(x).
[T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1.]

6 Metoda nejmen²ích £tverc·

6.1 Nejlep²í L2-aproximace.

Je-li na²ím úkolem aproximovat funkci danou tabulkou

{(xi, f(xi)), i = 0, 1, ...,m}

a jsou-li hodnoty f(xi) zatíºeny v¥t²ími chybami (jde nap°. o nam¥°ené veli£iny), není na míst¥
provád¥t interpolaci, tj. pouºít aproximující funkci ϕ ∈ Vn (viz odst. 1.3), kde n = m a ϕ(xi) =
= f(xi), i = 0, 1, ...,m. Místo toho volíme t°ídu aproximujících funkcí Vn s n < m a parametry
c0, c1, ..., cn ve funkci ϕ(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) + ...+ cnϕn(x) [srov. (1.3.1)] se snaºíme stanovit
tak, abychom minimalizovali "souhrnnou odchylku" aproximující funkce ϕ od zadaných dat. Tak
nap°. prokládáme tabulkou dvaceti hodnot p°ímku ϕ(x) = ax+b (n = 1). P°edpokládáme p°itom,
ºe charakter m¥°ené závislosti je moºno s dostate£nou p°esnosti vystihnout polynomem prvního
stupn¥.
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De�nujeme-li "souhrnnou odchylku" aproximace ϕ od vstupních dat jako [srov. (1.7.4)]

(6.1.1) %m
2,ω(f, ϕ) =

(
m∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|2ωi

)1/2

,

má p°íslu²ná nejlep²í aproximace, která minimalizuje %m
2,ω ve t°íd¥ Vn, n < m, ur£ité vhodné statis-

tické vlastnosti [18] a vyrovnává vliv náhodných chyb v zadaných (nam¥°ených) hodnotách. Této
nejlep²í aproximace se °íká nejlep²í diskrétní L2-aproximace nebo aproximace metodou nejmen²ích
£tverc·. Váhy ωi > 0, i = 0, 1, ...,m, umoº¬ují zd·raznit vliv dat v n¥kterých bodech, jsou-li
vstupní data udána s r·znou p°esností. Volba ωi = |f(xi)|−1 znamená, ºe budeme posuzovat rela-
tivní odchylku aproximace ϕ od nam¥°ených dat. �astá je ov²em volba ωi ≡ 1. Poznamenáváme,
ºe stále p°edpokládáme, ºe tabulkové body jsou navzájem r·zné.

V e s p o j i t ém p ° í p a d ¥ se nejlep²í L2-aproximace ϕ ∈ Vn hledá tak, aby minimalizovala
[srov. (1.5.4)]

(6.1.2) %m
2,ω(f, ϕ) =

 b∫
a

|f(x) = ϕ(x)|2ω(x)dx

1/2

.

Pro numerické aplikace je v²ak d·leºit¥j²í diskrétní p°ípad nejlep²í L2-aproximace. Spojitý p°ípad
nejlep²í L2-aproximace má význam spí²e pro teorii.

6.2 Normální rovnice.

Hledáme-li ve t°íd¥ Vn nejlep²í L2-aproximace k dat·m

{(xi, f(xi)), i = 0, 1, ...,m}, m > n,

znamená to, ºe máme ur£it hodnoty parametr· c0, c1, ..., cn ve funkci ϕ tak, abychom minima-
lizovali veli£inu %m

2,ω(f, ϕ). Je z°ejmé, ºe tato úloha je ekvivalentní úloze o minimalizaci druhé
mocniny %m

2,ω, tj. veli£iny
m∑

i=0

|f(xi)− ϕ(xi)|2ωi.

Pracujeme-li s reálnými funkcemi, nemusíme zde psát absolutní hodnotu a dostáváme tak veli£inu

R(f, ϕ) =
m∑

i=0

[f(xi)− ϕ(xi)]2ωi.

Z matematické analýzy je známo, ºe nutnou podmínkou pro to, aby veli£ina R(f, ϕ) jako
funkce parametr· c0, c1, ..., cn nabývala minima, je spln¥ní rovnic

(6.2.1)
∂R(f, ϕ)
∂ck

, k = 0, 1, ..., n.

Dosadíme-li do (6.2.1) za R(f, ϕ), poloºíme

ϕ(x) =
m∑

j=0

cjϕj(x)
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a vypo£ítáme parciální derivace podle ck, k = 0, 1, ..., n, budou mít rovnice (6.2.1) tvar

m∑
j=0

ωi

f(xi)−
m∑

j=0

cjϕj(xi)

ϕk(xi) = 0, k = 0, 1, ..., n.

Po jednoduché úprav¥ tuto s o u s t a v u n+ 1 l i n e á r n í c h r o v n i c pro n+ 1 hledaných para-
metr· cj , j = 0, 1, ..., n, zapí²eme jako

(6.2.2)
m∑

j=0

 m∑
j=0

ωiϕj(xi)ϕk(xi)

 cj =
m∑

j=0

ωif(xi)ϕk(xi), k = 0, 1, ..., n.

Rovnice (6.2.2) se nazývají normální rovnice.
Mnohem p°ehledn¥j²í tvar budou tyto rovnice mít, zapí²eme-li je pomocí diskrétního skalárního

sou£inu (5.3.1b). Oba sou£ty p°es i v (6.2.2) je moºné psát jako skalární sou£iny a dostáváme tak
soustavu lineárních rovnic

(6.2.3)
m∑

j=0

(ϕj , ϕk)cj = (f, ϕk), k = 0, 1, ..., n.

V ozna£ení odst. 5.3 jsou tyto rovnice nutnou podmínkou minima veli£iny R(f, ϕ) = (f − ϕ, f−
−ϕ)−‖f − ϕ‖2 a také veli£iny ‖f − ϕ‖. Rovnicím (6.2.3) se °íká normální rovnice i ve s p o j i t ém
p°ípad¥ a v p°ípad¥ funkcí nabývajících k omp l e x-n í c h h o d n o t.

Nyní je t°eba zjistit, zda existuje práv¥ jedno °e²ení c∗0, c
∗
1, ..., c

∗
n soustavy (6.2.3), a pokud ano,

pak zda funkce ϕ∗ daná vztahem

ϕ∗ = c∗0ϕ0(x) + c∗1ϕ1(x) + ...+ c∗nϕn(x)

skute£n¥ minimalizuje veli£inu ‖f − ϕ‖ ve t°íd¥ Vn funkcí tvaru

m∑
j=0

cjϕj .

Odpov¥¤ na tyto otázky podáme v odst. 6.4 a 6.5.

6.3 P°íklady.

Popí²eme podrobn¥ji tvar normálních rovnic ve dvou jednoduchých p°ípadech. V obou p°íkla-
dech jde o diskrétní typ aproximace.

6.3.1

Uvaºujme aproximace z t°ídy V0 (n = 1) a vezm¥me ϕ0(x) ≡ 1. P·jde tedy aproximaci
ϕ(x) = c0ϕ0(x) = c0, tj. o aproximaci konstantou. Normální rovnice se nám v tomto p°ípad¥
redukují na rovnici jedinou,

(ϕ0, ϕ0)c0 = (f, ϕ0).
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Odtud máme

c0 =
(f, ϕ0)
(ϕ0, ϕ0)

,

coº po rozepsání skalárních sou£in· podle (5.3.1b) a dosazení za ϕ0 dává

f(x) ≈ ϕ(x) = c0 =

m∑
i=0

ωif(xi)

m∑
i=0

ωi

.

�íkáme, ºe c0 je váºený pr·m¥r hodnot f(x0), f(x1), ..., f(xm).
Je-li ωi ≡ 1, dostáváme

c0 =

m∑
i=0

f(xi)

m+ 1
Výpo£et pr·m¥ru je tedy speciálním p°ípadem metody nejmen²ích £tverc·.

6.3.2

Nech´ nyní n = 1 a uvaºujme aproximace z V1, kde ϕ0 = 1, ϕ1(x) = x. Bude tedy ϕ(x) =
= c0 + c1(x). Volme pro jednoduchost ωi ≡ 1. Normální rovnice jsou v tomto p°ípad¥

(6.3.1) (ϕ0, ϕ0)c0 + (ϕ1, ϕ0)c1 = (f, ϕ0),
(ϕ0, ϕ1)c0 + (ϕ1, ϕ1)c1 = (f, ϕ1)

neboli

(6.3.2) (m+ 1)c0 +

(
m∑

i=0

xi

)
c1 =

m∑
i=0

f(xi),(
m∑

i=0

xi

)
c0 +

(
m∑

i=0

x2
i

)
c1 =

m∑
i=0

xif(xi).

6.4 Existence nejlep²í L2-aproximace.

Dosud jsme se nezabývali existencí a jednozna£ností °e²ení soustavy (6.2.3) ani tím, zda takto
získané °e²ení skute£n¥ minimalizuje veli£inu R(f, ϕ) = ‖f − ϕ‖ [podmínky (6.2.1) jsou obecn¥
pouze n u t n é podmínky pro extrém]. Dá se ukázat, ºe p°i lineárn¥ nezávislém systému {ϕj , j =
= 0, 1, ..., n} (viz odst. 5.1) má úloha o nejlep²í L2-aproximaci vºdy práv¥ jedno °e²ení, které je
moºno nalézt postupem uvedeným v odst. 6.2. P°esn¥ji toto tvrzení formulujeme v následující
v¥t¥, která ve s p o j i t ém i d i s k r é t n ím p ° í p a d ¥. D·kaz v¥ty 6.5 lze nalézt v [5]; podobná
v¥ta je dokázána také v [2].
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6.5 V¥ta.

Je-li systém základních funkcí {ϕj , j = 0, 1, ..., n} lineárn¥ nezávislý, pak existuje práv¥ jedna
aproximace ϕ∗ ∈ Vn,

ϕ∗(x) =
n∑

j=0

c∗jϕj(x),

která minimalizuje ve t°íd¥ Vn veli£iny ‖f − ϕ‖ a ‖f − ϕ‖2. Koe�cienty c∗j , j = 0, 1, ..., n, se
najdou jako jediné °e²ení soustavy normálních rovnic (6.2.3).

V diskrétním p°ípad¥ s tabulkovými body xi, i = 0, 1, ...,m, dostáváme p°i n = m interpola£ní
aproximaci, pro niº platí

(6.5.1)
m∑

j=0

c∗jϕj(xi) = f(xi), i = 0, 1, ...,m.

Taková aproximace existuje ve Vm práv¥ jedna.

6.6 P°íklady.

Sestrojíme ve spojitém i diskrétním p°ípad¥ podle v¥ty 6.5 nejlep²í L2-aproximaci funkce √x
na intervalu 〈0, 1〉 polynomem prvního stupn¥. Bude tedy n = 1, ϕ(x) = c0+c1x; volíme ω(x) ≡ 1,
ωi ≡ 1.

6.6.1

Spojitý p°ípad (viz p°íkl. 1.6). Je ϕ0(x) ≡ 1, ϕ1(x) = x a soustava normálních rovnic (6.2.3)
má tvar (6.3.1). Protoºe

(f, g) =

1∫
0

f(x)g(x)dx,

máme
(ϕ0, ϕ0) = 1, (ϕ1, ϕ0) = (ϕ0, ϕ1) =

1
2
, (ϕ1, ϕ1) =

1
3
.

Dále je

(f, ϕ0) =

1∫
0

√
xdx =

2
3
, (f, ϕ1) =

1∫
0

x
√
xdx =

2
5
.

Soustava normálních rovnic má tudíº tvar

c0 +
1
2
c1 =

2
3
,

1
2
c0 +

1
3
c1 =

2
5
.
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�e²ení je c0 = 4
15 , c1 = 4

5 a hledaná nejlep²í L2-aproximace polynomem prvního stupn¥ je

ϕ(x) =
4
15

+
4
5
x

6.6.2

Diskrétní p°ípad (viz p°íkl. 1.8). Zvolíme m = 2 a x0 = 0, x1 = 1
2 , x2 = 1. Je potom

f(x0) = 0, f(x1) = (
√

2)/2, f(x2) = 1.

Normální rovnice pro aproximace z V1 a diskrétní p°ípad jsme jiº rozepsali v p°íkl. 6.3.2. Dosadíme-
li do (6.3.2) za m a pot°ebné sou£ty, dostaneme pro koe�cienty c0, c1 soustavu rovnic

3c0 +
3
2
c1 =

2 +
√

2
2

,

3
2
c0 +

5
4
c1 =

4 +
√

2
4

.

�e²ení této soustavy je

c0 =
1
6
(
√

2− 1), c1 = 1

a hledaná nejlep²í diskrétní L2-aproximace polynomem prvního stupn¥ je

ϕ(x) =
1
6
(
√

2− 1) + x.

Ukáºeme je²t¥, ºe pro m = n = 1 dostaneme metodou nejmen²ích £tverc· práv¥ interpola£ní
polynom prvního stupn¥. Volíme x0 = 1, x1 = 1, a je tudíº f(x0) = 0, f(x1) = 1. Soustava (6.3.2)
má v tomto p°ípad¥ tvar 2c0 + c1 = 1, c0 + c1 = 1 a °e²ení je c0 = 0, c1 = 1. Metoda nejmen²ích
£tverc· tedy dává ϕ(x) = x, coº je interpola£ní polynom pro √x a uzly x0 = 0, x1 = 1.

6.7 �e²ení normálních rovnic a volba základních funkcí.

Matice (akj)
akj = (ϕj , ϕk), j, k = 0, 1, ..., n,

soustavy normálních rovnic (6.2.3) je hermitovská (platí akj = ājk), v p°ípad¥ reálných funkcí
symetrická a pro lineárn¥ nezávislý systém funkcí dokonce pozitivn¥ de�nitní (viz nap°. [3]).
Takové soustavy se obecn¥ dají bez problém· °e²it Gaussovou elimina£ní metodou bez výb¥ru
hlavního prvku. Speciální metodou pro pozitivn¥ de�nitní symetrické matice, která je úsporn¥j²í
co do po£tu operací i nárok· na pam¥´ po£íta£e, je Choleského varianta LU-rozkladu matice [21].

Podmín¥nost soustavy normálních rovnic, a tím i stabilita celého algoritmu metody nejmen²ích
£tverc·, v²ak výrazn¥ závisí na volb¥ základních funkcí ϕj , j = 0, 1, ..., n. Omezíme se zde na
nejlep²í L2-aproximace algebraickými polynomy, kde se ukazuje ºe p°i klasické volb¥ ϕj(x) = xj ,
j = 0, 1, ..., n, jsou soustavy normálních rovnic p°i v¥t²ím stupni aproximujícího polynomu (zhruba
> 5) £asto ²patn¥ podmín¥né. �e²ení normálních rovnic je pak zna£n¥ citlivé na vliv chyb ve
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vstupních datech a chyb ze zaokrouhlování b¥hem výpo£tu. Tato vlastnost se velmi siln¥ projevuje
zejména p°i ekvidistantních tabulkových bodech, kde jiº p°i n ≈ 9 je (p°i výpo£tu v jednoduché
aritmetice obtíºné dostat výsledky, které by byly v·bec pouºitelné [26].

S volbou základních funkcí souvisí také volba jejich po£tu n, tedy volba stupn¥ polynomu,
hledáme-li aproximaci polynomiálního tvaru. Zvy²ování stupn¥ aproximujícího polynomu nep°i-
ná²í totiº vºdy zvý²ení p°esnosti aproximace. Je z°ejmé, ºe volbou n = m, tj. interpolací, m·ºeme
dosáhnout toho, aby %m

2 (f, ϕ) = 0. Ale v metod¥ nejmen²ích £tverc· vycházíme z jiných p°edpo-
klad· neº p°i interpolaci. Na²ím základním p°edpokladem zde je, ºe funkce f m·ºe být z hlediska
praxe povaºována za polynom N -tého stupn¥, kde N � m, p°i£emº hodnotu N p°edem neznáme,
na²i úlohou je ji rovn¥º ur£it. Zvolíme-li naproti tomu n > N , ztratíme dobré vlastnosti nejlep²í
L2-aproximace co do hladkosti a vyrovnávání náhodné rozloºených chyb ve vstupních datech.

Nemáme-li p°edem informaci o vhodné volb¥ n, doporu£ují statistické úvahy [26] °e²it normální
rovnice postupn¥ pro n = 0, 1, 2, ..., po£ítat navíc hodnotu

σ2
n =

[%m
2 (f, ϕ)]2

m− n

a pokra£ovat tak dlouho, dokud σ2
n s rostoucím n významn¥ klesá. Hodnota n, po níº nenásle-

duje významný pokles σ2
n, je ze statistických d·vod· vhodným stupn¥m N polynomu nejlep²í

L2-aproximace. P°i volb¥ ϕj(x) = xj takový postup z po£etního hlediska znamená, ºe musíme
stanovit °e²ení normálních rovnic pro kaºdý stupe¬ n polynomu nejlep²í aproximace znovu, pro-
toºe hodnoty koe�cient· polynom· q-tého stupn¥, q < n, se k výpo£tu °e²ení normálních rovnic
pro stupe¬ n pouºít nedají. To je dal²í nevýhoda uvedené volby základních polynom· ϕj .

Oba nep°íjemné d·sledky volby ϕj(x) = xj , j = 0, 1, ..., n, odpadají, vezmeme-li za základní
funkce ϕj o r t o g o n á l n í p o l y n omy (t°ída aproximujících funkcí se tím nem¥ní!). Je-li totiº
systém základních funkcí ortogonální, tj. platí-li
(ϕj , ϕk) = 0 pro j 6= k, je matice soustavy normálních rovnic (6.2.3) d i a g o n á l n í a m·ºeme
rovnou psát

(6.7.1) cj =
(f, ϕj)
(ϕj , ϕj)

, j = 0, 1, ..., n.

Koe�cienty cj v tomto p°ípad¥ nezávisí na n, a lze tedy postupn¥ zvy²ovat po£et parametr·
ve funkci ϕ (tj. stupe¬ polynomu, jsou-li základní funkce ortogonální polynomy) tak, ºe pokaºdé
pouze dopo£ítáme jeden pot°ebný koe�cient. V²imneme si také toho, ºe £áste£né sou£ty ortogonál-
ních rozvoj· funkce f , o kterých jsme se zmi¬ovali v odst. 5.3, jsou vlastn¥ nejlep²í L2-aproximace
dané funkce [srov. (6.7.1) a (5.3.5)].

Nemáme-li v diskrétním p°ípad¥ k dispozici vhodný systém ortogonálních polynom· p°edem,
bývá v praxi výhodné nesestrojovat tyto polynomy v uzav°eném tvaru, ale pomocí rekurentních
vztah· (5.5.1) postupn¥ po£ítat vektory tabQj , j = 0, 1, ..., n, hodnot t¥chto polynom· v tabul-
kových bodech. To je totiº to jediné, co v diskrétním p°ípad¥ pot°ebujeme pro výpo£ty skalárních
sou£in·. Výpo£et hodnoty aproximující funkce ϕ v bod¥ x = x̂ m·ºeme p°i pouºití ortogonálních
polynom· vºdy zaloºit rovn¥º na (5.5.1). Výsledkem je Clenshawova rekurentní formule: Pouºijeme
ozna£ení z odst. 5.5, poloºíme yn+2 = yn+1 = 0 a pro k = n, n− 1, ..., 1, 0 postupn¥ vypo£ítáme

(6.7.2) yk = αk(x̂− βk)yk+1 − γk+1yk+2 + ck.
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Dá se ukázat (úloha 6.10.2), ºe platí

A0y0 = ϕ(x̂) =
n∑

j=0

cjQj(x̂).

V odstavci 5.3 jsme popsali dva systémy ortogonálních polynom· vhodné pro uºití v diskrétní
verzi metody nejmen²ích £tverc·. Jsou to p°edev²ím �eby²evovy polynomy (p°íkl. 5.6.2) pro ta-
bulkové body rozloºené jako ko°eny t¥chto polynom·. Teoretické úvahy i praktické zku²enosti
ukazují, ºe uºití t¥chto ortogonálních polynom· je z mnoha hledisek optimální. Pro ekvidistantní
tabulkové body jsme v p°íkl. 5.6.5 popsali Gram·v systém ortogonálních polynom·. Zde je t°eba
mít na pam¥ti, ºe teorie i praxe nedoporu£ují pouºívat tyto polynomy pro n > 2√m. Gramovy
polynomy vy²²ích stup¬· mají mezi tabulkovými body velké oscilace.

I v metod¥ nejmen²ích £tverc· se stejn¥ jako p°i interpolaci m·ºe ukázat, ºe zadaná funkce
é se nehodí pro aproximaci polynomem. V takovém p°ípad¥ je t°eba p°ejít k jiným systém·m
základních funkcí nebo hledat aproximaci nelineárního tapu. Osv¥d£uje se také uºití spline-funkcí.
Podrobnosti je moºno nalézt ve speciální literatu°e, nap°. v [17]. Poznamenáváme také, ºe pro
konstrukci nejlep²í L2-aproximace se stále £ast¥ji pouºívají algoritmy zaloºené na singulárním
rozkladu matic [21]. Popis t¥chto pom¥rn¥ komplikovaných, ale velmi stabilních algoritm· v²ak
p°esahuje rámec tohoto se²itu (viz op¥t [17] a [9]).

6.8 P°íklad.

Pouºijeme Gramovy polynomy a sestrojíme metodou nejmen²ích £tverc· polynomy prvního
aº t°etího stupn¥ aproximující funkci f danou tab. 14.

Tabulka 14

x -2 -1 0 1 2
f(x) -1 -1 0 1 1

Protoºe o datech nemáme ºádnou dal²í informaci, volíme ωi ≡ 1. Gramovy polynomy pot°ebných
stup¬· jsou sestrojeny v p°íkl. 5.6.5. Je nyní m = 4 a podle (5.6.5) a (5.6.6) máme

G0(x) ≡ 1, G1(x) = x, G2(x) = x2 − 2, G3(x) = x3 − 17
3
x.

Je
tabG0 = (1, 1, 1, 1, 1),
tabG1 = (−2,−1, 0, 1, 2),
tabG2 = (2,−1,−2,−1, 2),

tabG3 = (−6
5
,
12
5
, 0,−12

5
, 1

6
5
).
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Skalární sou£in (f, g) je nyní obvyklým skalárním sou£inem vektor· tab f a tab g. Máme tudíº

c0 =
(f,G0)

(G0, G0)
= 0,

c1 =
(f,G1)

(G1, G1)
=

6
10

=
3
5
,

c2 =
(f,G2)

(G2, G2)
= 0,

c3 =
(f,G3)

(G3, G3)
= −1

6
.

Nejlep²í diskrétní L2-aproximace polynomem prvního stupn¥ je tedy

ϕ∗(x) = c0ϕ0(x) + c1ϕ1(x) =
3
5
x.

Protoºe c2 = 0, je to i nejlep²í aproximace polynomem druhého stupn¥. Nejlep²í aproximace
polynomem t°etího stupn¥ je

ϕ∗(x) + c3ϕ3(x) =
1
6
(7x− x3);

lze se p°esv¥d£it, ºe tato aproximace je jiº zárove¬ interpola£ním polynomem pro data z tab. 14.

6.9 Algoritmus metody nejmen²ích £tverc·.

Popí²eme obecný algoritmus metody nejmen²ích £tverc· (diskrétní p°ípad) vhodný zejména
pro výpo£ty na po£íta£i. V pouºitém systému ortogonálních polynom· (který postupn¥ generujeme
v pr·b¥hu výpo£tu) volíme Aj ≡ 1. V rekurenci (5.5.1) pak máme αj ≡ 1. Stupe¬ aproximujícího
polynomu ϕ zvy²ujeme tak dlouho, dokud p°i zvý²ení stupn¥ poklesne hodnota σ2

n alespo¬ o 4
(vstupní parametr algoritmu). Algoritmus vyuºívá toho, ºe k výpo£tu skalárních sou£in· a norem
ortogonálních polynom· pot°ebujeme pouze hodnoty tabQj , j = 0, 1, ..., a k výpo£tu σ2

n pouze
tab f , tabϕ.
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(6.9.1) Vstup: m, x0, x1, ..., xm, tab f, ω0, ω1, ..., ωm, 4.
tabQ0 = (1, 1, ..., 1);

v0 = ‖Q0‖2 =
m∑

i=0

ωi;

c0 = (f,Q0)/v0; β0 =

(
m∑

i=0

xiωi

)
/v0;

tabQ1 = (x0 − β0, x1 − β0, ..., xm − β0);

v1 = ‖Q1‖2 =
m∑

i=0

ωi(xi − β0)2;

c1 = (f,Q1)/v1;

tabϕ = tab (c0 + c1Q1); σ2 = ‖f − ϕ‖2 /(m+ 1);
s = 0.

START: s = s+ 1;
βs = (xQs, Qs)/vs; γs = vs/vs−1.

Pro i = 0, 1, ...,m :
Qs+1(xi) = (xi − βs)Qs(xi)− γsQs−1(xi),

vs+1 = ‖Qs+1‖2 ; cs+1 = (f,Qs+1)/vs+1;
tabϕ = tabϕ+ cs+1tabQs+1.

Jestliºe s+ 1 = m, pak se nepoda°ilo ur£it vhodný

stupe¬ aproximujícího polynomu. P°eru² výpo£et.

δ2 > σ2 −4, jdi na KONEC.

σ2 = δ2; jdi na START.

KONEC: n = s.

Výstup: n, β0, β1, ..., βn−1, γ1, γ2, ..., γn−1, c0, c1, ..., cn.

Po provedení algoritmu (6.9.1) m·ºeme po£ítat hodnoty aproximujícího polynomu ϕ pomocí Clen-
shawovy rekurentní formule (6.7.2). Pot°ebné konstanty jsou výstupními parametry algoritmu
(6.9.1).

6.10 Úlohy

6.10.1

Napi²te soustavu normálních rovnic pro obecné n, libovoln¥ rozloºené tabulkové body, ωi ≡ 1
a volbu ϕj(x) = xj , j = 0, 1, ..., n.

[Návod: Vyjd¥te z tvaru (6.2.2).]
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6.10.2

Ukaºte, ºe je-li y0 hodnota získaná jako výsledek pouºití Clenshawovy rekurentní formule
(6.7.2) pro k = n, n− 1, ..., 1, 0, platí

A0y0 = ϕ(x̂) =
n∑

j=0

cjQj(x̂),

kde {Q0, Q1, ..., Qn} je systém ortogonálních polynom·, pro n¥jº platí rekurence (5.5.1) se stejnými
koe�cienty, jako vystupují v (6.7.2).

[Návod: Vy°e²te (6.7.2) vzhledem k ck a dosa¤te tato hodnoty do výrazu pro ϕ(x̂). Dále

p°epi²te tento výraz na tvar ϕ(x̂) =
n∑

k=0

yk{...} a výrazy ve sloºených závorkách posu¤te na

základ¥ vlastností ortogonálních polynom·.]

6.10.3

�e²te úlohu z p°íkl. 6.8 p°i volb¥ ϕj(x) = xj . Porovnejte výsledky.
[Stejné výsledky. Pro n = 1 m·ºeme uºít (6.3.2).]

6.10.4

Funkce f je dána svými hodnotami v bodech xi = i, i = 1, 2, ..., 5. Je p°itom f(1) = 0,
f(2) = 2, f(3) = 2, f(4) = 5, f(5) = 4. Volte ωi ≡ 1, ϕj(x) = xj , j = 0, 1, a aproximujte funkci
f metodou nejmen²ích £tverc· polynomem prvního stupn¥.

[ϕ(x) = 1
10(−7 + 11x).]

6.10.5

Metodou nejmen²ích £tverc· najd¥te polynom prvního stupn¥, který aproximuje data u tab.
15. Volte ωi ≡ 1 a) Uºijte (6.3.2). b) Prove¤te vhodnou transformaci nezávislé prom¥nné a uºijte
Gramovy polynomy podobn¥ jako v p°íkl. 6.8

[ϕ(x) .= 2, 97− 2x.]

Tabulka 15

x 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
f(x) 2,9 2,8 2,7 2,3 2,1 2,1 1,7
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6.10.6

Funkce f je dána svými hodnotami v bodech x = 1, 3, 4, 6, 7. Je p°itom f(1) = −2, 1, f(3) =
= −0, 9, f(4) = −0, 6, f(6) = 0, 6, f(7) = 0, 9. Volte ωi ≡ 1, j = 0, 1, a aproximujte funkci f
metodou nejmen²ích £tverc· polynomem prvního stupn¥.

[ϕ .= 0, 505 3x− 2, 542.]

6.10.7

Metodou nejmen²ích £tverc· najd¥te polynom druhého stupn¥, který aproximuje data z tab.
16. Volte ωi ≡ 1. a) Volte ϕj(x) = xj , j = 0, 1, 2, a °e²te normální rovnice (6.2.2). b) Volte za ϕj

Gramovy polynomy z p°íkl. 5.6.5. [ϕ(x) = 1
84(56− 117x− 11x2).]

Tabulka 16

x -3 -2 -1 0 1 1 3
f(x) 4 2 3 0 -1 -2 -5

6.10.8

Metodou nejmen²ích £tverc· s ϕj(x) = xj aproximujte funkci f danou na intervalu 〈0, 1〉
hodnotami v bodech xi = i/100, i = 0, 1, ..., 100. Poloºte f(xi) = exp (xi). Volte ωi ≡ 1 a najd¥te
aproximaci polynomem pátého, desátého a patnáctého stupn¥. Posu¤te p°esnost °e²ení soustavy
normálních rovnic.

7 Aproximace trigonometrickými polynomy

7.1 Fourierovy °ady.

Mnohé jevy v p°írod¥ a technice mají periodický charakter. Základem matematického stu-
dia periodických jev· je d·leºitá v¥ta pocházející od J. Fouriera, podle niº je moºno za zna£n¥
obecných p°edpoklad· rozloºit reálnou periodickou funkci f o period¥ 2π/ω v °adu

(7.1.1) f(x) =
∞∑

k=0

rk sin(kωx+ vk).

Tento rozvoj se £asto zapisuje v jiných, ekvivalentních tvarech. Poloºíme-li ak = rk sin vk,
bk = rk cos vk dostáváme

(7.1.2) f(x) =
∞∑

k=0

(ak cos kωx+ bk sin kωx).
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Koe�cienty ak, bk jsou reálná £ísla. Z hlediska snadnosti manipulace s rozvoji periodických funkcí
je v²ak výhodn¥j²í pracovat v oboru komplexních £ísel. Pouºijeme-li známé vzorce

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
,

kde i2 = −1, a poloºíme-li

(7.1.3) c0 = a0, ck =
1
2
(ak − i bk), c−k =

1
2
(ak + i bk), k = 1, 2, ...,

dostáváme

(7.1.4) f(x) =
+∞∑

k=−∞
cke

i kωx.

S takovými °adami pak budeme pracovat i v p°ípad¥ funkcí f , které nabývají komplexních hodnot.
�adám (7.1.2) a (7.1.4) se °íká Fourierovy °ady. Jejich £áste£né sou£ty jsou t r i g o n ome t r i c k é
p o l y n omy.

V tomto £lánku se budeme nadále zabývat pouze periodickými funkcemi s periodou 2π (tj.
ω = 1). P°edpokládáme, ºe funkce mohou nabývat komplexních hodnot, a z tohoto d·vodu
pon¥kud poru²íme dosud pouºívaný zp·sob zna£ení. V celém tomto £lánku znamená symbol i
im a g i n á r n í j e d n o t k u, tj. platí i2 = −1. Jako index se zde i nebude vyskytovat. Výsledky
teorie Fourierových °ad nás vedou k my²lence, ºe pro aproximování periodických funkcí o peri-
od¥ 2π bude vhodné volit jako základní funkce (viz odst. 1.3) systém {1, eix, ei 2x, ..., einx}, p°íp.
systém {1, cosx, sinx, ..., cosLx, sinLx}.

V odstavci 5.4 jsme ukázali, ºe oba uvedené systémy jsou spojit¥ ortogonální na intervalu
〈−π, π〉 s vahou ω(x) ≡ 1. Dále jsme ukázali, ºe pro tabulkové body xs = 2πs/(m + 1), s =
= 0, 1, ...,m, a váhy ω2 ≡ 1 je první z uvedených systém· také diskrétn¥ ortogonální (pokud ov²em
n 5 m). V dal²ím výkladu popí²eme metodu nejmen²ích £tverc· pouºívající uvedené systémy
základních funkcí. V diskrétním p°ípad¥ se budeme zabývat také interpolací periodických funkcí.
D·leºitou výhodou obou popsaných systém· je skute£nost, ºe se v t¥chto p°ípadech koe�cienty
c0, c1, ..., cn hledané aproximace ϕ lineárního typu dají zapsat vzorci v uzav°eném tvaru.

7.2 V¥ta. Fourierova analýza � spojitý p°ípad.

Pro kaºdou spojitou periodickou funkci f o period¥ 2π se dá sestrojit Fourierova °ada tvaru
(7.1.2) nebo (7.1.4). Koe�cienty t¥chto °ad jsou dány vzorci

(7.2.1) a0 =
1
2π

π∫
−π

f(x)dx, b0 = 0,

ak =
1
π

π∫
−π

f(x) cos kxdx, bk =
1
π

π∫
−π

f(x) sin kxdx, k > 1,
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a

(7.2.2) ck =
1
2π

π∫
−π

f(x)e−i kxdx.

Jsou-li funkce f a f ′ spojité pro v²echna x, pak Fourierovy °ady s t¥mito koe�cienty konvergují
pro v²echna x a jejich sou£et je f(x). Mají-li f a f ′ v kaºdé period¥ kone£ný po£et skok·, konverguje
Fourierova °ada k [f(x−) + f(x+)]/2, kde f(x+), resp. f(x−) ozna£uje limitu funkce f v bod¥ x
zprava, resp. zleva.

�áste£né sou£ty Fourierových °ad jsou p°itom nejlep²ími L2-aproximacemi funkce f trigono-
metrickými polynomy o p°íslu²ném po£tu koe�cient·.

D·k a z tvrzení o konvergenci lze nalézt (dokonce za slab²ích p°edpoklad·) v u£ebnicích ma-
tematické analýzy (nap°. [12]). Výsledky týkající se metody nejmen²ích £tverc· plynou z výsledk·
£l. 6. Pro ortogonální systém základních funkcí ϕk(x) = ei kx máme totiº podle (6.7.1) a výsledk·
p°íkl. 5.4.4

ck =
(f, ϕk)
(ϕk, ϕk)

= (2π)−1

π∫
−π

f(x)e−i kxdx,

coº je práv¥ (7.2.2). Vztahy (7.2.1) lze ov¥°it obdobn¥,

7.3 P°ibliºný výpo£et Fourierových koe�cient·.

Koe�cienty ak, bk, ck v (7.2.1) a (7.2.2) se nazývají Fourierovy koe�cienty. Platí pro n¥ vztahy
(7.1.3) a obrácené vztahy

(7.3.1) a0 = c0, b0 = 0,
ak = ck + c−k, bk = i (ck − c−k), k > 1.

Je-li f reálná funkce, jsou koe�cienty ak, bk také reálné.
P°i ° e ² e n í ú l o h F o u r i e r o v y a n a l ý z y je na²ím úkolem nalézt hodnoty Fourierových

koe�cient· dané funkce (pro k 5 K). Numericky tuto úlohu °e²íme jedním z t¥chto dvou zp·sob·:
a) Integrály (7.2.1), (7.2.2) po£ítáme n¥kterou z metod popsaných v kap. II. Celý integrand

[nap°. f(x) cos kx] p°itom chápeme jako jedinou periodickou funkci. K výpo£tu takových integrál·
se velmi dob°e hodí lichob¥ºníkové pravidlo (viz odst. 11.1.2 a 12.3). P°i v¥t²ích k integrand siln¥
osciluje a dochází k potíºím p°i výpo£tu. Existují r·zné speciální vzorce pro numerický výpo£et
Fourierových koe�cient·, které mají tyto obtíºe p°ekonávat.

b) Funkci f aproximujeme funkcí ϕ, jejíº Fourierovy koe�cienty lze snadno spo£ítat, a jako
p°ibliºné hodnoty Fourierových koe�cient· funkce f pouºijeme Fourierovy koe�cienty funkce ϕ.
S výhodou se tu poºívá aproximace trigonometrickými polynomy nebo periodickými kubickými
spline-funkcemi. Výpo£et Fourierových koe�cient· pro v¥t²í k p·sobí op¥t problémy (viz nap°.
[2], [29]).

Je-li funkce f dána tabulkou funk£ních hodnot v bodech xs = 2πs/(m+ 1), s = 0, 1, ...,m, a
aproximujeme-li ji interpola£ním trigonometrickým polynomem, dají se koe�cienty tohoto poly-
nomu (které jsou zárove¬ jeho Fourierovými koe�cienty) vypo£ítat podle v¥ty 7.4.
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7.4 V¥ta. Fourierova analýza � diskrétní p°ípad.

Nech´ jsou dány funk£ní hodnoty funkce f v bodech x0, x1, ..., xm, kde xs = 2πs/(m+ 1). Pak
je moºno k t¥mto dat·m sestrojit interpola£ní trigonometrický polynom, který má tvar

(7.4.1)
m∑

k=0

Cke
i kx

nebo

(7.4.2)
L∑

k=0

(Ak cos kx+Bk sin kx) +
1
2
ΘAL+1 cos(L+ 1)x;

je-li m sudé, je Θ = 0, L = m/2 je-li m liché, zde Θ = 1, L = (m− 1)/2.
Pro koe�cienty Ak, Bk, Ck p°itom platí

(7.4.3) A0 = (m+ 1)−1
m∑

s=0

f(xs),

Ak = (m+ 1)−1
m∑

s=0

f(xs) cos kx, k = 1, 2, ..., L+ 1,

B0 = 1,

Bk = (m+ 1)−1
m∑

s=0

f(xs) sin kx, k = 1, 2, ..., L,

Ck = (m+ 1)−1
m∑

s=0

f(xs)e−i kx, k = 0, 1, ...,m,

Nevezmeme-li sou£et (7.4.1) celý, ale pouze do k = M , kdeM < m, dostaneme trigonometrický
polynom, který p°i daných tabulkových bodech xs, s = 0, 1, ...,m nejlep²í L2-aproximací funkce é
ve t°íd¥ v²ech trigonometrických polynom· o stejném po£t· koe�cient·. Podobné tvrzení platí pro
sou£et (7.4.2).

D · k a z pouze nazna£íme. Uvaºujme nejprve (7.4.1). Systém funkcí

{ei kx, k = 0, 1, ...,m}

je p°i daných tabulkových bodech ortogonální,jak jsme ukázali v p°íkl. 5.4.5. Podle (6.7.1) a
výsledk· p°íkl. 5.4.5 pak máme

Ck =
(f, ϕk)
(ϕk, ϕk)

= (m+ 1)−1
m∑

s=0

f(xs)ei kxs ,

coº je vzorec pro Ck ze (7.4.3). Pokud se po£et základních funkcí rovná po£tu tabulkových bod·,
dostáváme tak podle v¥ty 6.5 interpola£ní aproximaci.
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V p°ípad¥ (7.4.2) by se postupovalo obdobným zp·sobem (dokázala by se nejprve ortogona-
lita uºitého systému základních funkcí). To, ºe (7.4.2) je interpola£ní aproximace, plyne v²ak ze
vzájemného vztahu polynom· (7.4.2) a (7.4.1). Pro jejich koe�cienty totiº platí

(7.4.4) C0 = A0,

Ck =
1
2
(Ak − iBk), Cm+1−k =

1
2
(Ak + iBk), k = 1, 2, ..., L;

Ak = Ck − Cm+1−k, Bk = i (Ck − Cm+1−k), k = 1, 2, ..., L.

Dá se ukázat, ºe pro m liché je CL+1 = 1
2AL+1. Dosadíme-li odtud za Ck do (7.4.1) pro x = xs,

zjistíme, ºe hodnoty polynom· (7.4.1) a (7.4.2) v t a b u l k o v ý c h b o d e c h se sob¥ rovnají.
M imo t a b u l k o v é b o d y se v²ak mohou oba polynomy chovat zcela odli²n¥. Poznamenáváme
je²t¥, ºe pro reálnou funkci f jsou koe�cienty Ak, Bk op¥t reálná £ísla.

7.5 Praktické d·sledky v¥ty 7.4.

P°istupujeme-li k p°ibliºnému výpo£tu Fourierových koe�cient· zp·sobem b) z odst. 7.3, bu-
deme podle v¥ty 7.4 povaºovat koe�cienty Ak, Bk a Ck ze (7.4.3) za p°ibliºné hodnoty Fourierových
koe�cient· funkce f . po prostudování kap. II £tená° snadno zjistí, ºe vzorce (7.4.3) jsou ekviva-
lentní aplikaci lichob¥ºníkového pravidla pro p°ibliºný výpo£et integrál· na integrály (7.2.1) a

(7.2.2) [pro periodickou funkci g a periodou 2π máme
π∫

−π

g(x)dx =
2π∫
0

g(x)dx]. Bylo by tudíº v

souladu se zp·sobem a) odst. 7.3 prohlásit Ak, Bk, Ck za p°ibliºné hodnoty koe�cient· ak, bk, ck
pro v²echna k. To ale není moºné, takový p°ístup je pro k velká ve srovnání s m nepouºitelný.

Nasv¥d£uje tomu jiº ten d·leºitý fakt, ºe ve v²ech tabulkových bodech xs, s = 0, 1, ...,m platí
p°i k1 − k2 = q(m+ 1), q libovolné celé £íslo, identita

(7.5.1) ei k1x = ei k2x

(ov¥°te dosazením za xs). Platnost (7.5.1) v tabulkových bodech má za následek nap°. to, ºe je

(7.5.2) Ck+q(m+1) = Ck

pro v²echna celá q, zatímco z teorie Fourierových °ad pro spojitou funkci f plyne ck → 0 pro
k → ∞. Je tedy t°eba postupovat s rozvahou, ignorování popsané skute£nosti zcela mylných
záv¥r· [2].

Platnost (7.5.1) umoº¬uje p°epsat interpola£ní trigonometrický polynom (7.4.1) na tvar (L a
Θ viz v¥tu 7.4)

(7.5.3)
L+Θ∑
k=−L

Cke
i kx;

koe�cienty Ck se zápornými indexy dode�nujeme podle (7.5.2). Snadno se lze p°esv¥d£it o tom,
ºe v tabulkových bodech nabývají polynomy (7.4.1) a (7.5.3) stejných hodnot. Tvar (7.5.3) je
vhodn¥j²í pro aproximování funkce f mimo uzly interpolace [2].

V¥ta 7.4 má pro po£etní praxi zna£ný význam. Výhodou pouºití vztah· (7.4.3) je skute£nost,
ºe pro výpo£et tohoto typu existuje velmi efektivní algoritmus, který popí²eme v odst. 7.6 aº 7.8.
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7.6 P°íklad.

Na zjednodu²eném p°íklad¥ ukáºeme dva moºné zp·soby výpo£tu sou£t· tvaru (7.4.3). Po-
loºme N = m+1 a p°edpokládejme, ºe jsou dány £ty°i tabulkové body xs; bude tedy x0 = 0, x1 =
= π/2, x2 = π, x3 = 3π/2 aN = 4. Na²ím úkolem je vypo£ítat hodnoty koe�cient· C0, C1, C2, C3,
známe-li hodnoty f(xs), s = 0, 1, 2, 3. Pro krat²í zápis pouºijeme ozna£ení fs = f(xs).

Podle (7.4.3) máme vypo£ítat

(7.6.1) Ck =
1
4
(f0 + f1e

−i kπ/2 + f2e
−i kπ + f3e

−i k(3π/2)), k = 0, 1, 2, 3.

Ozna£íme-li w = exp (−iπ/2) a Fs = 1
4fs, p°ejde (7.6.1) ve

(7.6.2) Ck = F0 + F1w
k + F2w

2k + F3w
3k, k = 0, 1, 2, 3.

V²imneme si toho, ºe platí wN = w4 = 1.
Jeden z moºných zp·sob· výpo£tu koe�cient· Ck podle (7.6.2) je uºití postupu podobného

Hornerovu algoritmu pro výpo£et hodnoty polynomu (viz [21]). Vztah (7.6.2) vhodn¥ uzávorku-
jeme a dostaneme

(7.6.3) Ck = [(F3w
3k + F2)wk + F1]wk + F0, k = 0, 1, 2, 3.

K výpo£tu jednoho koe�cient· Ck podle (7.6.3) pot°ebujeme provést 3 komplexní s£ítání a 3
násobení. Celkov¥ tedy k výpo£tu Ck, k = 0, 1, 2, 3, pot°ebujeme (N − 1)N = 3 · 4 = 12 s£ítání a
12 násobení a hodnoty wk, k = 1, 2, 3.

Skute£nost, ºe v na²em p°íkladu platí w4 = 1, nám umoº¬uje vypo£ítat sou£ty (7.6.2) men²ím
po£tem operací. Vztahy (7.6.2) totiº m·ºeme p°epsat na

(7.6.4) C0 = (F0 + F2) + (F1 + F3),

C1 = (F0 + F2w
2) + w(F1 + F3w

2),

C2 = (F0 + F2) + w2(F1 + F3),

C3 = (F0 + F2w
2) + w3(F1 + F3w

2).

Ozna£íme-li nyní R0 = F0 + F2, R1 = F0 + F2w
2, S0 = F1 + F3, S1 = F1 + F3w

2, vidíme, ºe
z t¥chto hodnot vypo£teme v²echny £ty°i koe�cienty Ck pomocí 4 s£ítání a 3 násobení. Hodnoty
R0, R1, S0, S1 vyºadují provedení 4 s£ítání a 2 násobení. Celkov¥ tedy k výpo£tu sta£í znalost
hodnot wk, k = 0, 1, 2, 3 a 5 komplexních násobení a á s£ítání, coº je zna£ná úspora oproti (7.6.3).

Veli£iny R0, R1, S0, S1 se po£ítají ze vztahu (7.6.2) pro Ck. Tato skute£nost umoº¬uje p°i
N = 2M , M > 2, celý postup rekurentn¥ opakovat. Obecný algoritmus je popsán v odst. 7.7.
V²imneme si na záv¥r je²t¥ toho, ºe p°echod od Ck, k = 0, 1, 2, 3, k Rk1 , Sk1 , k1 = 0, 1, m·ºeme
formáln¥ zapsat následujícím zp·sobem, který pouºijeme také p°i odvození obecného algoritmu.

P°epí²eme (7.6.2) jako

Ck = [F0 + F2(w2)k] + wk[F1 + F3(w2)k].

Nyní vyd¥líme k £íslem N/2 = 2; dostaneme tak k = q · 2 + k1, k1 = 0, 1. Protoºe platí (w4 = 1)

(w2)k = (w2)2q(w2)k1 = (w4)q(w2)k1 = (w2)k1 ,
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máme
Ck = Rk1 + wkSk1 , k = 0, 1, 2, 3, k = q · 2 + k1,

kde
Rk1 = F0 + F2(w2)k1 , Sk1 = F1 + F3(w2)k1 , k1 = 0, 1.

7.7 Rychlá Fourierova analýza.

V tomto odstavci popí²eme rychlý algoritmus pro výpo£et koe�cient· Ck ze vztahu (7.4.3).
Algoritmus je zaloºen na úvahách provedených v p°íkl. 7.6 (viz téº [2], [4]).

Pro snadnou formulaci pozm¥níme stejn¥ jako v odst. 7.6 zna£ení uºité v odst. 7.4. P°edpo-
kládáme, ºe jsou dány hodnoty funkce f v N bodech xs = 2πs/N , s = 0, 1, ..., N − 1, a ºe na²ím
úkolem je spo£ítat koe�cienty Ck, k = 0, 1, 2, ... ..., N − 1. Podle vztahu (7.4.3) máme

(7.7.1) Ck =
1
N

N−1∑
s=0

f(xs)exp
(
i k

2πs
N

)
, k = 0, 1, ..., N − 1.

Provedeme jednoduchou úpravu tohoto vzorce; poloºíme Fs = f(xs)/N , w = exp (−2πi /N). Na²i
úlohu pak m·ºeme formulovat takto: Máme vypo£ítat

(7.7.2) Ck =
N−1∑
s=0

Fsw
ks

pro k = 0, 1, ..., N − 1. V²imneme si jiº nyní, ºe platí wN = 1; to pozd¥ji vyuºijeme.
Algoritmus rychlé Fourierovy analýzy popí²eme pouze pro p°ípad, kdy N = 2M ; toho lze

v¥t²inou snadno docílit. Formulace algoritmu pro obecná N je sloºitá, ale proveditelná (viz nap°.
[2], [29]), a i v obecném p°ípad¥ dostáváme ú£inné algoritmy.

Poloºme pro s sudé s1 = s/2 (neboli s = 2s1) a pro s liché s1 = (s−1)/2 (neboli s = 2s1 +1).
Je 0 5 s1 5 1

2N−1. Rozd¥líme-li sou£et v (7.7.2) na s£ítance se sudými a lichými indexy, m·ºeme
psát (k = 0, 1, ..., N − 1)

(7.7.3) Ck =
N/2−1∑
s1=0

F2s1(w
2)ks1 + wk

N/2−1∑
s1=0

F2s1+1(w2)ks1 .

Nyní ukáºeme, jak výpo£et C − k, k = 0, 1, ..., N − 1, rozloºíme na výpo£et dvou sou£t· tvaru
(7.7.2) s N/2 = 2M−1 £leny podobn¥, jako jsme to pro M = 2 provedli v p°íkl. 7.6.

Vyd¥líme-li k £íslem N/2, dostáváme k = q(N/2)+k1 (d je podíl, k1 zbytek). Protoºe wN = 1,
platí

(7.7.4) (w2)ks1 = (w2)q(N/2)s1(w2)k1s1 = (wN )qs1(w2)k1s1 = (w2)k1s1 .

Ozna£me

(7.7.5) Rk1 =
N/2−1∑
s1=0

F2s1(w
2)k1s1 , Sk1 =

N/2−1∑
s1=0

F2s1+1(w2)k1s1 ,
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k1 = 0, 1, ..., (N/2)− 1.

Zavedeme-li toto ozna£ení do (7.7.3) [bereme p°itom v úvahu (7.7.4)], dostáváme

(7.7.6) Ck = Rk1 + wkSk1 , k = 0, 1, ..., N − 1, k = q(N/2) + k1.

Výpo£et Rk1 a Sk1 p°edstavuje 2 Fourierovy analýzy z N/2 = 2M−1 hodnot funkce f . Rozumíme-li
pod slovem "operace" jedno komplexní násobení a jedno komplexní s£ítání, je vid¥t, ºe k výpo£tu
Ck z Rk1 a Sk1 podle (7.7.6) zapot°ebí nejvý²e 2 · 2M takových operací (po£ítaje v to i výpo£et
wk, k = 0, 1, ..., N − 1).

Vtip celého algoritmu spo£ívá v tom, ºe rovn¥º platí (w2)N/2 = 1, takºe uvedený postup
m·ºeme aplikovat opakovan¥ dál. Dostaneme tak 4 Fourierovy analýzy z 2M−2 hodnot, ty dále
rozd¥líme a dostaneme 8 Fourierových analýz z 2M−3 hodnot atd. Ozna£íme-li rM celkový po£et
operací pro výpo£et koe�cient· p°i N = 2M , platí pro po£et operací p°i uvedeném postupu vztah

rM 5 2rM−1 + 2 · 2M , M = 1, 2, 3, ... .

Ale r0 = 0, a proto (indukcí)
rM 5 2M · 2M = 2N log2N.

Je-li tedyN mocnina dvou, je k provedení algoritmu rychlé Fourierovy analýzy zapot°ebí n e j v ý ² e
2N log2N o p e r a c í. Výpo£et koe�cient· ze vzorce (7.7.2) Hornerovým algoritmem je sice jed-
nodu²²í, pot°ebuje ale °ádov¥ N2 operací. Rozdíl je patrný jiº p°i pom¥rn¥ malých N ; tak nap°.
pro N = 27 = 128 pot°ebuje Horner·v algoritmus °ádov¥ 214 = 16 384 operace, rychlá Fourierova
analýzy mén¥ neº 2 · 27 · 7 = 1 792 operace, a je tedy asi desetkrát rychlej²í.

7.8 Algoritmus rychlé Fourierovy analýzy.

Algoritmus z odst. 7.7 popsali v roce 1965 Cooley a Tukey. Nazývá se také rychlá Fourierova
transformace. Existují r·zné varianty tohoto algoritmu [2], [4], [29], které nacházejí pouºití v
mnoha oblastech numerické matematiky, zejména p°i °e²ení parciálních diferenciálních rovnic.

Uvádíme p°íklad algoritmu v jazyce FORTRAN. 3) Algoritmus je ur£en pro N = 2M . Vstupní
data jsou hodnoty funkce f d¥lené £íslem N v poli A a £íslo M . P°edpokládá se, ºe hodnota
f(xs)/N je uloºena na míst¥ A(s+1); p°ipomínáme, ºe xs = 2πs/N . Výstupní data jsou hodnoty
Ck, k = 0, 1, 2, ..., N − 1, op¥t uloºené v poli A.

Algoritmus se skládá ze dvou £ásti. V první £ásti, která kon£í p°íkazem s náv¥²tím 7, se p°e-
rovnávají hodnoty f(xs) do po°adí, v n¥mº budou do rychlé Fourierovy analýzy vstupovat (srov.
p°íkl. 7.6). Druhá £ást je vlastní algoritmus popsaný v odst. 7.7.

SUBROUTINE FFT(A,M)
COMPLEX A(1), U, W, T
N=2**M
NV2=N/2
NM1=N-1
J=1

3) Algoritmus je p°evzat z £lánku Cooley, Lewis, Welch, IEEE Transactions E-12, No. 1 (March 1965).
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DO 7 I=1, MN1
IF(I.GE.J) GOTO 5
T=A(J)
A(J)=A(I)
A(I)=T

5 K=NV2
6 IF(K.GE.J) GOTO 7

J=J-K
K=K/2
GOTO 6

7 J=J+K
DO 20 L=1, M
LE=2**L
LE1=LE/2
U=CMPLX(1.,0.)
ANG=3,14159265358979/LE1
W=CMPLX(COS(ANG), -SIN(ANG))
DO 20 J=1, LE1
DO 10 I=J, N, LE
IP=I+LE1
T=A(IP)*U
A(IP)=A(I)-T

10 A(I)=A(I)+T
20 U=U*W

RETURN
END

7.9 Fourierova syntéza.

V²imneme si také toho, ºe výpo£et koe�cient· Ck podle (7.4.3) (Fourierova analýza) je ve své
podstat¥ operací stejného tapu, jako jsou výpo£ty provád¥né p°i tabelování hodnot trigonomet-
rického polynomu (7.4.1) pro xs = 2πs/(m + 1), s = 0, 1, ...,m (Fourierova syntéza). Algoritmus
popsaný v odst. 7.6 aº 7.8 je tedy pouºitelný i pro Fourierovu syntézu.

7.10 Úlohy.

7.10.1

Funkce f je dána vztahy f(x) = −1 pro x ∈ (−π, 0), f(0) = 0, f(x) = 1 pro x ∈ (0, π〉. Vn¥
intervalu x ∈ (−π, π〉 je funkce de�nována periodickým prodlouºením. Sestrojte Fourier·v rozvoj
funkce f (spojitý p°ípad). Ov¥°te tvrzení v¥ty 7.2 v bodech x = nπ.

[ak = 0 pro v²echna k, bk = 0 pro k sudá, bk = = 4/(kπ) pro k lichá.]
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7.10.2

Prove¤te Fourierovu analýzu (spojitý p°ípad) pro
a) f(x) = |x| na 〈−π, π〉.
[a0 = π/2, ak = 0 pro k > 0, k sudá; ak = −4/(k2π) pro k > 0, k lichá; bk = 0 pro v²echna k.]
b) f(x) = x2 na 〈−π, π〉,
[a0 = π2/3, a = (−1)k4/k2, bk = 0 pro v²echna k.]

7.10.3

Ozna£me Sn(x) £áste£ný sou£et °ady (7.1.2) do k = n v£etn¥. Stanovte nejlep²í L2-aproximace
(spojitý p°ípad) funkcí z úlohy 7.10.2 trigonometrickými polynomy S2(x), S4(x), S6(x) a vypo£-
tete hodnoty t¥chto aproximací v bodech x = 0 a x = π.

[a) S2(0) .= 0, 297 56; S4(0) .= 0, 156 09; S6(0) .= 0, 105 16; S2(π) .= 2, 844 0; S4(π) .= 0, 985 5;
S6(π) .= 3, 036 4. b) S6(0) .= 0, 046 535; S6(π) .= 9, 255 4.]

7.10.4

Funkce f je dána vztahy f(x) = x pro x ∈ (0, 2π), f(0) = π a je periodicky roz²í°ena pro
ostatní reálná x. Sestrojte pro ni interpola£ní trigonometrický polynom tvaru (7.4.2) s uzly x0 = 0,
x1 = π/2, x2 = π, x3 = 3π/2. Nakreslete graf funkce f i interpola£ního polynomu s posu¤te jejich
shodu.

[Hledaný polynom je π − 1
2π sinx. Funkce f není v bodech x = 2nπ spojitá.]

7.10.5

Funkce f je dána tabulkou nam¥°ených hodnot (tab. 17). Najd¥te metodou nejmen²ích £tverc·
nejlep²í aproximace t¥chto hodnot trigonometrickými polynomy (7.4.2).

[Na 4D: A0 = 0, 000 2, A1 = 0, 000 2, A2 = 0, 000 0, A3 = 1, 000 2, B1 = 1, 000 2, B2 =
= −0, 000 2, B3 = 0, 000 1.]

Tabulka 17

x 0 2π
7

4π
7

6π
7

8π
7

10π
7

12π
7

f(x) 1,000 4 -0,119 0 1,598 7 0,211 5 -0,656 7 -0,351 4 -1,682 4

7.10.6

Sestrojte tabulku hodnot trigonometrického polynomu 1 + eix + 2e−ix v bodech xs = 2πs/4,
s = 0, 1, 2, 3. Sestrojte k t¥mto hodnotám podle v¥ty 7.4 interpola£ní trigonometrický polynom
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(7.4.1). Porovnejte s p·vodním polynomem a vysv¥tlete rozdíly. Z polynomu (7.4.1) pak sestrojte
interpola£ní polynom tvaru (7.5.3).

[Polynom (7.4.1) je 1+eix +2e3ix; v tabulkových bodech platí e3ix = e−ix. Vztah (7.5.3) dává
p·vodní polynom.

7.10.7

Ov¥°te funkci programu z odst. 7.8 na p°íkl. 7.6 (písemn¥).
[Návod: V p°íkl. w2 = −1.]

7.10.8

Je známo, ºe data v tab. 18 jsou poru²ené funk£ní hodnoty jistého trigonometrického poly-
nomu. Prove¤te rychlou Fourierovu analýzu t¥chto dat a sestrojte tento polynom.

[4 + cosx+ 2 sin 2x.]

Tabulka 18

x 0 π
4

π
2

3π
4

π 5π
4

3π
2

7π
4

f(x) 5,000 3 6,706 7 3,999 6 1,292 7 3,000 1 5,293 3 4,000 5 2,707 5

8 �eby²evova aproximace

8.1 Nejlep²í stejnom¥rná aproximace.

V tomto £lánku shrneme základní fakta o aproximacích, které minimalizují veli£inu (1.5.1), tj.
jejichº maximální chyba na intervalu 〈a, b〉

(8.1.1) %max(f, ϕ) = max
x∈〈a,b〉

|f(x)− ϕ(x)|

je minimální. Jde tu o spojitý p°ípad nejlep²í aproximace. Jak jsme jiº uvedli v odst. 1.5, nazývají
se takové aproximace �eby²evovy nebo také nejlep²í stejnom¥rné aproximace. Tyto aproximace
hrají hlavní roli p°i konstrukci podprográm· pro výpo£et standardních funkcí na po£íta£i.

Pro jisté t°ídy aproximací je úloha o nalezení �eby²evovy aproximace k dané funkci f po
teoretické stránce vy°e²ena. Uvedeme v¥tu, která charakterizuje nejlep²í stejnom¥rnou aproximaci
polynomem £i racionální funkcí.
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8.2 V¥ta.

Nech´ je dána funkce f , která je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Nech´ Fn znamená bu¤ t°ídu Pn

polynom· nejvý²e n-tého stupn¥, nebo t°ídu Rpq racionálních funkcí s n+1 nezávislými volitelnými
parametry.

Pak nejlep²í stejnom¥rná aproximace ϕ∗ funkce f je ta funkce ϕ∗ ∈ Fn, pro kterou platí:
a) Existuje n + 2 bod· xi ∈ 〈a, b〉, i = 0, 1, ..., n + 1, takových, ºe v nich absolutní hodnota

chyby aproximace nabývá maxima, tj.

(8.2.1) |f(xi)− ϕ∗(xi)| = max
x∈〈a,b〉

|f(x)− ϕ∗(x)| = %max(f, ϕ∗);

b) Extrémy chyby aproximace f − ϕ∗ v bodech xi mají st°ídavá znaménka a stejnou velikost,
tj. pro a 5 x0 < x1 < ... < xn < xn+1 5 b platí

(8.2.2) f(xi)− ϕ∗(xi) = −[f(xi+1)− ϕ∗(xi+1)], i = 0, 1, 2, ..., n.

D·k a z v¥ty lze nalézt nap°. v [3], [26].

8.3 P°íklad.

V p°íkladu 1.6 jsme jako �eby²evovu aproximaci funkce √x na intervalu 〈0, 1〉 polynomem
prvního stupn¥ uvedli polynom x+ 1

8 . Ov¥°me podle v¥ty 8.2, ºe je to skute£n¥ nejlep²í aproximace.
V tomto p°ípad¥ je n = 1 (polynom prvního stupn¥ má dva koe�cienty)· hledejme extrémy

funkce
e(x) ≡ f(x)− ϕ∗(x) =

√
x− x− 1

8
.

Je
e′(x) = (2

√
x)−1 − 1

a z podmínky e′(x) = 0 dostáváme jako jediný extrém uvnit° intervalu 〈0, 1〉 bod x1 = 1
4 s

hodnotou e(x1) = 1
8 . Dal²í extrémy jsou v krajních bodech x0 = 0 a x2 = 1. V t¥chto bodech je

e(x0) = e(x1) = −1
8 (na£rtn¥te si obrázek).

Extrémy jsou celkem t°i, mají st°ídavá znaménka a stejnou absolutní hodnotu. V ostatních
bodech intervalu 〈0, 1〉 je |f(x)− ϕ∗(x)| < 1

8 . Polynom x+ 1
8 tedy v P1, tj. mezi polynomy tvaru

ax+ b, minimalizuje veli£inu

%max(
√
x, ϕ) = max

x∈〈0,1〉
|
√
x− (ax+ b)|.

8.4 Algoritmus metody minimalizace maximální chyby.

Sestrojení �eby²evovy aproximace bývá v praktických p°ípadech obtíºné. Postupuje se proto
zpravidla tak, ºe se místo ní hledají aproximace spl¬ující podmínky (8.2.1) a (8.2.2) c o n e j l é p e.
To znamená ºe v obou t¥chto vztazích se p°ipou²tí pouze p°ibliºná rovnost, po£et extrému se
st°ídavými znaménky v²ak musí být v p°esném souladu s po£tem parametr· n + 1 funkcí z Fn.
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Nesestrojíme tak ov²em nejlep²í aproximaci ϕ∗, ale p°i vhodné volb¥ extremálních bod· xi, i =
= 0, 1, ..., n+ 1, dostaneme aproximaci ϕ̃, která se kvalitativn¥ od ϕ∗ li²í zpravidla bezvýznamn¥
[%max(s, ϕ̃) ≈ %max(s, ϕ∗)].

P°i p°edem daných xi se p°itom vhodná aproximace ϕ̃ dá sestrojit celkem snadno: Hodnoty
parametr· se vypo£ítají ze soustavy rovnic (8.2.2). Hlavním problémem tedy je stanovení bod·
xi, i = 0, 1, ..., n + 1,. Z d·vod·, které zde pro nedostatek místa nem·ºeme rozebírat4), je p°i
aproximaci polynomem nejvhodn¥j²í volit body xi tak, aby byly rozloºeny stejn¥ jako extrémy
�eby²evova polynomu Tn+1. Pracujeme-li na intervalu 〈−1, 1〉, volíme tedy (srov. odst. 5.6.1)

xn+1−k = cos
kπ

n+ 1
, k = 0, 1, ..., n+ 1,

neboli

(8.4.1) xi = cos
(
n+ 1− i

n+ 1
π

)
, i = 0, 1, ..., n+ 1.

Pro obecný interval 〈a, b〉 p°etransformujeme (8.4.1) lineární transformací

z =
1
2
[(b− a)x+ b+ a], x ∈ 〈−1, 1〉, z ∈ 〈a, b〉.

Poznamenejme je²t¥, ºe skute£n¥ extrémy takto vzniklé funkce f − ϕ̃ n emu s í padnout práv¥ do
bod· xi a nemusí být v²echny stejn¥ velké.

Uvedený postup m·ºeme vzít za základ itera£ního algoritmu pro minimalizaci maximální
chyby. K n+2 bod·m x

(0)
i ∈ 〈a, b〉 sestrojeným z bod· (8.4.1) vypo£teme ze soustavy n+1 rovnic

(8.2.2) hodnoty n+1 parametr·, které ur£ují funkci ϕ(0) ∈ Fn. Najdeme extrémy funkce f−ϕ(0) a
body, v nichº tato extrémy nastávají, vezmeme za nové extremální body x(1)

i , z nichº op¥t pomocí
(8.2.2) vypo£teme hodnoty n + 1 parametr·. Tyto parametry ur£ují novou aproximaci ϕ(1) ∈
∈ Fn. Dále postupujeme podobn¥ jako s aproximací ϕ(0) a konstruujeme posloupnost aproximací
ϕ(k) ∈ Fn. Za ur£itých mírn¥ omezujících p°edpoklad· se dá dokázat [26], ºe ϕ(k) konvergují
stejnom¥rn¥ na intervalu 〈a, b〉 k �eby²evov¥ aproximaci ϕ∗ ∈ Fn funkce f .

8.5 P°íklad.

Pouºijeme algoritmus z odst. 8.4 k aproximování funkce √x na intervalu 〈0, 1〉 polynomem

prvního stupn¥. Je n = 1 a podle (8.4.1) po transformaci na 〈0, 1〉 dostáváme x(0)
0 = 0, x(0)

1 = 1
2 ,

x
(0)
2 = 1. Soustava (8.2.2) pro f(x) = √

x, ϕ(x) = ax+ b má po úprav¥ tvar

(8.5.1) a(x(k)
i+1 + x

(k)
i ) + 2b =

√
x

(k)
i+1 +

√
x

(k)
i , i = 0, 1.

Pro k = 0 je tudíº
1
2
a+ 2b =

1
2

√
2,

3
2
a+ 2b = 1 +

1
2

√
2

4) Tato volba souvisí s minimaliza£ní vlastnosti �eby²evových polynom· popsanou v odst. 5.6.
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a jako °e²ení dostáváme a = 1, b = (√2− 1)/4. Máme

ϕ(0)(x) = x+
√

2− 1
4

a

%max(
√
x, ϕ(0)) =

2−
√

2
4

.= 0, 146.

Této chyby se nabývá v bod¥ x = 1
4 , dal²í extrémy funkce f − ϕ(0) jsou v bodech x = 0 a x = 1.

Poloºíme proto x(1)
0 = 0, x(1)

1 = 1
4 , x

(1)
2 = 1. Ze soustavy (8.5.1) tentokrát obdrºíme a = 1,

b = 1
8 a ϕ(1) je tudíº jiº nejlep²í stejnom¥rnou aproximací funkce √x na intervalu 〈0, 1〉 (viz nap°.

8.3). Pro srovnání p°ipomínáme, ºe

%max(
√
x, ϕ(1)) =

1
8

= 0, 125;

byla tedy jiº aproximace ϕ(0) relativn¥ dobrou aproximací funkce √x.

8.6 Úlohy

8.6.1

Sestrojte �eby²evovu aproximaci funkce ex na intervalu 〈0, 1〉 polynomem prvního stupn¥.
[ϕ(0) .= 1, 718 28x+0, 894 79; %max(ex, ϕ(0)) .= 0, 106 7; ϕ(1)(x) .= ϕ∗(x) .= 1, 718 28x+0, 894 07;

%max(ex, ϕ(1)) .= 0, 105 9.]

8.6.2

Aproximujte funkci ex na intervalu 〈0, 1〉 racionální funkcí tvaru a/(1 + bx). Uºijte postup z
odst. 8.4 s body x0 = 0, x1 = 0, 7, x2 = 1 a sestrojte ϕ(0).

[ϕ(0)(x) .= 1, 084 66/(1− 0, 613 03x); %max
.= 0, 097 8.]

9 Zvy²ování p°esnosti výpo£t· extrapolací

9.1 Zvy²ování p°esnosti p°ibliºných výpo£t·.

V tomto £lánku popí²eme významnou metodu zvy²ování p°esnosti p°ibliºných výpo£t·, která
najde uplatn¥ní v následujících kapitolách p°i numerickém výpo£tu integrál· a °e²ení diferenciál-
ních rovnic.

P°edpokládejme, ºe po£ítáme hodnotu veli£iny F pomocí aproximace T (h), která závisí na
jistém parametru h, a ºe platí

(9.1.1) F = lim
h→0

T (h).
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V takové situaci jsme p°i pouºití celé °ady numerických metod . Tak nap°. p°i studiu konvergence
interpola£ního procesu (odst. 3.32) hraje roli parametru h veli£ina max

i
|x(s)

i+1 − x
(s)
i |, u interpo-

la£ních spline-funkcí je to podobn¥ h = maxhi (viz odst. 4.8). Jak je²t¥ pozd¥ji uvidíme, je pro
mnohé numerické metody typické, ºe pracnost výpo£tu aproximace T (h) p°i h→ 0 rychle roste a
ºe navíc mohou zaokrouhlovací chyby znemoº¬ovat uºití dostate£n¥ malých hodnot h, pot°ebných
pro dosazení poºadované p°esnosti.

V numerické matematice v²ak o chování chyby aproximace F − T (h) p°i h → 0 máme £asto
informaci podrobn¥j²ího charakteru neº pouze (9.1.1). Ukáºeme nyní, jak nám taková informace
m·ºe pomoci k tomu, abychom p°i dané hodnot¥ parametru h dosáhli p°esnosti vy²²í, neº je pro
danou metodu charakteristické. Takovým postupem pak m·ºeme obejít nutnost pracovat s p°íli²
malými hodnotami h.

P°edpokládejme, ºe pro danou numerickou metodu platí p°i h→ 0 vztah

(9.1.2) T (h) = F − chp +O(hr),

kde c, p, r jsou konstanty a x < p < r. je tedy F = T (0) a chyba aproximace je °ádu hp. Informace
o chování chyby aproximace daná vztahem (9.1.2) nám umoº¬uje odhadnout F s chybou °ádu hr,
r > p, na základ¥ dvou hodnot T (h), °ekn¥me pro h = H a h = qH (q 6= 1). Pro celý postup
p°itom sta£í znát hodnotu p; koe�cient c znát nemusíme. Podle (9.1.2) máme

(9.1.3) T (H) = F + cHp +O(Hr),
T (qH) = F + c(qH)p +O(Hr),

nebo´ p°i H → 0 je O((qH)r) = O(Hr). Vylou£íme-li ze vztah· (9.1.3) výraz cHp dostáváme

(9.1.4) F = T (H) +
T (H)− T (qH)

qp − 1
+ (Hr).

Ze vztahu (9.1.4) vidíme, ºe veli£ina

(9.1.5) T1(H) = T (H) +
T (H)− T (qH)

qp − 1

je obecn¥ lep²í aproximací hodnoty F neº byly T (H) a T (qH), nebo´ °ád její chyby je hr a r > p.
Vzhledem k tomu, ºe výchozí rovnost (9.1.2) má platnost pouze asymptotickou (pro h → 0), je
ov²em t°eba mít na pam¥ti, ºe pouºití popsaného postupu nemusí p°inést zmen²ení chyby p°i
kaºdém H.

9.2 P°íklad.

Budiº f funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉, která má na 〈a, b〉 spojité první derivace a taková,
ºe pro v²echna x ∈ (a, b) existuje derivace f (5)(x). Podle v¥ty 2.4 o aproximaci Taylorovým
polynomem pak pro dostate£n¥ malá h a x ∈ (a, b) platí

(9.2.1) f(x± h) = f(x)± hf ′(x) +
1
2
h2f ′′(x)± 1

6
h3f ′′′(x) +

1
24
h4f (4)(x) +O(h5).
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Odtud ihned plyne vztah

(9.2.2)
f(x+ h)− f(x− h)

2h
= f ′(x) +

1
6
h2f ′′′(x) +O(h4)

[nebo´ O(h5)/(2h) = O(h4)]. Vztah (9.2.2) dává numerickou metodu pro p°ibliºný výpo£et f ′(x)
z hodnot funkce f . Klademe f ′(x) ≈ [f(x + h) − f(x − h)]/(2h) s chybou aproximace °ádu h2.
Jak uvidíme v £l. 15, je tento postup pro velmi malá h nestabilní.

Poloºíme-li T (h) = [f(x+ h)− f(x− h)]/(2h), m·ºeme podle (9.1.4) s q = 2, p = 2, r = 4 ze
dvou hodnot T (h) pro h = H a h = 2H spo£ítat

(9.2.3) f ′(x) = T1(H) +O(H4), T1(H) = T (H) +
1
3
[T (H)− T (2H)]

Veli£ina T1(H) dává tedy p°iblíºení hodnoty f ′(x) s chybou O(H4) (p°i H → 0).

9.3 Richardsonova extrapolace.

Postupu pro zvy²ování p°esnosti výsledk· získaných numerickou metodou, který jsme popsali
v odst. 9.1 a pouºili v p°íkl. 9.2, se °íká Richardsonova extrapolace nebo extrapolace na h = 0.

Celý postup m·ºeme totiº chápat jako interpola£ní úlohu. První dva £leny rozvoje (9.1.2)
tvo°í polynom F + chp prvního stupn¥ v hp. Richardsonovou extrapolaci m·ºeme vykládat tak,
ºe hodnotami T (H), T (qH) prokládáme polynom L1(h) prvního stupn¥ v prom¥nné hp, L1(h) =
= a+bhp, a hodnotu F aproximujeme hodnotou a = L1(0), [Protoºe bod h = 0 leºí mimo interval
(H, qH), jde o extrapolaci.] Skute£n¥, pouºijeme-li vzorec (3.5.1), kde nyní bude f(x0) = T (H),
f(x1) = T (qH), x0 = Hp, x1 = (qH)p, x = 0, dostáváme po úprav¥

L1(0) =
qpT (H)− T (qH)

gp − 1
,

coº je totéº jako veli£ina T1(H) z (9.1.5).

9.4 Algoritmus opakované Richardsonovy extrapolace.

Pokud umíme vyjád°it T (h) v mocninách h podrobn¥ji [tj. rozepsat dále £len O(hr) v (9.1.2)],
m·ºeme Richardsonovou extrapolaci opakovat zp·sobem, který nyní popí²eme, a prokládat hod-
notami T (hi), i = 1, 2, ..., polynomy vy²²ích stup¬·. Algoritmus opakované Richardsonovy ex-
trapolace je sou£ástí n¥kterých velmi efektivních program· pro °e²ení úloh, kterými se budeme
zabývat v následujících kapitolách.

Pro jednoduchost se v dal²ím výkladu omezíme na speciální p°ípad, který je pro pouºití
Richardsonovy extrapolace typický, a budeme p°edpokládat, ºe platí

(9.4.1) T (h) = F + a0h
p + a1h

2p + a2h
3p + ...,

kde a0, a1, a2, ... jsou konstanty nezávislé na h. �áste£né sou£ty tohoto rozvoje jsou tedy polynomy
v hp. Navíc budeme p°edpokládat, ºe parametry hi, pro které po£ítáme T (hi), tvo°í geometrickou
posloupnost

(9.4.2) H, q−1H, q−2H, ... ;
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obvykle se tu klade q = 2. Algoritmus opakované Richardsonovy extrapolace bude nyní spo£ítat v
tom, ºe hodnotami T (H), T (q−1H), ..., T (q−sH) proloºíme interpola£ní polynom S-tého stupn¥ v
hp a F aproximujeme hodnotou tohoto polynomu v bod¥ h = 0; k výpo£tu této hodnoty pouºijeme
Nevill·v algoritmus (3.16.2) s xi = (q−iH)p.

Výsledný algoritmus m·ºeme nyní zapsat takto:

(9.4.3) Pro s = 0, 1, ..., S :
Ts0 = T (q−sH).
Pro k = 1, 2, ..., s :

Tsk = Ts,k−1 +
Ts,k−1 − Ts−1,k−1

qkp − 1
.

Dá se ukázat [29], ºe pro dostate£n¥ maléH jsou hodnoty Tsk, k = 1, 2, ..., stále lep²ími p°iblíºeními
veli£iny F . Za na²ich p°edpoklad· pro tato hodnoty totiº platí

(9.4.4) Tsk(H) = F + a
(s)
k H(k+1)p + a

(s)
k+1H

(k+2)p + ... .

Rozvoje typu (9.4.1) mají v praxi zpravidla p = 1 nebo p = 2; vidíme, ºe pro v¥t²í p bude ú£inek
Richardsonovy extrapolace z°eteln¥j²í (chyba bude pro dostate£n¥ malá H klesat rychleji).

Ru£ní výpo£et podle algoritmu (9.4.3) se stejn¥ jako u Nevillova algoritmu uspo°ádává do
trojúhelníkového schématu hodnot Tsk, k 5 s. Výpo£et je zde jednodu²²í neº v obecném algoritmu
(3.16.2). Hodnoty Tsk ve sloupci k se vypo£tou tak, ºe se k hodnot¥ Ts,k−1 v sousedním levém
sloupci schématu, p°i£te veli£ina 4/(qkp − 1), kde 4 je rozdíl dvou hodnot v sousedním levém
sloupci, totiº Ts,k−1 a Ts−1,k−1. Pro typickou volbu q = 2 a p = 1 tedy p°i£ítáme veli£iny (postupn¥
po sloupcích) 4/1,4/3,4/7,4/15, ..., pro p = 2 p°i£ítáme 4/3,4/15,4/63,4/225, ....

V praxi neznáme p°edem hodnotu S pot°ebnou k dosaºení poºadované p°esnosti. Algoritmus
(9.4.3) proto pouºíváme pro s = 0, 1, 2, ... tak dlouho, aº je ε = |Tsk−Ts−1,k|men²í neº poºadovaná
p°esnost, a jako p°ibliºnou hodnotu F uºijeme Ts,k+1. Absolutní hodnota chyby aproximace se
pak dá odhadnout jako ε.

9.5 P°íklad.

Pro dostate£n¥ hladkou funkci f platí nejen (9.2.2), ale dokonce

(9.5.1)
f(x+ h)− f(x− h)

2h
= f ′(x) + a1h

2 + a2h
4 + a3h

6 + ... .

P°íkladem takové funkce je lnx. Pouºijeme nyní algoritmus (9.4.3) v výpo£tu f ′(3) pro f(x) = lnx.
Hodnoty funkce lnx vezmeme z ²estimístných tabulek a poloºíme q = 2, H = 0, 8. Podle (9.5.1)
je p = 2. Bude tedy

hs = (q−s)H = 2−s · 0, 8

a

Ts0 =
ln(3 + hs)− ln(3− hs)

2hs
.

Algoritmus opakované Richardsonovy extrapolace dá v tomto p°ípad¥ výsledky uspo°ádané do
tab. 19. U hodnot 4/3 a 4/15 uvádíme - podobn¥ jako v tabulkách diferencí - pouze významné
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£íslice. Protoºe T21 = T31 na 6D, p°edpokládáme, ºe f ′(3) .= T32 = 0, 333 330 (na 6D). P°esná
hodnota je 0, 333 333 (na 6D) a skute£ná chyba je 3 · 10−6 (vliv zaokrouhlování).

V p°ípad¥ p = 2, q = 2 se dá obecn¥ ukázat, ºe jsou-li hodnoty Ts0, s = 0, 1, 2, ..., zatíºeny
chybami, jejichº absolutní hodnota nep°evy²uje δ, projeví se tyto chyby v dal²ích extrapola£-
ních hodnotách Tsk chybami velikosti nejvý²e 2δ. V na²em p°íkladu je absolutní chyba Ts0 vzniklá
zaokrouhlováním maximáln¥ 10−6/(2h) 5 5·10−6, coº dává pro chyby v Tsk jako odhad £íslo 10−5.

Tabulka 19

s hs Ts0 4/3 Ts1 4/15 Ts2

0 0,8 0,341 590
1 0,4 0,335 330 -2 087 0,333 243
2 0,2 0,333 830 - 500 0,333 330 6 0,333 336
3 0,1 0,333 455 - 125 0,333 330 0 0,333 330

9.6 Varianty extrapola£ního algoritmu.

My²lenka extrapolace na h = 0 je mnohem obecn¥j²í neº postup uvedený v odst. 9.1 aº 9.5.
Není nap°. nutné, aby pouºívané hodnoty h tvo°ily geometrickou posloupnost. �asto se pouºívá
posloupnost

H,
H

2
,
H

3
,
H

4
,
H

6
,
H

8
,
H

12
, ... ,

která má u mnohých numerických metod za následek men²í celkovou pracnost výpo£tu.
Stejným zp·sobem jako polynom je moºno hodnotami T (h) prokládat interpola£ní racionální

funkci a k výpo£tu T (0) pouºít algoritmus (4.1.3). Výsledný algoritmus, který se osv¥d£il p°i
numerickém výpo£tu integrál· a °e²ení diferenciálních rovnic, je ov²em sloºit¥j²í (viz nap°. [29]).

9.7 Úlohy

9.7.1

P°edpokládejme, ºe hodnoty Ts0, s = 0, 1, 2, ..., a algoritmu (9.4.3), kde p = 2, q = 2 jsou
zatíºeny chybami, jejichº absolutní hodnota je nejvý²e δ. Odhadn¥te maximální moºné nep°esnosti,
zp·sobené t¥mito chybami v hodnotách Tsk, k = = 1, 2, 3.

[k = 1 : 5δ/3, k = 2 : 16δ/9, k = 3 : 1 040δ/567.]

9.7.2

Je dána tabulka hodnot funkce f(x) = (1 + sinx)−1 (tab. 20). Pouºijte postup z p°íkl. 9.2 a
vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu f ′(0, 2).

[T1(0, 1) .= −0, 681 8; p°esná hodnota (na 4D) je −0, 682 1.]
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Tabulka 20

x 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
f(x) 1,000 0 0,909 2 0,834 3 0,771 9 0,719 7

9.7.3

Podobn¥ jako v p°íkl. 9.5 vypo£ítejte s absolutní p°esnosti 1
2 · 10−2 p°ibliºnou hodnotu f ′(1),

kde f(x) = ex. Volte H = 0, 8. Pracujte na 4D.
[T22

.= 2, 718 3, T21 − T11
.= 2, 2 · 10−3, f ′(1) .= 2, 718 3.]

9.7.4

[5] P°edpokládá se, ºe jistá fyzikální veli£ina X závisí na tlaku P podle vztahu X = c0+
+c1P 2 + c2P

3 + c3P
6, kde c0, c1, c2, c3 jsou nenulové konstanty. Stanovte p°ibliºnou hodnotu X

ve vakuu (P = 0) z nam¥°ených hodnot uvedených v tab. 21.
[Návod: Uºijte Richardsonovou extrapolaci; X(0) .= 491.]

Tabulka 21

P 0,8 0,4 0,2 0,1 0,05
X 740 487 475 485 489
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II. Numerický výpo£et integrálu a derivace

10 Obecn¥ o metodách pro výpo£et integrálu a derivace

10.1 Úvod.

Metody aproximace funkcí popsané v p°edcházející kapitole jsou základem mnoha postup· a
algoritm· numerické matematiky. V této kapitole se budeme zabývat p°eváºn¥ poºitím n¥kterých
aproximací popsaných v kap. I pro p°ibliºný výpo£et integrálu

(10.1.1) I(f) =

b∫
a

f(x)dx

(p°edpokládáme ov²em, ºe funkce f je na intervalu 〈a, b〉 integrovatelná). Poslední £lánek kapitoly
v¥nujeme p°ibliºnému výpo£tu hodnoty derivace.

10.2 Princip metod pro p°ibliºný výpo£et integrálu a derivace.

Numerické metody výpo£tu integrálu uºíváme zejména tehdy, kdyº integrál I(f) není moºno
vypo£ítat analytickými metodami (velmi £astý p°ípad!). Numerické metody pouºíváme ale i v
t¥ch p°ípadech, kdy je analytický výpo£et p°íli² pracný. V p°ípad¥, ºe je funkce f zadána pouze
tabulkou £i grafem, je pouºití n¥které p°ibliºné metody k výpo£tu integrálu £i derivace nezbytností.

P°irozený princip numerických metod pro výpo£et integrálu a derivace vychází z výsledk· kap.
I o aproximaci funkcí. Danou funkci f nahradíme její vhodnou aproximací ϕ. Pak za p°ibliºnou
hodnotu derivace f ′(x) prohlásíme ϕ′(x); jako aproximaci integrálu I(f) pouºijeme I(ϕ), tj. in-
tegrál z funkce ϕ, který stanovíme analyticky. T°ídu aproximací, z nichº vybíráme ϕ, volíme tak,
aby bylo moºné integrál £i derivaci aproximující funkce snadno ur£it. V metodách této kapitoly
budeme v¥t²inou f aproximovat Lagrangeovými i n t e r p o l a £ n ím i p o l y n omy. Metody, které
zde budeme studovat, budou pak k p°ibliºnému výpo£tu integrálu £i derivace pouºívat lineární
kombinace hodnot f(x) v n¥kterých bodech x ∈ 〈a, b〉.

P°i numerickém výpo£tu integrálu platí, ºe je-li integrovatelná funkce ϕ dobrou aproximací
funkce f na celém intervalu 〈a, b〉, je integrál z ϕ dobrou aproximací integrálu z f , nebo´

(10.2.1)

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx−
b∫

a

ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 5
b∫

a

|f(x)− ϕ(x)|dx 5 (b− a) sup
x∈〈a,b〉

|f(x)− ϕ(x)|.

P°i numerickém výpo£tu derivace v²ak musíme být obez°etní. I kdyº ϕ je dobrou aproximací
funkce f , nemusí být ϕ′(x) stejn¥ dobrou aproximací hodnoty f ′(x) ve v²ech bodech x ∈ 〈a, b〉.
Maximum absolutní hodnoty funkce f ′ −ϕ′ na intervalu 〈a, b〉 m·ºe být mnohem v¥t²í neº maxi-
mální absolutní hodnota f − ϕ. Uvedeme ilustrativní p°íklad.
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10.3 P°íklad.

Budiº f(x) = ex, ϕ(x) = 1+x. (Taylor·v polynom prvního stupn¥ pro ex v okolí bodu x = 0)
a za interval 〈a, b〉 vezm¥me interval 〈0; 0, 1〉. Pro chybu aproximace funkce f polynomem ϕ na
intervalu 〈0; 0, 1〉 platí

max |f(x)− ϕ(x)| = e0,1 − (1 + 0, 1) .= 0, 005 2

V²echny derivace funkce f se op¥t rovnají ex. První dv¥ derivace aproximující funkce ϕ jsou
ϕ′ ≡ 1, ϕ′′ ≡ 0. Platí tedy

max |f ′(x)− ϕ′(x)| = e0,1 − 1 .= 0, 105 2,

max |f ′′(x)− ϕ′′(x)| = e0,1.

Vidíme, ºe chyba v první derivaci je v bod¥ x = 0, 1, asi dvacetkrát v¥t²í neº chyba aproximace
f ′′(0, 1), hodnota získaná tímto zp·sobem jako aproximace hodnoty ϕ je zcela nesmyslná.

P°i výpo£tu integrálu je situace jiná. Máme

0,1∫
0

exdx = e0,1 − 1 .= 0, 105 2.

Pouºitím aproximace ϕ dostáváme jako p°ibliºnou hodnotu tohoto integrálu

0,1∫
0

(1 + x)dx = 0, 1 +
1
2
· (0, 1)2 = 0, 105

s chybou 0, 000 2.

10.4 Kvadraturní vzorce.

Pro numerickou aproximaci ur£itého integrálu se £asto pouºívá termín numerická kvadratura,
a to proto aby se tato úlohy odli²ila od numerické integrace5) oby£ejných diferenciálních rovnic.
Vzorce, které udávají aproximace ur£itých integrál·, se pak nazývají kvadraturní vzorce. Studiem
takových vzorc· se nyní budeme zabývat.

10.5 P°íklad.

Odvodíme kvadraturní vzorec pro p°ibliºný výpo£et integrálu (10.1.1) tak, ºe na intervalu
〈a, b〉 nahradíme funkci f interpola£ním polynomem prvního stupn¥ s uzly a, b. Poloºíme tedy
(viz odst. 3.5)

ϕ(x) =
x− b

a− b
f(a) +

x− a

b− a
f(b)

5) Oba termíny zavádíme pro pot°eby tohoto se²itu, nejde tu o ustálenou terminologii.
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a integrál I(f) aproximujeme integrálem z funkce ϕ. Dostáváme tak

(10.5.1) I(f) =

b∫
a

f(x)dx ≈
b∫

a

ϕ(x)dx =

= f(a)

b∫
a

x− b

a− b
dx+ f(b)

b∫
a

x− a

b− a
dx =

=
b− a

2
f(a) +

b− a

2
f(b) ≈ K(f).

Vidíme, ºe získaný kvadraturní vzorec K(f) má tvar lineární kombinace funk£ních hodnot s ko-
e�cienty (b− a)/2, (b− a)/2. Celý postup je moºno ilustrovat také geometricky. V p°ípad¥ funkce
f , jejiº graf je znázorn¥n na obr. 4, p°edstavuje integrál I(f) obsah k°ivo£arého obrazce ABCD.
Hodnota získaná kvadraturním vzorcem K(f) je rovna obsahu (b − a)[f(a) + f(b)]/2 lichob¥º-

Obrázek 4:

níka ABCD [vzorec (10.5.1) se proto nazývá lichob¥ºníkové pravidlo]. Integrál I(f) m·ºeme ale
aproximovat také obsahem lichob¥ºníka AB′C ′D, kde B′C ′ je te£na ke k°ivce y = f(x) v bod¥
x = (a+b)/2. Protoºe obsah lichob¥ºníka AB′C ′D je roven obsahu obdélníka AEFD, má p°íslu²ný
kvadraturní vzorec tvar (lichob¥ºníkové pravidlo)

K(f) = (b− a)f(
a+ b

2
).

V tomto p°ípad¥ jsme f vlastn¥ aproximovali konstantou f((a + b)/2); v²imn¥te si op¥t lineární
závislosti hodnoty K(f) na pouºité funk£ní hodnot¥.

Obr. 4 nazna£uje, ºe patrn¥ m·ºeme o£ekávat, ºe absolutní hodnota chyby kvadratury, tj. roz-
dílu I(f)−K(f), bude men²í pro malé intervaly 〈a, b〉 a pro ty funkce f , které na 〈a, b〉 nevykazují
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prudké zm¥ny. Dále m·ºeme £ekat, ºe obdélníkové pravidlo bude obecn¥ pon¥kud p°esn¥j²í neº li-
chob¥ºníkové. V²imneme si také toho, ºe bude-li f polynom prvního stupn¥ (grafem takové funkce
je p°ímka), bude jak lichob¥ºníkové, tak obdélníkové pravidlo dávat hodnotu integrálu p ° e s n ¥
[bude I(f) = K(f)].

10.6 Interpola£ní kvadraturní vzorce.

V tomto odstavci popí²eme obecné kvadraturní vzorce pro výpo£et I(f) zaloºené na aproxi-
mace integrované funkce f interpola£ním polynomem. Postup odvození je podobný jako v p°íkl.
10.5. Funkci f v integrálu I(f) nahradíme interpola£ním polynomem pn n-tého stupn¥ s uzly
x0, x1, ..., xn navzájem r·znými a leºícími v intervalu 〈a, b〉. Polynom pn zapí²eme v Lagrangeov¥
tvaru (3.3.1)

pn(x) =
n∑

i=0

f(xi)li(x)

a integrací od a do b dostáváme hledaný kvadraturní vzorec

(10.6.1) K(f) =

b∫
a

n∑
i=0

f(xi)li(x)dx =
n∑

i=0

wif(xi),

kde

(10.6.2) wi =

b∫
a

li(x)dx.

Vzorec (10.6.1) má op¥t tvar lineární kombinace funk£ních hodnot v bodech xi, i = 0, 1, ..., n.
T¥mto bod·m °íkáme také uzly kvadraturního vzorce. Koe�cienty wi se nazývají koe�cienty kva-
draturního vzorce (10.6.1) (n¥kdy také váhy). V²imneme si toho, ºe koe�cienty wi nezávisí na
integrované funkci f a dají se p°i zadaných uzlech snadno vypo£ítat. Kvadraturní vzorec tvaru
(10.6.1) se nazývá interpola£ní kvadraturní vzorec. Obdélníkové a lichob¥ºníkové pravidlo z p°íkl.
10.5 jsou tedy interpola£ní kvadraturní vzorce.

Interpola£ní kvadraturní vzorce s n + 1 uzly xi, i = 0, 1, ..., n, mají tu vlastnost, ºe integrují
p°esné v²echny polynomy n-tého stupn¥ (a stup¬· men²ích neº n-tých). Snadno se o tom p°esv¥d-
£íme, uváºíme-li, ºe chyba aproximace E polynomu n-tého stupn¥ (a stup¬· men²ích neº n-tých)
interpola£ním polynomem s n + 1 uzly je pro v²echna x ∈ 〈a, b〉 rovna nule (viz odst. 3.12). Pro
chybu e(f) = I(f)−K(f) interpola£ního kvadraturního vzorce totiº platí

(10.6.3) e(f) =

b∫
a

f(x)dx−
n∑

i=0

wif(xi) =

b∫
a

f(x)dx−
b∫

a

pn(x)dx =

b∫
a

E(x)dx,

kde E(x) = f(x)− pn(x). Je-li tedy E(x) ≈ 0 jako v p°ípad¥ integrace polynom· nejvý²e n-tého
stupn¥, je také e(f) = 0. Podmínka E(x) ≈ 0 není ov²em nutnou podmínkou pro to, any se
integrál z funkce E, tj. e(f), rovnal nule. Pozd¥ji uvidíme (viz £l. 13), ºe vhodnou volbou uzl· xi,
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i = 0, 1, ..., n, se dá docílit toho, ºe interpola£ní kvadraturní vzorec (10.6.1) bude dávat p°esnou
hodnotu integrálu pro polynomy aº do (2n+ 1)-ního stupn¥.

V souvislosti s tím, co jsme práv¥ °ekli o integrování polynom·, a s Weierstrassovou v¥tou
1.10 o aproximaci spojité funkce polynomem se zavádí pojem algebraického °ádu kvadraturního
vzorce (10.6.1). Je to nejv¥t²í takové £íslo N , ºe vzorec (10.6.1) dává hodnotu integrálu p°esn¥
pro polynomy xi, i = 0, 1, ..., n, [slovo "nejv¥t²í" zde znamená, ºe e(xN+1) 6= 0]. Protoºe jak
integrál, tak kvadraturní vzorec (10.6.1) závisejí na integrované funkci lineárn¥, je vzorec °ádu N
p°esný pro v ² e c h n y polynomy N -tého stupn¥ (a stup¬· men²ích). Algebraický °ád interpola£-
ních kvadraturních vzorc· s n+1 uzly xi, i = 0, 1, ..., n, je vºdy nejmén¥ n. �ád lichob¥ºníkového
a obdélníkového pravidla je roven jedné (viz úlohu 10.8).

Pojem algebraického °ádu kvadraturního vzorce dává jistou charakteristiku p°esnosti aproxi-
mace získané tímto vzorcem. Uºitím polynom· vy²²ích stup¬· z°ejm¥ m·ºeme dob°e aproximovat
²ir²í t°ídu funkcí neº polynomy niº²ího stup¬·. Obecn¥ m·ºeme proto o£ekávat, ºe pro mnohé
dostate£n¥ hladké funkce budou vzorce vy²²ího °ádu dávat p°ibliºnou hodnotu integrálu p°esn¥ji.
Odhady chyb kvadraturních vzorc·, které uvádíme v dal²ích £láncích této kapitoly, jsou s touto
intuitivní p°edstavou zcela v souladu.

Odnikud ov²em neplyne, ºe vzorec vy²²ího °ádu musí dát p°esn¥j²í aproximaci integrálu I(f)
pro k a º d o u spojitou funkci f . To by £tená°e nem¥lo v·bec p°ekvapit, vºdy´ jsme se jiº v
odst. 3.32 zmínili o tom, ºe interpola£ní polynomy nemusí zejména p°i ekvidistantních uzlech
x

(n)
i = a + ih, i = 0, 1, ..., n, h = (b − 1)/n, konvergovat p°i n → ∞ k aproximované spojité

funkci f . Podobn¥ se p°i pevné zadaném systému uzl· x
(n)
i , i = 0, 1, ..., n, a výpo£tu integrálu

interpola£ními kvadraturními vzorci tvaru (10.6.1) nedá vºdy dosáhnout toho, aby pro v²echny
spojité funkce f platilo

(10.6.4) lim
n→∞

n∑
i=0

w
(n)
i f(x(n)

i ) =

b∫
a

f(x)dx

(viz [3]). Takové systémy kvadraturních vzorc· s koe�cienty w(n)
i , i = 0, 1, ... ..., n, a uzly x(n)

i ,
i = 0, 1, ..., n, de�novanými pro v²echna n = 0, 1, ..., které mají vlastnost (10.6.4) pro kaºdou
spojitou funkci f , budeme nazývat konvergentní kvadratury.

10.7 Sloºené kvadraturní vzorec.

V p°edchozím odstavci jsme upozornili na to, ºe p°es uºite£nost kvadraturních vzorc· vy²²ích
°ád· m·ºe být snaha o dosaºení poºadované p°esnosti zvy²ováním algebraického °ádu vzorce
neúsp¥²ná. Navíc m·ºe být takový postup n¥kdy nepohodlný, nebo´ uzly a koe�cienty závisejí
nejen na intervalu integrace 〈a, b〉, ale také na °ádu kvadraturního vzorce. Zm¥na °ádu kvadratury
pak znamená nutnost nové uzly a koe�cienty bu¤ postupn¥ vypo£ítat, nebo jejich dostate£n¥
²iroký soubor uchovávat v pam¥ti po£íta£e.

Tyto skute£nosti vedou k tomu, ºe se p°i numerickém výpo£tu integrál· mnohdy zvy²uje
p°esnost aproximace nikoli zvy²ováním algebraického °ádu pouºitého kvadraturního vzorce, ale
postupným d¥lením intervalu 〈a, b〉 a uºíváním stále stejného vzorce na jednotlivých díl£ích inter-
valech (pozd¥ji uvidíme, ºe chyba aproximace p°i zmen²ování b− a obecn¥ klesá).
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Postupujme tedy formáln¥ tak, ºe interval 〈a, b〉 rozd¥líme na kone£ný po£et interval· 〈aj , bj〉,
j = 1, 2, ...,m (a1 = a, bm = b, bj = aj+1), a poloºíme

(10.7.1) I(f) =

b∫
a

f(x)dx =
m∑

j=1

bj∫
aj

f(x)dx ≈
m∑

j=1

bj∫
aj

ϕj(x)dx

kde ϕj(x) je aproximací funkce f na intervalu 〈aj , bj〉. Se£teme-li kvadraturní vzorce pro jednotlivé
intervaly 〈aj , bj〉, j = 1, 2, ...,m, dostáváme kvadraturní vzorec pro celý interval 〈a, b〉, který
budeme nazývat vzorcem sloºeným; kvadraturním vzorc·m pro díl£í intervaly 〈aj , bj〉 budeme
°íkat vzorce základní. Pouºití sloºeného kvadraturního vzorce je ekvivalentní náhrad¥ funkce f
aproximací ϕ takovou, ºe ϕ(x) = ϕj(x) pro x ∈ 〈aj , bj〉, j = 1, 2, ...,m.

Aproximujeme-li nap°. integrál p°es kaºdý z díl£ích interval· lichob¥ºníkovým pravidlem, do-
stáváme jako výsledek sloºené lichob¥ºníkové pravidlo. Pouºití sloºeného lichob¥ºníkového pravidla
je pak ekvivalentní aproximaci funkce f funkcí ϕ, která je na kaºdém intervalu 〈aj , bj〉 polynomem
prvního stupn¥ interpolujícím funkci f v uzlech aj a bj . Grafem funkce ϕ je lomená £ára.

10.8 Úloha.

Ukaºte, ºe algebraický °ád lichob¥ºníkového pravidla a obdélníkového pravidla z p°íkl. 10.5 je
roven 1.

[Návod: Vypo£ítejte t¥mito kvadraturními vzorci p°ibliºnou hodnotu integrálu I(f) pro f(x) ≈
≈ 1, f(x) = x, f(x) = x2.]

11 Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce

11.1 Odvození Newtonových-Cotesových vzorc·.

Základní tvar t¥chto kvadraturních vzorc· vznikne tak, ºe na intervalu integrace nahradíme
integrovanou funkci f jejím interpola£ním polynomem s e k v i d i s t a n t n ím i u z l y. Newtonovy-
Cotesovy kvadraturní vzorce se v¥t²inou pouºívají ve s l o º e n ém t v a r u z toho d·vodu zam¥-
°íme ná² popis a dal²í ozna£ení tak, abychom mohli snadno zapsat jak vzorce základní, tak sloºené.
P°i konstrukci sloºených vzorc· budeme pro jednoduchost interval 〈a, b〉 d¥lit na intervaly 〈aj , bj〉
rovn¥º e k v i d i s t a n t n ím z p · s o b em, tj. v²echny tyto díl£í intervaly budou stejn¥ dlouhé.
Takto vzniklé sloºené vzorce budou mít velmi p°ehlednou strukturu a algoritmy výpo£tu podle
nich se dají snadno realizovat uº pomocí kapesního kalkulátoru.

Pro pohodlný zápis nebudeme v £l. 11 odli²n¥ ozna£ovat uzly základních kvadraturních vzorc·
a koncové body díl£ích interval· sloºených vzorc·. Budeme vycházet z toho, ºe celý interval 〈a, b〉
ekvidistantn¥ rozd¥líme pomocí bod·

(11.1.1) xk = x0 + kh, k = 0, 1, ..., N,

vzdálených od sebe h a takových, ºe x0 = a, xN = b. Bude tedy

(11.1.2) h =
b− a

N
.
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11.1.1 Obdélníkové pravidlo.

Základní kvadraturní vzorec zde odvodíme tak, ºe na intervalu 〈xk, xk+1〉 nahradíme funkci f
konstantou rovnou hodnot¥ f(xk + 1

2h) (viz p°íkl. 10.5). Dostáváme

(11.1.3)

xk+1∫
xk

f(x)dx ≈ hf

(
xk +

1
2
h

)
≡ Rz(f ;h).

Sloºený vzorec má tvar (interval 〈a, b〉 d¥líme na N díl£ích interval·)

(11.1.4)

b∫
a

f(x)dx =
N−1∑
k=0

xk+1∫
xk

f(x)dx ≈ h

N−1∑
k=0

f

(
xk +

1
2
h

)
≡ Rz(f ;h)

a odpovídá tomu, ºe jsme nahradili funkci f na intervalu 〈a, b〉 po £ástech konstantní funkcí (srov.
s de�nicí integrálu).

11.1.2 Lichob¥ºníkové pravidlo.

Základní vzorec odvodíme tak, ºe na intervalu 〈xk, xk+1〉 nahradíme funkci f lineárním in-
terpola£ním polynomem, který interpoluje f v uzlech xk a xk+1. Zcela stejn¥ jako v p°íkl. 10.5
dostaneme

(11.1.5)

xk+1∫
xk

f(x)dx ≈ h

2
[f(xk) + f(xk+1)] ≡ Tz(f ;h).

Sloºený vzorec má tvar

(11.1.6)

b∫
a

f(x)dx ≈ h

2
[f(x0) + 2f(x1) + 2f(x2) + ...+ 2f(xN−1) + f(xN )] =

= h

[
1
2
f(x0) +

N−1∑
k=0

f(xk) +
1
2
f(xN )

]
≡ T (f ;h)

a odpovídá nahrazení funkce f na intervalu 〈a, b〉 aproximací ϕ, která je po £ástech polynom
prvního stupn¥.

11.1.3 Simpsonovo pravidlo.

Základní vzorec zde odvodíme tak, ºe na intervalu 〈xk, xk+2〉 nahradíme funkci f interpola£-
ním polynomem ϕk druhého stupn¥ (parabola), který interpoluje f v bodech xk, xk+1, xk+2. Po
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integraci funkce ϕk dostáváme (viz úlohu 11.10.1)

(11.1.7)

xk+2∫
xk

f(x)dx ≈
xk+2∫
xk

ϕk(x)dx =

=
h

3
[f(xk) + 4f(xk+1) + f(xk+2)] ≡ Sz(f ;h).

Sloºený vzorec má tvar

(11.1.8)

b∫
a

f(x)dx ≈h
3
[f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + ...

...+ 2f(xN−2) + 4f(xN−1) + f(xN )] ≡ S(f ;h);

z jeho konstrukce vyplývá, ºe v p°ípad¥ sloºeného Simpsonova pravidla musí N být s u d é £íslo.
(Interval 〈a, b〉 jsme tentokrát rozd¥lili na N/2 díl£ích interval·.)

11.2 P°íklad.

Vypo£ítejme základními kvadraturními vzorci z p°edchozího odstavce p°ibliºnou hodnotu in-
tegrálu

1,2∫
1

exdx.

Výpo£et provedeme na 5D. P°esná hodnota integrálu (na 5D) je 0, 601 84.
Dostáváme

Rz(ex; 0, 2) = 0, 2e1,1 .= 0, 600 83

a dále
Tz(ex; 0, 2) =

0, 2
2

(e+ e1,2) .= 0, 603 84.

Chyba aproximace obdélníkovým pravidlem je tedy 0, 001 01 a chyba lichob¥ºníkového pravidla
je −0, 002 00. V²imneme si toho, ºe obdélníkové pravidlo má vskutku o n¥co men²í chybu neº
lichob¥ºníkové a ºe ob¥ chyby mají opa£ná znaménka (srov. p°íkl. 10.5).

Simpsonovo pravidlo p°i h = 0, 1, dá

Sz(ex; 0, 1) =
0, 1
3

(e+ 4e1,1 + e1,2) .= 0, 601 84.

coº je na 5D p°esná hodnota hledaného integrálu.

11.3 Algoritmus sloºeného Simpsonova pravidla.

Algoritmus výpo£tu podle sloºeného obdélníkového a sloºeného lichob¥ºníkového pravidla se
prakticky redukuje na p°ímo£arý výpo£et sumy tvaru

∑
f(xj). Algoritmus výpo£tu podle Simpso-

nova pravidla je jen nepatrn¥ komplikovan¥j²í. Vstupním parametrem v²ech algoritm· pro výpo£et
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integrálu I(f) je mimo jiné s o u b o r h o d n o t i n t e g r o v a n é f u n k c e ve v²ech uzlech pouºi-
tého kvadraturního vzorce. Tento soubor hodnot m·ºe být nap°. zadán tabulkou. P°i výpo£tu na
po£íta£i je snad je²t¥ £ast¥j²í ten zp·sob, ºe p°i numerickém výpo£tu integrálu dodává pot°ebné
funk£ní hodnoty podprogram, konstruovaný uºivatelem daného kvadraturního algoritmu (nap°. na
základ¥ vzorce popisujícího integrovanou funkci). Skute£nost, ºe soubor hodnot funkce f je tím
£i oním zp·sobem k dispozici, znázorníme tak, ºe do vstupních parametr· algoritmu zahrneme
symbol "f(x)".

Následuje jedna z moºnosti, jak algoritmicky realizovat sloºené Simpsonovo pravidlo:

(11.3.1) Vstup: a, b, f(x), N.
Konstanta, zda N je sudé, N 5 2.
h = (b− a)/N ;
s = f(a) + 4f(a+ h) + f(b); x = a+ 2h.
Je-li N = 2, jdi na POKR.

Pro k = 2, 4, 5, ..., N − 1 :
s = s+ 2f(x) + 4f(x+ h);
x = x+ 2h.

POKR: s = hs/3.
Výstup: S(f ; (b− a)/N) = s.

11.4 P°íklad.

Ukáºeme výsledky pouºití sloºeného obdélníkového a lichob¥ºníkového pravidla k p°ibliºnému
výpo£tu integrálu funkce zadané tabulkou hodnot (tab. 22). Po£ítáme p°ibliºnou hodnotu

0,8∫
1

f(x)dx

pomocí kvadraturních vzorc· R(f ;h) a T (f ;h). Výsledky (na 5D) jsou shrnuty v tab 23.
Tabulka 22 byla získaná z hodnot funkce f(x) = (sinx)/x. P°esná hodnota po£ítaného inte-

grálu na 4D je 0, 772 1. Ov¥°te, ºe v tomto p°íkladu jsou chyby I(f) − R(f ;h) zhruba úm¥rné
I(f)− T (f ;h).

Tabulka 22

x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

f(x) 1 0,998 33 0,993 34 0,985 07 0,973 55 0,958 85 0,941 07 0,920 31 0,896 70
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Tabulka 23

h R(f ; h) T (f ; h)
0,8 0,778 84 0,758 68

0,4 0,773 76 0,768 76

0,2 0,772 51 0,771 26

0,1 - 0,771 89

11.5 Chyba obdélníkového, lichob¥ºníkového a Sipmsonova
pravidla.

P°edpokládáme-li, ºe funkce f má dostate£ný po£et spojitých derivací, m·ºeme na základ¥
vztahu (10.6.3), kam za E(x) dosadíme konkrétní vyjád°ení pro chybu aproximace p°íslu²ným in-
terpola£ním polynomem, odvodit vzorce pro c h y b u z á k l a d n í c h k v a d r a t u r n í c h v z o r c ·
Rz, Tz a Sz. Celý postup je technicky pom¥rn¥ komplikovaný a zainteresovaného £tená°e odka-
zujeme na podrobné u£ebnice numerické matematiky, nap°. [26]. [Upozor¬ujeme nap°. na to, ºe
nelze p°ímo£a°e integrovat vztah (3.10.1), nebo´ ξ je tam blíºe neznámou funkcí prom¥nné x.]

Výsledkem takového odvození jsou vztahy

(11.5.1)

xk+1∫
xk

f(x)dx = Rz(f ;h) +
h3

24
f ′′(ξR

k ),

(11.5.2)

xk+1∫
xk

f(x)dx = Tz(f ;h)− h3

12
f ′′(ξT

k ),

(11.5.3)

xk+2∫
xk

f(x)dx = Sz(f ;h)− h5

90
f (4)(ξS

k ),

kde ξR
k a ξT

k jsou blíºe neur£ené bod· z intervalu (xk, xk+1), zatímco ξS
k leºí v intervalu (xk, xk+2).

U obdélníkového a lichob¥ºníkového pravidla zde p°edpokládáme spojitost druhé derivace integro-
vané funkce, u Simpsonova pravidla spojitost £tvrté derivace na p°íslu²ném intervalu integrace.
Op¥t vidíme, ºe obdélníkové a lichob¥ºníkové pravidlo integruje p°esn¥ polynomy prvního stupn¥.
Simpsonovo pravidlo je p°esné dokonce pro v²echny polynomy t°etího stupn¥.

Ze vztah· (11.5.1) aº (11.5.3) se snadno odvodí analogické vztahy pro s l o º e n é v z o r c e.
Ukáºeme to na p°íkladu lichob¥ºníkového pravidla. Se£tením vzorc·
(11.5.2) pro k = 0, 1, ..., N − 1 dostaneme

(11.5.4)

b∫
a

f(x)dx = S(f ;h)− h3

12

N−1∑
k=0

f ′′(ξT
k ),
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P°edpokládáme-li, ºe f ′′ je funkce spojitá na celém intervalu 〈a, b〉, plyne ze základních vlastností
spojitých funkcí, ºe suma na pravé stran¥ (11.5.4) se rovná Nf ′′(ξ), kde ξ je blíºe neur£ená bod
intervalu 〈a, b〉.

Z (11.5.4) tak dostáváme kone£ný vztah pro chybu sloºeného lichob¥ºníkového pravidla

(11.5.5)

b∫
a

f(x)dx = T (f ;h)− (b− a)
h2

12
f ′′(ξ), ξ ∈ 〈a, b〉,

(pouºili jsme je²t¥ to, ºe Nh = xn − x0 = b − a.) Za stejného p°edpokladu o funkci f (tj. f ′′ je
spojitá na 〈a, b〉) platí

(11.5.6)

b∫
a

f(x)dx = R(f ;h) + (b− a)
h2

24
f ′′(ξ), ξ ∈ 〈a, b〉,

a je-li f (4) spojitá na 〈a, b〉, dostáváme

(11.5.7)

b∫
a

f(x)dx = S(f ;h)− (b− a)
h4

180
f (4)(ξ), ξ ∈ 〈a, b〉,

Z (11.5.5) aº (11.5.7) vidíme, ºe za na²ich p°edpoklad· o funkci f jsou p°i h→ 0 chyby sloºeného
obdélníkového a lichob¥ºníkového pravidla velikosti O(h2), chyba sloºeného Simpsonova pravidla
velikosti O(h4). Pro h → 0 (a N → ∞) tedy zejména p°ibliºná hodnota získaná Simpsonovým
vzorcem rychle konverguje k p°esné hodnot¥ integrálu. Nebude-li p°edpoklad o pat°i£né hladkosti
integrované funkce spln¥n, m·ºe být naproti tomu konvergence k integrálu z takové funkce velmi
pomalá.

V p°íkladu 11.2 jsme obdélníkovým pravidlem získali z jedné funk£ní hodnoty °ádov¥ stejn¥
p°esný výsledek, jako dalo lichob¥ºníkové pravidlo ze dvou funk£ních hodnot. Chyba obou vzorc·
ve sloºeném tvaru je O(h2), a i kdyº základní obdélníkové pravidlo uºívá pouze jedno hodnotu
funkce f , kdeºto lichob¥ºníkové pravidlo dv¥ hodnoty, tento rozdíl se u sloºených vzorc· stírá. P°i
pevném h = (b − a)/N je k výpo£tu R(f ;h) zapot°ebí N funk£ních hodnot, k výpo£tu T (f ;h)
N + 1 hodnot [viz (11.1.4), (11.1.6)]. Jsou tedy oba vzorce zhruba stejn¥ efektivní.

Praktické pouºití vztah· (11.5.5) aº (11.5.7) je limitováno tím, ºe neznáme £ísla ξ, která v
t¥chto vztazích vystupují; víme jen, ºe leºí n¥kde na intervalu 〈a, b〉. Uvedené vztahy tedy dávají
spí²e kvalitativní informaci o chování chyby p°i h→ 0. Stejn¥ jako p°i odhadu chyby interpolace
z nich m·ºeme odvodit o d h a d y c h y b y popsaných sloºených kvadraturních vzorc·:

(11.5.8) |I(f)−R(f ;h)| 5 (b− a)
h2

24
M2,

(11.5.9) |I(f)− T (f ;h)| 5 (b− a)
h2

12
M2,

(11.5.10) |I(f)− S(f ;h)| 5 (b− a)
h2

180
M4,

kde Mi = max
〈a,b〉

|f (i)(x)|.

Tyto odhady jsou ale zpravidla pesimistické, v mnoha p°ípadech je skute£ná chyby zna£n¥
men²í.
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11.6 P°íklad.

Ur£eme h tak, abychom m¥li zaru£eno, ºe lichob¥ºníkovým pravidlem vypo£ítáme integrál

I =

3∫
2

(x− 1)−1dx

s chybou velikosti nejvý²e 10−3.
Podle (11.5.9) k tomu sta£í, aby platila nerovnost

(b− a)
h2

12
max
〈2,3〉

|f ′′(x)| 5 10−3,

coº po dosazení dává 1
2h

2 ·2 5 10−3. Odtud dostáváme h 5 (√6)·10−1,5 a dále N = 6−1/2 ·10√10 .=
.= 12, 9. Sta£í tedy vzít N = 13 a h = 1

13 . Provedeme-li výpo£et s tímto N podle (11.1.6),
dostaneme T (f ; 1

13) .= 0, 693 52 (na 5D). P°esná hodnota je I = ln 2 .= 0, 693 15, a skute£ná chyba
je tedy asi 3, 7 · 10−4.

11.7 Obecné Newtonovy-Cotesovy vzorce.

Základní vzorce Tz(f ;h) a Sz(f ;h) jsou speciální p°ípady kvadraturních vzorc· tvaru

(11.7.1)

xk∫
xk+n

f(x)dx ≈
n∑

i=0

wif(xk+i),

které se nazývají uzav°ené 6) Newtonovy-Cotesovy vzorce a získají se integrací interpola£ního
polynomu n-tého stupn¥, který interpoluje funkci f v bodech xk, xk+1, ..., xk+n. Vzorec Tz(f ;h)
odpovídá volb¥ n = 1, Simpsonovo pravidlo Sz(f ;h) volb¥ n = 2.

Uzav°ené Newtonovy-Cotesovy vzorce se dají konstruovat pro kaºdé n, ale z základním tvaru
n e p a t ° í m e z i k o n v e r g e n t n í k v a d r a t u r y (viz odst. 10.6). Algebraický °ád t¥chto vzorc·
je n pro n liché, n + 1 pro n sudé (srov. Simpsonovo pravidlo). Jako dal²í p°íklad uzav°eného
Newtonova-Cotesova vzorce uvádíme kvadraturní vzorec pro n = 3 (tzv. pravidlo t°í osmin):

(11.7.2)

xk∫
xk+3

f(x)dx =
3h
8

[f(xk) + 3f(xk+1) + 3f(xk+2) + f(xk+3)]−
3h5

80
f (4)(ξk).

Existují také otev°ené Newtonovy-Cotesovy vzorce, které jsou tvaru

(11.7.3)

xk∫
xk+n

f(x)dx =
n−1∑
i=1

wif(xk+i);

6) To proto, ºe mezi uzly pat°í i koncové body intervalu integrace.

105



tyto vzorce nepouºívají funk£ní hodnoty v koncových bodech intervalu 〈xk, xk+n〉. Jsou to op¥t
interpola£ní kvadraturní vzorce s ekvidistantními uzly odvozované obvyklým zp·sobem. Nejjed-
nodu²²ím p°íkladem (n = 2) je obdélníkové pravidlo Rz(f ; 2h), pro které (11.5.1) platí

(11.7.4)

xk∫
xk+2

f(x)dx = 2hf(xk+i) +
h3

3
f ′′(ξk).

Ani otev°ené Newtonovy-Cotesovy vzorce v základním tvaru n e p a t ° í m e z i k o n v e r g e n t n í
k v a d r a t u r y. Jejich algebraický °ád je n − 1 pro n sudé, n − 2 pro n liché; pouºívají ov²em o
dva uzly mén¥ neº uzav°ený vzorec pro týº interval integrace.

Dal²í p°íklady otev°ených Newtonových-Cotesových vzorc· jsou

(11.7.5)

xk∫
xk+3

f(x)dx =
3h
2

[f(xk+1) + f(xk+2)] +
3h3

4
f ′′(ξk),

(11.7.6)

xk∫
xk+4

f(x)dx =
4h
3

[2f(xk+1)− f(xk+2) + 2f(xk+3)] +
14h5

45
f (4)(ξk),

Otev°ené vzorce mají sotva n¥jakou výhodu oproti uzav°eným vzorc·m se stejným po£tem uzl·.
Mají v²ak ur£itý význam v metodách pro numerickou integraci oby£ejných diferenciálních rovnic.

Podrobn¥j²í informace o obecných Newtonových-Cotesových kvadraturních vzorcích v£etn¥
d·kaz· tvrzení, která jsme uvedli, lze nalézt nap°. v [3], [26].

11.8 Jak dosáhnout poºadované p°esnosti.

V odstavci 11.5 jsme uvedli vzorce pro chybu nej£ast¥ji pouºívaných Newtono-vých-Cotesových
vzorc· a ukázali, jak odhadnout chybu kvadratury s daným h, p°íp. jak ur£it h takové, aby chyba
kvadratury byla men²í neº p°edem zadaná tolerance. V celém postupu jsou v²ak dva há£ky:
P°edev²ím, výrazy pro chybu kvadratury obsahují derivace (£asto pom¥rn¥ vysokého °ádu), které
se v praxi v¥t²inou odhadují jen pracn¥. Dále, výsledné odhady jsou v¥t²inou zna£n¥ p°ehnané,
pesimistické.

P°i konkrétním výpo£tu se proto zpravidla postupuje tak, ºe hledaný integrál se po£ítá opa-
kovan¥ stále p°esn¥j²ími kvadraturními vzorci a ze shody výsledk· se usuzuje na to, zda jiº bylo
nebo nebylo poºadované p°esnosti dosaºeno. Celý postup je do zna£né míry heuristický a vyºa-
duje ur£itou zku²enost. Z toho, co jsme °ekli o Newtonových-Cotesových vzrocích, je z°ejmé, ºe k
postupnému zp°es¬ování aproximace hledaného integrálu nebude vhodné postupn¥ zvy²ovat °ád
pouºitého vzorce (pro£?). Vhodn¥j²í je pouºít jeden základní kvadraturní vzorec (nap°. lichob¥º-
níkové pravidlo) a zvy²ovat po£et uzl· sloºené formy tohoto vzorce. Pro ú£ely posouzení p°esnosti
tímto zp·sobem se osv¥d£ilo postupné zdvojnásobování po£tu dílk·, na n¥º d¥líme interval 〈a, b〉
(tj. p·lení h).

Runge navrhl pon¥kud precizn¥j²í zp·sob odhadu dosaºené p°esnosti, kterému se £asto °íká
metoda polovi£ního kroku [2]. Vyjdeme z toho, ºe výrazy pro chybu sloºených Newtonových-
Cotesových vzorc· maají vesm¥s tvar e(f) = hkM , kde h = (b − a)/N , k je pevné £íslo a M
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je sou£in konstanty a k-té derivace integrované funkce v jistém bod¥ intervalu 〈a, b〉. Ozna£íme-li
I p°esnou hodnotu integrálu a K(h) p°ibliºnou hodnotu získanou daným kvadraturním vzorcem,
platí

(11.8.1) I = K(h) + hkM.

Vypo£teme-li nyní integrál I stejným vzorcem, ale p°i rozd¥lení intervalu 〈a, b〉 na dvojnásobný
po£et interval· (budeme tedy pracovat s h/2 na míst¥ h), dostaneme

(11.8.2) I = K

(
h

2

)
+
(
h

2

)k

M1.

Ozna£íme-li chybu aproximace vzorcem K(h/2) jako ε, bude

(11.8.3) I = K

(
h

2

)
+ ε, I = K(h) +

2kεM

M1
.

P°edpokládejme nyní, ºe se derivace, která vystupuje ve vzorci pro e(f), na intervalu 〈a, b〉
p°íli² nem¥ní, a ºe tedy m·ºeme poloºitM ≈M1. Za tohoto p°edpokladu z (11.8.3) plyneK(h/2)+
+ε ≈ K(h) + 2kε a vypo£teme-li odtud ε, máme

(11.8.4) ε =
1

2k − 1

[(
K
h

2

)
−K(h)

]
.

Známe-li tedy £íslo k, m·ºeme podle (11.8.4) odhadnout chybu aproximace vzorcem K(h/2). Celý
postup je vlastn¥ jedním krokem Richardsonovy extrapolace (viz £l. 9) a dává pouºitelné výsledky
jen p°i spln¥ní p°íslu²ných p°edpoklad· o funkci f (kterých?).

11.9 P°íklad.

Odhadn¥me Rungovou metodou chyby aproximaci R(f ; 0, 2) a T (f ; 0, 2) z p°íkl. 11.4. Podle
(11.5.6) a (11.5.5) je v obou p°ípadech k = 2.

Pro obdélníkové pravidlo dostáváme

ε ≈ 1
3
[R(f ; 0, 2)−R(f ; 0, 4)] .= −0, 000 4;

skute£ná chyba na 4D je stejná. Pro lichob¥ºníkové pravidlo máme

ε ≈ 1
3
[T (f ; 0, 2)− T (f ; 0, 4)] .= 0, 000 8,

coº je op¥t na 4D rovno skute£né chyb¥. Tato mimo°ádn¥ p¥kná shoda je d·sledkem p°íznivých
vlastností integrované funkce.

11.10 Úlohy.

11.10.1

Odvo¤te základní Simpsonovo pravidlo (11.1.7).
[Návod: Vyjád°ete ϕk podle vzorce (3.5.2) a prove¤te integraci.]

107



11.10.2

Odvo¤te základní kvadraturní vzorce Rz(f ;h), Tz(f ;h) a Sz(f ;h) z odst. 11.1 metodou neu-
r£itých koe�cient·, tj. vyjd¥te ze vztah· (11.7.1) a (11.7.3) s vhodným n a poºadujte, aby byly
p°esné pro polynomy p°íslu²ných stup¬·.

[Návod: Pouºijte polynomy 1, x, x2, x3 a sestavte soustavy lineárních algebraických rovnic pro
koe�cienty hledaných kvadraturních vzorc·.]

11.10.3

Ukaºte, ºe platí T (f ;h) = [T (f ; 2h) +R(f ; 2h)]/2, R(f ;h) = 2T (f ;h/2)− T (f ;h).

11.10.4

Rychlost v rakety vypu²t¥né ze Zem¥ se m¥°í (v m/s) kaºdých 5 s. V tabulce 24 jsou nam¥°ené
hodnoty za prvních 50 s letu. Pouºijte sloºené Simpsonovo pravidlo a vypo£ítejte p°ibliºnou vý²ku
rakety po 50 s letu; p°edpokládáme, ºe raketa letí vertikáln¥.

[11 485m.]

Tabulka 24

t 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
v 0 20,2 60,0 113,9 176,1 241,5 303,5 357,5 397,5 418,0 413,0

11.10.5

�ástice se pohybuje po p°ímce tak, ºe její rychlost v v £ase t je dána vztahem v(t) = t(8−t3)1/2.
Pouºijte sloºené Simpsonovo pravidlo s N = 8 a ur£ete p°ibliºné, jak velkou dráhu s £ástice urazí
od t = 0 do t = 2.

[Návod: v(t) = s′(t). Výsledek: s .= 4, 109.]

11.10.6

Vypo£ítejte
∫ π/4
0 cosx dx sloºeným lichob¥ºníkovým pravidlem. Po£et uzl· vol-te tak, aby bylo

zaru£eno, ºe chyba aproximace bude men²í neº 0, 01.
[N = 3, T (f ;h) .= 0, 703 1.]

11.10.7

Vypo£ítejte
∫ 1
0 cosx dx sloºeným lichob¥ºníkovým pravidlem s h = 0, 2 a h = 0, 1. Odhadn¥te

chybu výsledku s h = 0, 1 a) podle (11.5.9); b) metodou polovi£ního kroku.
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[T (f ; 0, 2) .= 0, 744 368, T (f ; 0, 1) .= 0, 746 211 Odhad chyby: a) |f ′′| 5 2, |I − T | 5 2
2000

.=
.= 0, 001 7; b) 0, 000 614. Skute£ná chyba cca 6 · 10−4.]

11.10.8

Vypo£ítejte
∫ 3
1 (1/x) dx lichob¥ºníkovým pravidlem s h = 1 a h = 0, 5. Odhadn¥te chybu

výsledku s h = 0, 5 stejn¥ jako v úloze 11.10.7.
[T (f ; 0, 5) .= 1, 116 7. Skute£ná chyba je (na 4D) −0, 018 1;. Odhad chyby a) −0, 083 3;

b) −0, 016 7.]

12 Euler·v-Maclaurin·v vzorec.
Rombergova metoda

12.1 Euler·v-Maclaurin·v vzorec.

V odstavci 11.5 jsme uvedli vzorec (11.5.2) pro chybu lichob¥ºníkového pravidla, platný
za p°edpokladu, ºe integrovaná funkce f má na intervalu 〈xk, xk+1〉 spojitou druhou derivaci.
P°edpokládáme-li o funkci f více, totiº to, ºe má 2m + 2 spojité derivace, dá se ukázat [12], ºe
platí

(12.1.1)

xk+1∫
xk

f(x)dx = Tz(f ;h)−
m∑

s=1

B2s

(2s)!
h2s[f (2s−1)(xk+1)− f (2s−1)(xk)]−

− B2m+2

(2m+ 2)!
h2m+3f (2m+2)(ξk),

kde ξk = (xk, xk+1) a koe�cienty B2, B4, B6, ... jsou tzv. Bernoulliova £ísla (viz [12]). Je nap°.
B2 = 1

6 , B4 = − 1
30 , B6 = 1

42 , B8 = 1
30 ,... . Vztahu (12.1.1) se °íká Euler·v-Maclaurin·v vzorec.

Má-li funkce f na intervalu 〈a, b〉 2m + 2 spojité derivace, plyne z Eulerova-Maclaurinova
vzorce pro sloºené lichob¥ºníkové pravidlo (podobn¥ jako v odst. 11.5) vztah

(12.1.2)

b∫
a

f(x)dx = T (f ;h)−
m∑

s=1

B2s

(2s)!
h2s[f (2s−1)(b)− f (2s−1)(a)]−

− (b− a)
B2m+2

(2m+ 2)!
h2m+2f (2m+2)(ξk),

kde ξ = 〈a, b〉. Tento vzorec je teoretickým základem Rombergovy metody pro výpo£et ur£itého
integrálu, kterou popi²eme v odst. 12.7 aº 12.10. Euler·v-Maclauri-n·v vzorec má ale je²t¥ °adu
dal²ích aplikací; o n¥kterých z nich pojednávají odst. 12.2 aº 12.6.

12.2 Kvadraturní vzorce s hodnotami derivací.
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Známe-li hodnoty derivací funkce f v bodech x = a a x = b, m·ºeme podle Eulerova-
Maclaurinova vzorce pozm¥nit lichob¥ºníkové pravidlo tak, aby se tato informace zuºitkovala.
Algebraický °ád takto vzniklých vzorc· bude 2m + 1 p°i pouºití prvních 2m − 1 derivací a pro
dostate£n¥ hladké funkce bude chyba kvadratury °ádu 22m+2 (p°i h→ 0). P°íkladem je vzorec

(12.2.1)

b∫
a

f(x)dx = T (f ;h)− h2

12
[f ′(a)− f ′(b)] + (b− a)

h4

720
f (4)(ξ), ξ ∈ 〈a, b〉,

p°esný pro polynomy t°etího stupn¥.

12.3 Výpo£et integrálu z periodické funkce p°es periodu.

Vzorec (12.1.2) ukazuje, ºe lichob¥ºníkové pravidlo je vysoce p°esné pro ty funkce f , pro n¥º
platí f ′(a) = f ′(b), f ′′′(a) = f ′′′(b), f (5)(a) = f (5)(b),... . P°íkladem takových funkcí jsou analytické
periodické funkce, p°íp. periodické funkce s dostate£ným po£tem spojitých derivací, je-li interval
integrace 〈a, b〉 celá jejich perioda. Podobné tvrzení platí i pro obdélníkové pravidlo (srov. úlohu
11.10.3).

Upozor¬ujeme v²ak na to, ºe ani ro analytické periodické funkce v tomto p°ípad¥ obecn¥
neplatí, ºe T (f ;h) je p°esná hodnota integrálu I(f), protoºe zbytek

(b− a)B2m+2h
2m+2f (2m+2)(ξ)/(2m+ 2)!

na pravé stran¥ vztahu (12.1.2) obecn¥ n emu s í p r o m→∞ k o n v e r g o v a t k n u l e. Platí
v²ak, ºe chyba lichob¥ºníkového pravidla je velikosti O(h2m+2) pro l i b o v o l n é takové, ºe f má
spojitou (2m + 2)-hou derivaci. V tomto smyslu jde tedy chyba lichob¥ºníkového pravidla pro
analytické periodické funkce p°es periodu p°i h→ k nule rychleji neº libovolná mocnina h. Nemá
zde proto smysl odhadovat chybu Rungeovou metodou.

12.4 P°íklad.

Vypo£t¥me
2π∫
0

(1 + cos 4x)dx

sloºeným lichob¥ºníkovým pravidlem. Integrovaná funkce je analytická periodická funkce (trigo-
nometrický polynom), interval integrace je roven její period¥. P°esná hodnota integrálu je 2π.

Volíme-li h = π/2, N = 4, dostáváme podle (11.1.6)

T (f ;π/2) =
1
2
π(1 + 2 + 2 + 2 + 1) = 4π

Chyba je tedy 2π!
Vezmeme-li ale h = π/4, N = 8, dostaneme

T (f ;π/4) =
1
4
π(1 + 0 + 2 + 0 + 2 + 0 + 2 + 0 + 1) = 2π
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coº je p°esná hodnota hledaného integrálu. Dá se ukázat [13], ºe sloºené lichob¥ºníkové pravidlo
s k + 2 uzly je p ° e s n é p r o v ² e c h n y t r i g o n ome t r i c k é p o l y n omy k-t é h o s t u p n ¥
a stup¬· men²ích (tj. obsahující nejvý²e £leny cos kx, sin kx), integrované p°es periodu 2π.

12.5 Nekone£ný interval integrace.

Podobná situace jako v odst. 12.3 m·ºe nastat p°i výpo£tu integrál· typu

+∞∫
−∞

f(x)dx

lichob¥ºníkovým nebo obdélníkovým pravidlem. Aproximujeme-li uvedený integrál integrálem

R2∫
−R1

f(x)dx

za p°edpokladu, ºe funkce f a její niº²í derivace jsou pro x 5 −R1 a x = R2 malé, dává nám
výpo£et pomocí T (f ;h) nebo R(f ;h) £asto p°ekvapiv¥ dobré výsledky. Poznamenejme je²t¥, ºe v
tomto p°ípad¥ je situace obdobná jako v odst. 12.3, a ºe tedy nemá smysl provád¥t extrapolaci
na h = 0 £i uºívat Rungovu metodu pro odhad chyby.

12.6 P°íklad.

Vypo£ítejme

I =

+∞∫
−∞

exp (−x2)dx.

Pro x = ±4 (tudíº i pro |x| = 4) je integrand men²í neº 0, 5 · 10−6. Po£ítáme-li tedy

I1 =

4∫
−4

exp (−x2)dx.

lichob¥ºníkovým pravidlem (na 6D), dostáváme T (f ; 1) .= 1, 772 636 a T (f ; 0, 5) .= 1, 772 453.
P°esná hodnota integrálu I je √π .= 1, 772 454. Poznamenejme je²t¥, ºe |I − I1| < 10−7.

12.7 Rombergova integra£ní metoda.

Z Eulerova-Maclaurinova vzorce plyne, ºe má-li funkce f na intervalu 〈a, b〉 spojitou (2m+2)-
hou derivaci, pak existují konstanty a1, a2, ..., am takové, ºe platí

T (f ;h)− I(f) = a1h
2 + a2h

4 + ...+ amh
2m +O(h2m+2).
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Ny výsledky získané lichob¥ºníkovým pravidlem tedy m·ºeme aplikovat opakovanou Richardso-
novu extrapolaci, kterou jsme popsali v £l. 9. Výsledný algoritmus se nazývá Rombergova kvadra-
tura nebo Rombergova integrace.

V tomto speciálním p°ípad¥ bereme v algoritmu (9.4.3) q = 2 a z rozvoje (12.7.1) vyplývá
p = 2, takºe dostáváme tento algoritmus:

(12.7.2) Pro s = 0, 1, ..., S :
Ts0 = T (f ; 2−sH).
Pro k = 1, 2, ..., s :

Tsk = Ts,k−1 +
Ts,k−1 + Ts−1,k−1

4k − 1
.

Richardsonovou extrapolaci bychom mohli aplikovat na obdélníkové pravidlo (srov. úlohu
11.10.3). Lichob¥ºníkové pravidlo má v²ak tu významnou výhodu, ºe k výpo£tu Ts0 m·ºeme
vyuºít Ts−1,0 a u²et°it práci s výpo£tem funk£ních hondot (která je hlavní £ástí celkové výpo£etní
práce v Rombergov¥ algoritmu). Sta£í si uv¥domit, ºe p°i výpo£tu Ts0 pouºíváme polovi£ní h neº
p°i výpo£tu Ts−1,0, a pouºijeme tedy v²echny funk£ní hodnoty, z nichº jsme stanovili Ts−1,0 (a
ov²em dal²í navíc).

Hodnotu S v algoritmu (12.7.2) není ani zde t°eba volit p°edeme. Výpo£et provádíme pro
postupn¥ rostoucí s a sledujme rozdíly |Tsk−Ts−1,k|. Je-li tento rozdíl men²í neº p°edepsaná chyba,
povaºujeme Ts,k+1 za p°ibliºnou hodnotu integrálu I(f) s poºadovanou p°esností. P°i výpo£tu v
ruce vystupují v algoritmu pomocné veli£iny 4/3,4/15,4/63,4/255, ... (srov. odst. 9.4).

12.8 P°íklad.

Vypo£t¥me
0,8∫
0

x−1 sinxdx

Rombergovou metodou (srov. p°íkl. 11.4). Poloºíme H = 0, 8 a sestavíme schéma hodnot Tsk do
tabulky podobn¥ jako v p°íkl. 9.5 (tab. 25; pracujeme na 6D). Protoºe je |T21 − T31| = 10−6,
klademe I ≈ T32 = 0, 772 095. P°esná hodnota (na 6D) je I .= 0, 772 095.

Tabulka 25

s hs Ts0 = T (f ; hs) 4/3 Ts1 4/15 Ts2

0 0,8 0,758 680
1 0,4 0,768 760 3 360 0,772 120
2 0,2 0,771 262 834 0,772 096 -2 0,772 094
3 0,1 0,758 887 208 0,772 095 0 0,772 095

112



12.9 Vlastnosti Rombergovy metody.

Rozbor vlastností Rombergovy metody provedli Bauer, Rutishauser a Stiefel v roce 1963. Jejich
výsledky jsou zna£n¥ hluboké a je mimo rámec této publikace uvád¥t je podrobn¥ji; podáváme
proto pouze celkový p°ehled. N¥které informace lze najít nap°. v [2], [26].

Snadno se ukáºe (viz úlohu 12.11.3), ºe druhý sloupec Ts1 Rombergova schématu dává tytéº
výsledky jako pouºití sloºeného Simpsonova pravidla, a je tedy p°esný pro polynomy t°etího
stupn¥. Obecn¥ platí, ºe sloupec Tsk dává výsledky, odpovídající výpo£tu podle kvadraturního
vzorce p°esného pro polynomy (2k + 1)-ního stupn¥; pro k > 2 ale tyto kvadraturní vzorce jiº
nemají nic spole£ného s vzorci Newtonovými-Cotesovými.

Rombergovo schéma v sob¥ skrývá celou °adu konvergentních kvadratur. Pro funkci f inte-
grovatelnou (v Riemannov¥ smyslu) platí Tsk → I(f) pro s → ∞ a v²echna k = 0, 1, ... a také
Tkk → I(f) pro k →∞ (diagonála schématu). Dále se dá ukázat, ºe celá procedura je numerický
stabilní (viz téº p°íkl. 9.5 a úlohu 9.7.1).

Rombergova integra£ní metoda pat°í k velmi £asto pouºívaným metodám pro p°ibliºný vý-
po£et ur£itého integrálu. Její význam je p°edev²ím v t¥ch výpo£tech, kde je poºadována mála
chyba aproximace. Existuje celá °ada variant popsaného algoritmu (srov. odst. 9.6). I kdyº je tato
metoda velmi atraktivní, je t°eba ji pouºívat s rozmyslem. Metoda je neú£elná nap°. v p°ípadech
integrál· studovaných v odst. 12.3 aº 12.6. Dále, je to typická metoda pro h l a d k é f u n k c e a
p°edpokladem pro její úsp¥²né pouºití je vºdy existence dostate£ného po£tu derivací funkce f na
celém intervalu 〈a, b〉 [a odtud plynoucí existence rozvoje (12.7.1)]. V opa£ném p°ípad¥ nep°iná²í
Rombergova metoda ºádné zrychlení konvergentního procesu oproti nap°. sloºenému lichob¥ºní-
kovému pravidlu.

12.10 P°íklad.

Pouºijeme Rombergovu metodu k výpo£tu integrálu

I =

0,8∫
0

x1/2dx.

Integrand nemá v bod¥ x = 0 kone£nou derivaci. Výpo£et povedeme na 5D, volíme H = 0, 8.
Výsledky zapisujeme jiº stru£n¥ji:

Ts0 Ts1 Ts2 Ts3 Ts4

0, 357 77
0, 431 87 0, 456 57
0, 460 30 0, 469 78 0, 470 66
0, 470 92 0, 474 46 0, 474 77
0, 474 82 0, 476 12 0, 476 23 0,47625 0,47626

Bylo by chybou usoudit ze shody dvou tu£n¥ vyti²t¥ných hodnot, ºe p°ibliºná hodnota inte-
grálu I je 0, 476 26. Je |T43 − T33| = 1, 41 · 10−3, m·ºeme tedy pouze °íci, ºe I ≈ 0, 476. P°esná
hodnota je I .= 0, 477 03. Rombergova metoda zde oproti lichob¥ºníkovému pravidlu nep°iná²í
ºádné zlep²ení. Vidíme, ºe T40 = T (f ; 0, 05) .= 0, 475 a za cenu práce navíc jsme v tomto p°ípad¥
nezískali podstatn¥ p°esn¥j²í výsledek.

113



12.11 Úlohy

12.11.1

Pouºijte kvadraturní vzorec (12.2.1) k výpo£tu iontegrálu:
a) Z p°íkl. 11.2 (se stejným po£tem uzl·; pracuje na 6D). Odhadn¥te chybu výsledku.
[0, 601 834; odhad chyby 1, 5 · 10−6.]
b) Z p°íkl. 11.6 (se stejným po£tem uzl·).
[0, 693 15, tj. na 5D p°esná hodnota.]

12.11.2

Vypo£ítejte lichob¥ºníkovým pravidlem s h = π/2 a h = π/4 integrál

(2π)−1

2π∫
0

exp (2−1/2 sinx)dx .= 1, 128 961.

Odhadn¥te chybu výsledku pro h = π/4 Rungovou metodou (odst. 11.8) a pokuste se vysv¥tlit,
pro£ jste pro h = π/ obdrºeli mimo°ádn¥ p°esný výsledek.

[T (f ;π/2) .= 1, 127 6; T (f ;π/4) .= 1, 128 961. Odhad chyby: 4, 5 ·10−4. Návod k vysv¥tlení: viz
odst. 12.3.]

12.11.3

Ukaºte, ºe platí

S(f ;h) = T (f ;h) +
T (f ;h)− T (f ; 2h)

3
.

[Návod: Uºijte (11.1.6) a (11.1.8).]

12.11.4

Vypo£ítejte integrál
1∫

0

exdx

Rombergovou metodou s chybou zaru£en¥ men²í neº 10−3. Volte H = 1 a pracujte na 6D. Jaká
je skute£ná chyba získaného výsledku?

[T22
.= 1, 718 283; skute£ná chyba je 10−6.]
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12.11.5

Vypo£ítejte integrál
π/2∫
0

e2x cosxdx =
eπ − 2

5
.= 4, 228 139

Rombergovou metodou s p°esností 10−3 a 10−5. Pracujte na 6D.

12.11.6

Vypo£ítejte integrál

π−1

π/2∫
0

sinxdx

na 5 míst p°esn¥ Rombergovou metodou. Volte H = π/2 a pracujte na 6D.
[0, 318 31.]

12.11.7

[26] Vypo£ítejte Rombergovou metodou s H = b− a aproximace T55 integrál·:

a)

4∫
−4

(1 + x2)−1dx; b)

1∫
0

e−10x sinxdx;

c)

5∫
0

xe−3x2
dx; d)

1∫
−1

(1− x2)3/2 cosxdx;

Výsledky porovnejte s p°esnými hodnotami integrál·.
[T55: a) 2, 651 86; b) 0, 009 897 0; c) 0, 166 59; d) 1, 082 96. P°esné hodnoty (zaokrouhleno): a)

2, 651 64; b) 0, 009 901 0; c) 0, 166 67; d) 1, 082 91.]

12.11.8

Sestavte tabulku hodnot funkce

F (u) =

∞∫
0

(x2 + 1)−1/2e−uxdx

pro u = 0, 5; 0, 6; ... 3, 0 s nep°esnostmi nejvý²e 10−6.
[Návod: Poloºte ux = v Rombergovou metodou po£ítejte integrál v mezích od v = 0 do v = 12.

Ukaºte, ºe zbytek integrálu je zanedbatelný.]
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13 Gaussovy kvadraturní vzorce

13.1 Vzorce s neekvidistantními uzly.

V odstavci 11.7 jsme uvedli, ºe Newtonovy-Cotesovy kvadraturní vzorce s n + 1 ekvidistant-
ními (pevn¥ zvolenými) uzly integrují p°esn¥ polynomy aº do n-tého [p°íp. (n+ 1)-ního] stupn¥.
Uvaºujeme-li interpola£ní kvadraturní vzorce (10.6.1) s obecným rozloºením uzl· xi, i = 0, 1, ..., n,
na intervalu 〈a, b〉, dá se ukázat, ºe p°i vhodných xi lze dosáhnout toho, aby algebraický °ád vzorce
(10.6.1) byl zhruba dvojnásobný a rovnal se 2n+1. Za uzly xi je p°itom t°eba brát ko°eny jistých
ortogonálních polynom·. Tyto vzorce vy²²í p°esností se nazývají G a u s s o v y k v a d r a t u r n í
v z o r c e. Hodnoty jejich uzl· a vah je moºno najít v tabulkách (nap°. [14]), p°íp. jsou jiº zabu-
dovány do standardních program·, b¥ºn¥ za°azovaných do programového vybavení výpo£etních
st°edisek. Popis základních vlastností Gaussových kvadraturních vzorc· zformulujeme jako v¥tu.

13.2 V¥ta.

Budiº {Qj , j = 0, 1, ...} soustava polynom·7) ortogonálních na intervalu 〈a, b〉 s vahou ω(x) ≡
≡ 1 (spojitý p°ípad). Zvolme pevn¥ nezáporné celé £íslo n a ozna£me xi, i = 0, 1, ..., n, ko°eny orto-
gonálního polynomu Qn+1 (n+ 1)-ního stupn¥. Sestrojme interpola£ní kvadraturní vzorec (10.6.1)
s uzly xi a koe�cienty wi danými vztahem (10.6.2) (Gauss·v kvadraturní vzorec.)

P°i této volb¥ uzl· xi, i = 0, 1, ..., n, pak pro kaºdý polynom p2n+1 (2n+ 1)-ního stupn¥ platí

(13.2.1)

b∫
a

p2n+1(x)dx =
n∑

i=0

wip2n+1(xi).

D·k a z v¥ty plyne tém¥° okamºit¥ z vlastností ortogonálních polynom· a lze jej nalézt nap°.
v [2], [3]. Poznamenáváme pouze, ºe interpola£ní kvadraturní vzorec s uvedenými uzly existuje
pro kaºdé n, nebo´ v²echny ko°eny polynom· Qn+1 jsou reálné, r·zné a leºí v intervalu 〈a, b〉 (viz
odst. 5.5).

13.3 Vlastností Gaussových kvadraturních vzorc·.

V¥ta 13.2 se dá dále up°esnit v tom smyslu, ºe algebraický °ád Gaussova kvadraturního vzorce
s n + 1 uzly je p r á v ¥ 2n + 1. Je totiº dokázáno [13], ºe ºádný interpola£ní kvadraturní vzorec
s n+ 1 uzly nem·ºe integrovat p°esn¥ v²echny polynomy (2n+ 2)-tého stupn¥. Gaussovy vzorce
mají tedy n e j v y ² ² í m o º n ý a l g e b r a i c k ý ° á d.

Snad je²t¥ d·leºit¥j²í je ta vlastnost Gaussových vzorc·, ºe p°i n→∞ tvo°í k o n v e r g e n t n í
k v a d r a t u r u [3]. Konvergence k p°esné hodnot¥ integrálu je p°itom rychlej²í, £ím hlad²í je
funkce f . Je dokázáno, ºe Gaussovy vzorce p°i n → ∞ konvergují k p°esné hodnot¥ integrálu
dokonce i pro funkce, které jsou na intervalu 〈a, b〉 pouze po £ástech spojité a mají tam kone£ný
po£et skok·. Pro takové funkce m·ºe být v²ak konvergence velmi pomalá.

7) Viz odst. 5.5 a 5.6.
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V tabulkách a na po£íta£ích bývají zpravidla uchovávány hodnoty koe�cient· w(0)
i a uzl· x(0)

i

Gaussových kvadraturních vzorc· pro interval 〈−1, 1〉. Koe�cienty wi a uzly xi pro obecný interval
〈a, b〉 z nich získáme jednoduchou substitucí

(13.3.1) wi =
b− a

2
w

(0)
i , xi =

b+ a

2
+
b− a

2
x

(0)
i , i = 0, 1, ..., n.

Z vlastností ortogonálních polynom· vyplývá [3], ºe uzly rozloºeny symetricky vzhledem ke st°edu
intervalu 〈a, b〉; pro váhy platí wi = wn−i > 0, i = 0, 1, ..., n ("symetrie").

13.4 Gaussovy kvadraturní vzorce pro interval 〈−1, 1〉. Chyba
aproximace

Soustava polynom· {Qn} ortogonálních na intervalu 〈−1, 1〉 s vahou ω(x) ≡ 1 jsou Legendrovy
polynomy Pj , j = 0, 1, ..., z odst. 5.6.3. Vezmeme-li za uzly kvadraturního vzorce postupn¥ ko°eny
polynom· P1, P2 a P3, dostáváme Gau s s o v y k v a d r a t u r n í v z o r c e p r o n = 0, 1, 2 a
i n t e r v a l 〈−1, 1〉:

(13.4.1)

1∫
−1

f(x)dx = 2f(0) + +
1
3
f ′′(ξ),

1∫
−1

f(x)dx = f

(
−
√

1
3

)
+ f

(√
1
3

)
+

1
135

f (4)(ξ),

1∫
−1

f(x)dx =
5
9
f

(
−
√

3
5

)
+

8
9
f(0) +

5
9
f

(√
3
5

)
+

1
15 750

f (6)(ξ),

kde ξ ∈ 〈−1, 1〉. Koe�cienty a uzly vzorc· vy²²ích °ád· lze nalézt nap°. v [3], [4].
Je-li f (2n+2) spojitá na intervalu 〈−1, 1〉, dokazuje se v u£ebnicích numerické analýzy [26], ºe

chyba Gaussova vzorce (pro interval 〈−1, 1〉) s n+1 uzly je rovna dn+1f
(2n+2)(ξ), kde ξ ∈ 〈−1, 1〉

a

(13.4.2) dn =
2n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]3
.

Koe�cient dn s rostoucím n rychle klesá k nule a pro funkce s dostate£n¥ velkým po£tem spojitých
derivací dávají Gaussovy vzorce vy²²ích °ád· velmi p°esné výsledky.

Gaussovy vzorce se rovn¥º dají pouºít ve sloºených vzorcích tvaru (10.7.1). Rozd¥líme interval
〈a, b〉 na intervaly 〈aj , bj〉, j = 1, 2, ...,m, (a1 = a, bm = b, bj = aj+1) takové, ºe bj − aj = h,
j = 1, 2, ...,m [v²echny díl£í intervaly mají stejnou délku a m = (b−a)/h]. Pouºijeme-li na kaºdém
díl£ím intervalu týº Gauss·v vzorec s n+1 uzly, pak podle (13.3.1) dostáváme sloºený kvadraturní
vzorec

(13.4.3)

b∫
a

f(x)dx ≈ h

2

m∑
j=1

n∑
i=0

w
(0)
i f

(
aj +

h

2
+
hx

(0)
i

2

)
,
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kde w(0)
i , x(0)

i , i = 0, 1, ..., n, jsou op¥t koe�cienty a uzly pro interval 〈−1, 1〉.
Nech´ f (2n+2) je funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉. Z toho, co jsme °ekli o chyb¥ Gaussova

vzorce pro interval 〈−1, 1〉, lze pomocí transformace prom¥nných [viz (13.3.1)] snadno stanovit
chybu Gaussova vzorce s n+1 uzly p°i výpo£tu integrálu p°es interval 〈aj , aj+h〉 délky h. Se£tením
t¥chto chyb a stejným postupem jako v odst. 11.5 odtud dostáváme, ºe chyba aproximace p°i
pouºití vzorce (13.4.3) je

(13.4.4)
b− a

2

(
h

2

)2n+2

dn+1f
(2n+2)(ξ),

kde ξ ∈ 〈a, b〉. Pro v¥t²í n a dostate£n¥ hladké funkce bude tedy p°i zmen²ování h chyba aproximace
sloºeným vzorcem velmi rychle klesat.

13.5 P°íklady.

Vypo£ítáme prvními dv¥ma Gaussovými kvadraturními vzorci(13.4.1) hodnotu integrálu

1,2∫
1

exdx
.= 0, 601 84

(viz p°íkl. 11.2).
Nejprve musíme uzly a koe�cienty transformovat tak, abychom ze (13.4.1) dostali kvadraturní

vzorce pro interval 〈1; 1, 2〉. Transformace (13.3.1) má v na²em p°ípad¥ tvar

wi =
1
2
(1, 2− 1)w(0)

i = 0, 1w(0)
i ,

xi = 1, 1 + 0, 1x(0)
i , i = 0, 1, ..., n.

Odtud máme pro n = 0 vzorec
1,2∫
1

f(x)dx ≈ 0, 2f(1, 1),

coº v na²em p°ípad¥ jako p°ibliºnou hodnotu hledaného integrálu dává (na 5D) 0, 600 83 (pro
n = 0 jde o stejný kvadraturní vzorec, jako je obdélníkové pravidlo).

Pro n = 1 dostáváme

1,2∫
1

f(x)dx ≈ 0, 1f(1, 1− 0, 1 · 3−1/2) + 0, 1f(1, 1 + 0, 1 · 3−1/2) .=

.= 0, 1[f(1, 042 265) + f(1, 157 735)].

Dosadíme-li sem hodnoty ex, dostáváme jako p°ibliºnou hodnotu hledaného integrálu 0, 601 83 (na
5D). To je prakticky stejn¥ dobrý výsledek jako jsme dostali v p°íkl. 11.2 Simpsonovým pravidlem
p°i pouºití t°í funk£ních hodnot.
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13.5.1

Výraz (13.4.4) poskytuje ur£itou kvalitativní informaci o chování chyby aproximace p°i h→ 0
(pro hladké integrandy). Tento výraz v²ak m·ºe slouºit i jako základ pro odhady chyb, zaloºené
na odhadech (2n+ 2)-hé derivace (a tedy i zde zpravidla zna£n¥ pesimistické).

Po£ítejme integrál (viz p°íkl. 11.6)

I =

3∫
2

(x− 1)−1dx
.= 0, , 693 15

sloºeným vzorcem (13.4.3) zaloºeným na základním vzorci se dv¥ma uzly podobn¥ jako lichob¥º-
níkové pravidlo). Odhadn¥me nejprve stejným postupem, jaký jsme pouºili v p°íkl. 11.6, velikost
díl£ích interval· bj − aj = h posta£ující k tomu abychom na základ¥ (13.4.4) m¥li zaru£eno, ºe
chyba aproximace nep°evý²í 10−3.

Podle (13.4.4) k tomu sta£í, aby (je n = 1)

b− a

2

(
h

2

)4

d2 max
〈2,3〉

f (4)(x) 5 10−3,

coº po dosazení dává
1
2
h4

16
1

135
· 24 5 10−3,

Odtud dostáváme
h4 5 18 · 10−2

a dále
m =

b− a

h
= (18 · 10−2)−1/4 .= 1, 54

Sta£í tedy vzít m = 2 (a h = 1
2). Protoºe na kaºdém díl£ím intervalu máme dva uzly, je celkový

pot°ebný po£et uzl· roven £ty°em. Ve srovnání s lichob¥ºníkovým pravidlem sta£í tedy zhruba
t°etinový po£et uzl·. P°i odhadu chyby jsme zde v²ak vyuºili existenci £tvrté derivace, kdeºto u
lichob¥ºníkového pravidla jsme k odhadu vysta£ili s druhou derivací.

Provedeme-li výpo£et podle (13.4.3) s m = 2, n = 1, h = 1
2 , dostaneme jako p°ibliºnou

hodnotu integrálu I £íslo

K =0, 25[f(2, 25− 0, 25 · 3−1/2) + f(2, 25 + 0, 25 · 3−1/2)+

+ f(2, 75− 0, 25 · 3−1/2) + f(2, 75 + 0, 25 · 3−1/2)] .= 0, 693 08.

Skute£ná chyba je tedy 7 · 10−5 a je mnohem men²í, neº je odhadem podle (13.4.4) zaru£eno.

13.6 Pouºití Gaussových vzorc·.

Koe�cienty a uzly Gaussových vzorc· mají komplikovan¥j²í strukturu, neº je tomu u jedno-
duchých vzorc· Newtonových-Cotesových. Gaussovy vzorce jsou proto pro výpo£ty v ruce £i na
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kapesním kalkulátoru mén¥ oblíbeny. Vybavení knihoven výpo£etních st°edisek v²ak umoº¬uje p°i
výpo£tu na po£íta£i b¥ºn¥ pouºívat Gaussovy vzorce °ád· 10 aº 20, n¥kdy i více.

Porovnáme-li Gaussovy vzorce s Newtonovými-Cotesovými vzorci £í s Rombergovou metodou,
zji²´ujeme, ºe pro dostate£n¥ hladké funkce dají p°i stejné vynaloºené práci Gaussovy vzorce
nejp°esn¥j²í výsledek. Pokud dokáºeme p°edem odhadnout, jak vybrat °ád (resp. po£et uzl·)
tak, abychom Gaussovým vzorcem dosáhli poºadované p°esnosti, je na míst¥ dát tomuto vzorci
p°ednost p°ed jinými metodami. Taková situace se £asto vyskytuje tam, kde v n¥jakém cyklu
(nap°. itera£ní proces, optimalizace) po£ítáme hodnoty posloupnosti integrál·, li²ících se od sebe
postupn¥ se m¥nícími hodnotami n¥kterých parametr·

Není-li takový odhad prakticky proveditelný, postupuje se zpravidla tak, ºe se postupn¥ zvy²uje
algebraický °ád pouºitého vzorce tak dlouho, aº jsou dv¥ po sob¥ získané aproximace hledaného
integrálu v mezích poºadované p°esnosti identické (vyuºití konvergence!). Je také moºno pouºít
sloºený vzorec a postupn¥ zjem¬ovat d¥lení intervalu integrace na díl£í intervaly. Protoºe ale
funk£ní hodnoty pouºité ve vzorci s mén¥ uzly nemohou být u Gaussových kvadraturních vzorc·
obecn¥ vyuºity ve vzorcích s více uzly, je takový výpo£et £asto pracn¥j²í neº uºití Rombergovy
metody. Pro výpo£et hodnoty jednoho, samostatn¥ stojícího integrálu z hladké (!) funkce je proto
zpravidla ú£eln¥j²í pouºít Rombergovu metodu.

13.7 P°íklady.

13.7.1

Porovnáme výsledky Rombergovy metody a Gaussova kvadraturního vzorce na výpo£tu inte-
grálu

0,8∫
0

f(x)dx,

kde
f(x) =

sinx
x

(srov. p°íkl. 12.8).
Pouºijeme základní Gauss·v kvadraturní vzorec se t°emi uzly. Podle (13.4.1) a (13.3.1),

kde poloºíme b = 0, 8 a a = 0, dostáváme koe�cienty 20
90 ,

32
90 ,

20
90 a uzly (na sedm cifer p°esn¥)

0, 090 161 33; 0, 4; 0, 709 838 7. Vypo£teme-li t°i funk£ní hodnoty v t¥chto uzlech, dostáváme pro
uvedenou funkci f jako p°ibliºnou hodnotu integrálu

0,8∫
0

f(x)dx ≈ 20
90
f(0, 090 161 33) +

32
90
f(0, 4) +

20
90
f(0, 709 838 7) .= 0, 772 096.

To je stejn¥ dobrý výsledek, jako jsme dostali v p°íkl. 12.8 Rombergovou metodou z devíti
funk£ních hodnot v devíti ekvidistantních uzlech.
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13.7.2

Vypo£ítejme stejným Gaussovým kvadraturním vzorcem jako v p°íkl. 13.7.1 p°ibliºnou hod-
notu integrálu

0,8∫
0

x1/2dx

(viz téº p°íkl. 12.10).
Integrand nemá v bod¥ x = 0 kone£nou derivaci. Zcela stejným postupem jako v p°íkl. 13.7.1

bychom ze t°í funk£ních hodnot jako výsledek dostali 0, 478 83 (na 5D) s chybou −1, 80 · 10−3. To
je lep²í výsledek, neº jsme dostali v p°íkl. 12.10 p°i pouºití devíti funk£ních hodnot.

13.8 P°ibliºný výpo£et integrál· s váhovou funkcí.

Existují a pouºívají se také interpola£ní kvadraturní vzorce tvaru

(13.8.1)

b∫
a

ω(x)f(x)dx ≈
n∑

i=0

wif(xi),

kde ω je n¥jaká pevn¥ daná váhová funkce, nezáporná a m¥°itelná na intervalu 〈a, b〉 [tento interval
bývá v tomto p°ípad¥ mnohdy nekone£ný; funkce f musí být ov²em taková, ºe integrál ve (13.8.1)
existuje]. P°i zadaných uzlech kvadratury p°ejde vzorec (10.6.2) pro stanovení koe�cient· ve vzorec

(13.8.2) wi =

b∫
a

ω(x)li(x)dx

a pokud integrály (13.8.2) existují a jsou kone£né, dá se kvadraturní vzorec (13.8.1) sestrojit
obvyklým zp·sobem. Závislost na váhové funkci je p°itom skryta v koe�cientech wi.

Zcela stejným zp·sobem jako p°i odvození klasických Gaussových kvadraturních vzorc· [kde
je ω(x) ≡ 1] se dá dosáhnout toho, ºe algebraický °ád vzorce (13.8.1) bude 2n+1. Je k tomu t°eba
za uzly xi, i = 0, 1, ..., n, vzít ko°eny polynomu (n + 1)-ního stupn¥ z posloupnosti polynom·,
které jsou na intervalu 〈a, b〉 ortogonální s váhovou funkcí ω (viz odst. 5.5 a 5.6). Výsledným vzor-
c·m typu (13.8.1) se pak op¥t °íká Gaussovy kvadraturní vzorce. Gaussovy vzorce pro integrály s
váhovou funkcí jsou odvozeny nap°. v p°ípadech uvedených v tab. 26. Hodnoty koe�cient· a uzl·
najdeme op¥t v tabulkách £i knihovnách program· (nap°. [14]).

Tabulka 26

〈a, b〉 ω(x) ortogonální polynomy

〈−1, 1〉 (1− x2)−1/2 �eby²evovy polynomy
〈0, +∞) e−x Laguerrovy polynomy

(−∞, +∞) exp (−x2) Hermitovy polynomy
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V²imneme si také toho, ºe vzorce s váhovou funkcí m·ºeme pouºít k výpo£tu integrálu

b∫
a

F (x)dx

tak, ºe poloºíme

F (x) = ω(x)
(
F (x)
ω(x)

)
v vzorec (13.8.1) aplikujeme na funkci f(x) = F (x)/ω(x).

13.9 Úlohy

13.9.1

Volbou f(x) = 1, x, x2, ... prov¥°te, jaký je algebraický °ád Gaussových kvadraturních vzorc·
(13.4.1). Výsledek porovnejte s výrazem pro chybu ve (13.4.1).

[�ád je 1,3 a 5].

13.9.2

Pomocí transformace (13.3.1) odvo¤te z (13.4.1) kvadraturní vzorce pro výpo£et

1∫
0

f(x)dx.

[Návod: Bude wi = 1
2w

(0)
i , xi = 1

2 + 1
2x

(0)
i .]

13.9.3

Podle (13.4.4) vyjád°ete chybu kvadraturních vzorc· pro výpo£et

b∫
a

f(x)dx.

získaných z Gaussových vzorc· (13.4.1). Speciáln¥ stanovte hodnoty konstant u derivací v tomto
vyjád°ení pro a = 0, b = 1.

[Návod: Poloºte h = b − a. Uvaºte pak, ºe p·vodní konstanty ve (13.4.1) jsou práv¥ dn+1,
n = 0, 1, 2.]

122



13.9.4

Vypo£ítejte pomocí Gaussova kvadraturního vzorce se t°emi uzly p°ibliºnou hodnotu
1∫

0

sinx
1 + x

dx.

[0, 284 249 (na 6D).]

13.9.5

Vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu
1∫

0

(1 + x)−1dx
.= 0, 693 15 :

a) Pomocí Gaussova kvadraturního vzorce se dv¥ma uzly; odhadn¥te chybu aproximace a
porovnejte se skute£nou chybou.

[0, 692 31 (na 5D); odhad chyby podle (13.4.4) a (13.4.2) dává 5, 56 · 10−3, skute£ná chyba je
0, 84 · 10−3.]

b) Pomocí Gaussova kvadraturního vzorce se t°emi uzly
[0, 693 12 (na 5D).]
c) Sloºeným vzorcem (13.4.3), který vychází ze základního vzorce se t°emi uzly a kde poloºíme

h = 1
2
[0, 693 15 (na 5D).]

13.9.6

Vypo£ítejte sloºeným Gaussovým kvadraturním vzorcem, který vychází ze základního vzorce
se dv¥ma uzly, p°ibliºnou hodnotu integrálu

0,8∫
0

x−1 sinxdx.

Poloºte h = 0, 4. Po£ítejte na 6 platných cifer, hodnoty uzl· na 7 cifer p°esn¥.
[0, 772 095]

13.9.7

Sestavte program, kterým vypo£ítáte hodnoty integrál· z úlohy 12.11.7 na 5 cifer p°esn¥.
Poºadované p°esnosti dosáhnete tak, ºe: a) Budete postupn¥ zvy²ovat algebraický °ád základního
vzorce. b) Pouºijete sloºený vzorec zaloºený na n¥kterém pevn¥ zvoleném základním vzorci a
postupn¥ budete zjem¬ovat d¥lení intervalu integrace. Získané výsledky porovnejte s p°esnými
hodnotami a stanovte skute£nou chybu, které jste dosáhli.
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14 N¥kolik poznámek k numerické kvadratu°e

14.1 Adaptivní programy pro výpo£et integrál·.

N¥které programy pro p°ibliºný výpo£et ur£itého integrálu pouºívají sloºené kvadraturní
vzorce zaloºené na jednom £í dvou základních vzorcích a velikosti díl£ích interval· v (10.7.1)
ur£ují automatický tak, aby získaný výsledek spl¬oval zadané poºadavky na p°esnost. V r·zných
£ástech intervalu 〈a, b〉 se p°íp. pouºívá d¥lení jemn¥j²í nebo hrub²í podle toho, zda integrand
je v dané £ásti 〈a, b〉 hladký a m¥ní se pomalu £í zda je na dané £ásti intervalu p°ibliºný výpo-
£et integrálu obtíºný. Programy, které p°izp·sobují hustotu uzl· v té £i oné £ásti intervalu 〈a, b〉
charakteru integrandu, se nazývají adaprivní programy. Odkazy na n¥které existující adaptivní
programy pro výpo£et jednorozm¥rných integrál· jsou uvedeny v kap. IV.

Uºivatel adaptivního programu zadá jako vstupní data interval 〈a, b〉, podprogram pro výpo£et
f(x) p°i x ∈ 〈a, b〉 a poºadovanou hranici ε pro chybu aproximace. Program se snaºí stanovit Q
tak, aby platilo ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)dx−Q

∣∣∣∣∣∣ 5 ε

(p°íp. aby bylo spln¥no n¥jaké jiné kritérium pro posouzení velikosti chyby, nap°. relativní). Vý-
stupem z adaptivního programu m·ºe být také hlá²ení, ºe poºadované p°esnosti nelze dosáhnout.

Zp·soby odhadu chyby aproximace pouºívané programy pro adaptivní kvadraturu jsou zalo-
ºeny jednak na jistých heuristických úvahách (srov. odst. 11.8) o chování vy²²ích derivaci inte-
grované funkce. Je proto vºdy moºné vymyslet takový integrand f , pro n¥jº p°íslu²ný adaptivní
program dá chybný výsledek, tj. nevypo£te hledaný integrál s poºadovanou p°esností a nepodá
hlá²ení o tom, ºe této p°esnosti nebylo dosaºeno. Pro dobré dnes pouºívané programy je v²ak
t°ída t¥chto integrand· velmi malá. Opatrný uºivatel m·ºe vºdy jako vstupní parametr ε zadat
v¥t²í p°esnost, neº ve skute£nosti poºaduje, a zvý²it tak spolehlivost výpo£tu. Doba výpo£tu se
tím ov²em prodluºuje.

14.2 Pouºití adaptivních program·.

Zna£ná £ást výpo£etní práce se u adaptivních program· spot°ebuje na ur£ení vhodného d¥-
lení intervalu 〈a, b〉 na díl£í intervaly. Odhaduje se, ºe adaptivní programy pouºívají zhruba dva-
krát aº t°ikrát více funk£ních hodnot integrandu, neº by sta£ilo k dosaºení poºadované p°es-
nosti vhodn¥ vybraným Gaussovým kvadraturním vzorcem. Z tohoto d·vodu adaptivní programy
nejsou vhodné pro výpo£ty velkých soubor· integrál· li²ících se od sebe malými zm¥nami n¥kte-
rých parametr· (nap°. p°i r·zných itera£ních £i minimaliza£ních procesech).

Hlavní oblast pouºití adaptivních program· je tam, kde po£ítáme jeden nebo n¥kolik integrál·
bez n¥jaké vnit°ní souvislosti, p°íp. tam, kde je uºivatel programu p°ipraven zaplatit jistou cenu
navíc za to, ºe se p°i výpo£tu uspo°í lidský £as pot°ebný k sestavení efektivn¥j²ího programu pro
ten který konkrétní integrál. P°es ur£ité varování p°ed bezmy²lenkovitým pouºíváním program·
pro automatický výpo£et integrálu je oblast pouºití adaptivních automatických program· pom¥rn¥
²iroká.
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14.2.1 Stabilita kvadraturních algoritm·.

Funk£ní hodnoty vystupující v kvadraturním vzorci (10.6.1) budou v praxi mnohdy zatíºeny
chybou m¥°ení nebo chybou aproximace. Vy²et°íme proto nejd°íve ²í°ení chyb funk£ních hodnot
v procesu numerického výpo£tu integrálu, tj. p o dm í-n ¥ n o s t ú l o h y (viz [21]).

Snadno ukáºeme, ºe výpo£et podle kvadraturních vzorc· s k l a d n ým i koe�cienty wi, i =
= 0, 1, ..., n, je dob°e podmín¥ná úloha. K d·kazu tohoto tvrzení vyuºijeme je²t¥ to, ºe budeme
p°edpokládat, ºe vzorec je p°esný alespo¬ pro konstantní funkci. Z tohoto p°edpokladu ihned
plyne, ºe

n∑
i=0

wi = b− a

(ov¥°te!).
P°edpokládejme tedy, ºe místo p°esných hodnot f(xi), i = 0, 1, ..., n, pouºijeme £ísla f∗(xi) =

= f(xi) + εi, i = 0, 1, ..., n. Místo (10.6.1) pak po£ítáme

n∑
i=0

wif
∗(xi) =

n∑
i=0

wif(xi) +
n∑

i=0

wiεi,

a platí tedy

(14.3.1)

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

wif
∗(xi)−

n∑
i=0

wif(xi)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
i=0

wiεi

∣∣∣∣∣ 5
5

n∑
i=0

wi|εi| 5 (b− a)ε, ε = max
i
εi,

kde jsme k odhadu absolutní hodnoty sou£tu pouºili trojúhelníkovou nerovnost známou z algebry.
Srovnáme-li tento výsledek s (10.2.1), visíme, ºe za na²ich p°edpoklad· je citlivost matema-

tického problému [I(f)] a jeho numerické aproximace [K(f)] na poruchy v datech stejná. P°ed-
poklad wi > 0, i = 0, 1, ..., spl¬ují v²echny kvadraturní vzorce popsané v této kapitole s výjimkou
Newtonových-Cotesových vzorc· vy²²ích °ád·.

Vy²et°ujeme-li za p°edpoklad· uvedených na za£átku tohoto odstavce ²í°ení relativní chyby,
dostáváme podle [21], ºe £íslo podmín¥nosti p°i výpo£tu podle vzorce (10.6.1) je

(14.3.2) C2 = (b− 1)
max

i
|f(xi)|

|K(f)|
.

Zcela analogický vztah platí op¥t pro integrál I(f). Relativní chyby se tedy mohou zesilovat tehdy,
po£ítáme-li integrál, jehoº absolutní hodnota je malá, z velkých funk£ních hodnot. V takovém
p°ípad¥ totiº také z°ejm¥ bude docházet k od£ítání sob¥ blízkých velkých £ísel, které - jak známo
[21] - má na ²í°ení relativní chyby a stabilitu algoritm· v·bec velmi nep°íznivý vliv.

Pokud jde o z a o k r o u h l o v a c í c h y b y p°i výpo£tu sou£tu

n∑
i=0

wif(xi),
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dá se vcelku snadnou algebraickou manipulací ukázat (viz nap°. [28]), ºe na celkové chyb¥ ze
zaokrouhlování se podílejí p°eváºnou m¥rou jen chyby operace s£ítání a ºe tato celková zaokrouh-
lovací chyba roste lineárn¥ s po£tem s£ítanc·. Takové procesy se povaºují za numericky stabilní;
ostatn¥ je moºné pouºitím tzv. £áste£né dvojnásobné aritmetiky [28] obecn¥ docílit toho, ºe vliv
zaokrouhlovacích chyb na kvadraturní proces se sníºí na zanedbatelnou úrove¬

15 Numerické derivování

15.1 Derivování interpola£ního polynomu.

O numerickém výpo£tu derivace jsme se zmínili na n¥kolika místech jiº d°íve. V odstavci 4.8
jsme nap°. uvedli, jak se pomocí interpola£ní spline-funkce dají aproximovat derivace nízkých °ád·.
V celém £l. 15 se omezíme na ty zp·soby aproximace derivací dané funkce, které vycházejí z toho, ºe
funkci samu aproximujeme i n t e r p o l a £ n ím p o l y n omem. P°ibliºné hodnoty derivací funkce
pak po£ítáme jako hodnoty derivací aproximujícího interpola£ního polynomu. Stupe¬ pouºitého
interpola£ního polynomu nesmí být p°irozen¥ men²í, neº je °ád po£ítané derivace (pro£?).

Pro ú£ely tohoto £lánku bude výhodné interpola£ní polynom zapisovat v Newtonov¥ tvaru.
Vycházíme-li p°i p°ibliºném výpo£tu k-té derivace funkce f z n + 1 jejích hodnot, n = k a
aproximujeme-li tedy f Newtonovým interpola£ním polynomem (3.23.2) n-tého stupn¥, dostáváme
pro p°ibliºný výpo£et derivací vztah (viz úlohu 15.9.1)

(15.1.1) f (k)(x) ≈N (k)
n (x) =

=f [x0, x1, ..., xk]
dk

dxk
{(x− x0)(x− x1)...(x− xk−1)}+ ...+

+ f [x0, x1, ..., xk]
dk

dxk
{(x− x0)(x− x1)...(x− xn−1)}.

Jsou-li uzly interpolace ekvidistantními a zapí²eme-li interpola£ní polynom jako Newton·v
polynom s dop°ednými diferencemi (3.29.3), dostaneme místo vzorce (15.1.1) vztah

(15.1.2) f (k)(x) ≈ dk

dxk
N+

n (t) = h−k d
k

dtk
N+

n (t) =

= h−k

[
4kf0

dk

dtk

(
t

k

)
+ ...+4nf0

dk

dtk

(
t

n

)]
,

nebo´ podle (3.29.1) máme t = (x − x0)/h a dt/dx = 1/h. Vzorce (15.1.1) a (15.1.2) pouºíváme
pro x z intervalu ohrani£eného nejmen²ím a nejv¥t²ím uzlem interpolace.

15.2 P°íklad.

V odstavci 9.2 jsme pro p°ibliºný výpo£et derivace funkce f v bod¥ x̂ odvodili vzorec

f ′(x̂) ≈ f(x̂+ h)− f(x̂− h)
2h

.
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Ukaºme, ºe je to speciální p°ípad vzorc· (15.1.1) a (15.1.2).
Vezm¥me za uzly interpolace body x0 = x̂ − h, x1 = x̂, x2 = x̂ + h a interpolujme funkci f

polynomem N+
2 (t). Podle (15.1.2), kde poloºíme k = 1, n = 2, dostáváme

(15.2.1) f ′(x) ≈ h−1

[
4f0 +42f0

t+ (t− 1)
2

]
Poloºíme-li zde nyní x = x1 = x̂, máme podle (3.29.1) t = 1 a dostáváme

f ′(x̂) ≈
(
4f0 +

1
2
42 f0

)
=
f2 − f0

2h
=
f(x̂+ h)− f(x̂− h)

2h
.

Uºití vztahu (15.1.1) by dalo zcela stejný výsledek (ov¥°te to).

15.3 Chyba aproximace.

Stejn¥ jako u numerických metod pro výpo£et integrálu se dá p°i odhadu chyby aproximace
pro vzorce (15.1.1) a (15.1.2) vyjít ze vzorce pro chybu interpolace (3.10.1), podle kterého za
p°edpoklad· v¥ty 3.10 platí

(15.3.1) f(x) = Nn(x) + en(x)
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

,

kde en(x) = (x − x0)(x − x1)...(x − xn). Vzhledem k tomu, ºe ξ v (15.3.1) je neznámou funkcí
prom¥nné x, jsou odhady chyby zaloºené na derivování vztahu (15.3.1) pom¥rn¥ komplikované a
jejich detailní znalost p°iná²í pro praktické po£ítání zpravidla malý uºitek. Uvedeme proto jen
p°ehled základních výsledk·. Dal²í podrobnosti lze nalézt v [2], [26].

Pro p°ípad, kdy (15.1.1) pouºijeme k p°ibliºnému výpo£tu hodnoty první derivace funkce f
v n¥kterém tabulkovém bod¥ x = xs, dostaneme derivováním vztahu (15.3.1) snadno jednoduchý
výsledek

(15.3.2) f ′(xs) = N ′
n(xs) + e′n(xs)

f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

,

nebo´ £len obsahující en(xs) [a derivaci funkce f (n+1)(ξ) se rovná nule. Pro ekvidistatntní body
xi = x0 + ih p°ejde (15.3.2) v

(15.3.3) f ′(xs) = N ′
n(xs) + (−1)n−shns!(n− s)!

f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

.

Je tedy chyba aproximace první derivace v uzlu interpolace p°i h→ 0 velikosti O(hn). Obecn¥ se
pro dostate£n¥ hladké funkce dá ukázat [2], ºe p°i ekvidistantních uzlech interpolace a aproximaci
k-té derivace v n¥kterém z uzl· interpolace je chyba aproximace velikosti On+1−k, kde n je stupe¬
interpola£ního polynomu pouºitého v (15.1.1) nebo (15.1.2). Pro n¥které speciální situace p°itom
m·ºe být chyba i velikosti On+2−k, tedy °ádov¥ men²í (p°i h→ 0).
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15.4 N¥které £asto uºívané vzorce.

V tomto odstavci podáme p°ehled n¥kterých uºite£ných vzorc· pro výpo£et první a druhé de-
rivace. Jde tu vesm¥s o speciální p°ípady vzorce (15.1.2); p°edpokládáme tedy, ºe uzly interpolace
jsou ekvidistantní s krokem h. Dále p°edpokládáme, ºe hodnotu derivace po£ítáme v n¥kterém
z uzl·. Abychom docílili jednotného zápisu, ozna£ujeme v tomto odstavci uzel xs, v n¥mº po£í-
táme p°ibliºnou hodnotu derivace, vºdy jako x. Ostatní uzly rovn¥º ne£íslujeme, ale vyjad°ujeme
je pomocí x jako x + h, x − h apod. Ve vzorcích uvádíme zárove¬ (z£ásti pouze °ádov¥) chybu
aproximace. P°íslu²ný údaj je platný pro funkce, které mají dostate£ný po£et spojitých derivací.
Bod ξ leºí vºdy mezi nejmen²ím uzlem pouºitým v daném vzorci.

Pro výpo£et první derivace (k = 1) dostáváme vztahy

(15.4.1) n = 1 :

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− 1

2
hf ′′(ξ),

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+

1
2
hf ′′(ξ);

(15.4.2) n = 2 :

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− 1

6
h2f ′′′(ξ),

f ′(x) =
−3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

2h
+

1
3
h2f ′′′(ξ),

f ′(x) =
3f(x)− 4f(x− h) + f(x− 2h)

2h
+

1
3
h2f ′′′(ξ).

Druhou derivaci (k = 2) aproximujeme pomocí vztah·

(15.4.3) n = 2 :

f ′′(x) =
f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x)

h2
− hf ′′′(ξ),

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− h2f (4)(ξ)

12
,

f ′′(x) =
f(x)− 2f(x− h) + f(x− 2h)

h2
+ hf ′′′(ξ);

(15.4.4) n = 3 :

f ′′(x) =
12f(x)− 30f(x± h) + 24f(x± 2h)− 6f(x± 3h)

6h2
+O(h2);

(15.4.5) n = 4 :

f ′′(x) =
−f(x− 2h) + 16f(x− h)− 30f(x) + 16f(x+ h)− f(x+ 2h)

12h2
+O(h4).

�etné dal²í vzorce lze nalézt nap°. v [3].
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15.5 P°íklad.

Vypo£ítáme podle vzorc· (15.4.1) a (15.4.2) p°ibliºnou hodnotu první derivace funkce f(x) =
= x−1 sinx v bod¥ x = 0, 5. Funk£ní hodnoty vezmeme v tab. 22, odst. 11.4, a pouºijeme h = 0, 1.
P°esná hodnota derivace je f(0, 5 .= −0, 162 54).

Výpo£et podle vzorc· (15.4.1) dává jako p°ibliºnou hodnotu derivace po °ad¥

f ′(0, 5) ≈ 0, 941 07− 0, 958 85
0, 1

= −0, 177 8

a
f ′(0, 5) ≈ 0, 958 85− 0, 973 55

0, 1
= −0, 147 0.

Vzorce (15.4.2) dávají po °ad¥ výsledky

f ′(0, 5) ≈ 0, 941 07− 0, 973 55
0, 2

= −0, 162 4

a dále
f ′(0, 5) ≈ −0, 162 9, f ′(0, 5) ≈ −0, 162 9.

V²imneme si zejména p°esnosti prvního ze vzorc· (15.4.2) ve srvonání se vzorci (15.4.1).

15.6 Podmín¥nost numerického výpo£tu derivace.

Chyby v hodnotách funkce f , a´ uº jde o chyby m¥°ení nebo chyby zaokrouhlovací, mají
p°i numerickém derivování mnohem v¥t²í význam neº p°i interpolaci nebo numerickém výpo£tu
integrálu. Vliv nep°esnosti ve vstupních datech se totiº b¥hem numerického výpo£tu derivace
zesiluje. Ukáºeme to na výpo£tu první derivace podle prvního ze vzorc· (15.4.1).

Ozna£me £len vyjad°ující chybu metody v prvním vzorci (15.4.1) jako r1 = −1
2hf

′′(ξ). Nech´
|f ′′(ξ)| 5 M2; pak je |r1| 5 M2h/2. Tím jsme odhadli chybu aproximace pomocí odhadu druhé
derivace funkce f . P°edpokládejme nyní, ºe místo p°esných hodnot f(x+h), f(x), které vystupují
v (15.4.1), pouºijeme hodnoty f∗(x+h), f∗(x), takové, ºe |f(x+h)−f∗(x+h)| 5 ε, |f(x)−f∗(x)| 5
5 ε. Tím k chyb¥ aproximace r1 p°idáváme dal²í nep°esnost.

r2 =
f(x+ h)− f(x)

h
− f∗(x+ h)− f(∗x)

h
.

Tuto nep°esnost m·ºeme odhadnout jako |r2| 5 2ε/h. Díky £initeli 1/h se p°i zmen²ování h budou
nep°esnosti ve vstupních datech f(x+ h) a f(x) stále siln¥ji projevovat v celkovém výsledku. Pro
malá h jde tedy o typickou ²patn¥ podmín¥nou úlohu.

Zanedbáme-li pro jednoduchost zcela zaokrouhlovací chyby vzniklé p°i výpo£tu podle (15.4.1),
dostáváme pro celkovou chybu r vypo£ítané p°ibliºné hodnoty derivace f ′(x) odhad

|r| 5 |r1|+ |r2| 5
M2h

2
+

2ε
h
≡ g(h).

Aby byla celková chyba r malá, musí být bezesporu malá chyba aproximace r1, a k dosaºení
poºadované p°esnosti tedy pot°ebujeme, aby bylo h dostate£n¥ malé. Jak ale ukazuje pr·b¥h
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funkce g, poroste p°i zmen²ování h obecn¥ vliv nep°esností ve vstupních datech a pro h→ 0 bude
g(h) → ∞. Vy²et°ením pr·b¥hu funkce g zjistíme, ºe je-li nap°. ε = 1

2 · 10−t, tj, jsou-li funk£ní
hodnoty udány p°esn¥ na t desetinných míst, a je-liM2 °ádov¥ velikosti jedné, není moºno spo£ítat
podle (15.4.1) hodnotu první derivace p°esn¥ji neº na t/2 desetinných míst. Pro velké hodnoty
M2 se m·ºe stát, ºe ur£ení derivace s rozumným stupn¥m p°esnosti bude zcela nemoºné.

Podobná situace je i u ostatních vzorc· a p°i výpo£tu derivací vy²²ích °ád· (viz [2], [26]).
Máme-li co £init s empirickými hodnotami malé p°esnosti, je tudíº numerický výpo£et derivací
díky své ²patné podmín¥nosti hazardní operace. Z d·vod· uvedených v tomto odstavci je mnohdy
rozumn¥j²í pouºít p°i výpo£tu derivací Richardsonovou extrapolaci tak, jak jsme to d¥lali v odst.
9.2 a 9.5 p°i výpo£tu první derivace. Takový postup umoºní vyhnout se p°íli² malým krok·m h.

15.7 P°íklad.

Po£ítejme podle prvního ze vzorc· (15.4.2) p°ibliºné hodnoty první derivace funkce f(x) = ex

v bod¥ x = 1.
Pouºijeme-li v (15.4.2) hodnoty f(x+ h) a f(x− h) zaokrouhlené na 4D a volíme-li postupn¥

h = 0, 8; 0, 4; 0, 2; ... dostáváme výsledky shrnuté v tab. 27 [p°esná hodnota je f ′(1) .= 2, 718 3].
Vidíme, ºe z°ejm¥ nemá smysl volit h men²í neº 0, 02.

Tabulka 27

h 0,8 0,4 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005

f(x+h)−f(x−h)
2h

3,017 6 2,791 4 2,736 5 2,723 0 2,720 0 2,717 5 2,720 0 2,720 0

15.8 Aproximace derivací diferencemi.

Poloºíme-li ve vzorci (15.1.1) n = k, tj. aproximujeme-li k-tou derivaci pomocí interpola£ního
polynomu k-tého stupn¥, dostáváme

(15.8.1) f (k)(x) ≈ k!f [x0, x1, ..., xk],

nebo´ (dk/dxk){(x − x0)(x − x1)...(x − xk−1)} = k!, jak se dá snadno dokázat indukcí. Vzorec
(15.1.2) p°ejde v tomto p°ípad¥ na

(15.8.2) f (k)(x) ≈ 4kf0

hk
, x ∈ 〈x0, xk〉.

Se vztahy (15.8.1) a (15.8.2) jsme se jiº vlastn¥ setkali v odst. 3.21 a 3.27 [viz (3.21.2), (3.27.2)].
Speciálními p°ípady vzorc· (15.8.1) a (15.8.2) jsou vzorce (15.4.1) a (15.4.3). Podobn¥ lze pouºít
i zp¥tn¥ diference.

Chyba aproximace vzorce (15.8.2) je obecn¥ velikosti (viz odst. 15.3) O(h), ve speciálních
p°ípadech O(h2). Tyto speciální p°ípady vlastn¥ odpovídají aproximování derivací centrálními
diferencemi δkfi, o kterých jsme se zmínili v odst. 3.31.
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Aproximace derivací diferencemi tvo°í základ metody sítí pro °e²ení okrajových úloh pro di-
ferenciální rovnice. Dále lze aproximaci derivací diferencemi pouºít k p°ibliºnému ur£ování chyb
numerických metod. V mnoha výrazech pro chybu metody vystupují totiº (jak jsme vid¥li v kap.
I i v kap. II) derivace vy²²ích °ád·, které se v¥t²inou ²patn¥ odhadují. Snaz²í postup je ten, ºe p°í-
slu²nou derivaci ve výraze pro chybu aproximujeme podle (15.8.1) nebo (15.8.2) pomocí difernce
stejného °ádu. Výsledný odhad je sice velmi hrubý, zejména pro v¥t²í k, jsou-li v²ak derivace
°ádu vy²²ího neº k, a tedy i diference vy²²ích °ád·, rozumné, m·ºe dát popsaný postup dobrou
p°edstavu o velikosti chyby metody.

15.9 Úlohy

15.9.1

Ov¥°te vztahy (15.1.1) a (15.1.2).
[Návod: Uvaºte, ºe k-tá derivace polynomu M -tého stupn¥ je pro k > M nulová.]

15.9.2

Vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu prvních £ty° derivací funkce f zadané tabulkou v p°íkl. 3.28
v bod¥ x = 0, 8. Pouºijte vzorec (15.1.2) s n = 4. Výsledky porovnejte se skute£nými hodnotami
pro f(x) = sinx.

[Návod: Nejprve spo£ítejte analyticky derivace polynom·

(
t

k

)
v (15.1.2) pro k = 1, 2, 3, 4.

Výsledky (na 5D): 0, 696 82; −0, 717 28; −0, 694 50; 0, 690 00. Skute£né hodnoty (na 5D): 0, 696 71;
−0, 717 36; −0, 694 71; 0, 690 36.]

15.9.3

Vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu první derivace funkce, jejíº hodnoty jsou dány v tab. 15 (úloha
6.10.5) v bod¥ x = 0, 3.

a) Uºijte vzorce (15.4.1) s h = 0, 1. [f ′(0, 3) ≈ −2, f ′(0, 3) ≈ −4.]
b) Derivaci aproximujte derivací polynomu prvního stupn¥, který byl metodou nejmen²ích

£tverc· sestrojen v úloze 6.10.5. Co se dá °íci o p°esnosti získaných výsledk·?
[f ′(0, 3) ≈ −2. Výpo£et podle (15.4.1) dá pro data zatíºená náhodnými chybami m¥°ení

velikosti ε (z°ejm¥ = 0, 05) sotva výsledky s chybou men²í neº 20ε viz odst. 15.6.]

15.9.4

Vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu první derivace funkce f(x) = lnx v bod¥ x = 3 pomocí vzorc·
(15.4.2) s h = 0, 1. Výsledky porovnejte s výsledkem p°íkl. 9.5. Pouºijte funk£ní hodnoty p°esné
na 6D.
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Pokuste se volbou men²ího h dosáhnout stejn¥ p°esné aproximace, jako se dosáhlo extrapolací
v p°íkl. 9.5 (stále pouºíváme funk£ní hodnoty p°esné na 6D). Je to proveditelné?

[Výsledky: 0, 333 455; 0, 333 105; 0, 333 055. Maximální dosaºitelná je cca na 4D.]

15.9.5

Prove¤te pro první ze vzorc· (15.4.2) podobnou analýzu celkové chyby, jako jsme provedli
v odst. 15.6 pro vzorec (15.4.1). Vy²et°ete podrobn¥ pr·b¥h p°íslu²né funkce g a ze získaného
výsledku usu¤te na maximální dosaºitelnou p°esnost v úloze 15.9.4.

[Pro celkovou chybu r vyjde |r| 5 M3h
2/6 + ε/h ≡ g(h). Funkce g nabývá minima pro

h = hopt = (2ε/M3)1/3 a je g(hopt) = 1
2M

1/3
3 (3ε)2/3.]

15.9.6

Odvo¤te pomocí v¥ty 2.4 o Taylorov¥ polynomu tvar výrazu pro chybu aproximace v pro-
st°edním ze vzorc· (15.4.3). Za jakých p°edpoklad· má chyba aproximace uvedený tvar?

[Návod: Vyjád°ete podle v¥ty 2.4 f(x+ h) a f(x− h) polynomem £tvrtého stupn¥ v h.]

15.9.7

Vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu druhé derivace funkce f zadané tabulkou v p°íkl. 3.28 v bod¥
x = 0, 8. Pouºijte vzorce (15.4.3). Výsledky porovnejte s výsledky úlohy 15.9.2.

[Na 4D: −0, 782 7; −0, 716 7; −0, 643 8.]
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