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KMA/NM
13.2.2o13

Kapitola 9. Numerické derivováńı

Definice: Existuje-li pro danou funkci f : R! R vlastńı (tj. konečná) limita

lim
h!0

f(a+ h)� f(a)

h

ř́ıkáme, že funkce f(x) má v bodě a derivaci.
Př́ıslušnou limitu znač́ıme f 0(a).

Poznámka:
Geometrický význam derivace f 0(a) je směrnice tečny ǩrivky dané rovnićı y = f(x) v bodě a (nebot’ tečna

v bodě a je limitńı polohou sečny pro h! 0).
Fyzikálně znač́ı derivace funkce y = f(x), kde x je čas a y dráha pohybu, limitu z pr̊uměrné rychlosti,

tedy okamžitou rychlost v čase a.

Poznámka:
Pro danou funkci f(x) vyjaďruje derivace f 0(x0) ḿıru ”stoupáńı“, resp. ”klesáńı“ v bodě x0 .
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Zp̊usoby odvozeńı vzorc̊u pro výpočet derivace

1. Odvozeńı pomoćı interpolačńıho polynomu
Pro funkci f , která je zadána tabulkou, sestroj́ıme interpolačńı polynom a derivaci funkce f v bodě a

ztotožńıme s derivaćı tohoto interpolačńıho polynomu v bodě a.

Poznámky:
- Stupeň polynomu nemůže být nižš́ı než řád poč́ıtané derivace.
- Pro jednoduchost hledáme hodnotu derivace v uzlovém bodě a nav́ıc uvažujeme ekvidistantńı uzly

s krokem h.

2. Odvozeńı pomoćı Taylorova rozvoje
Pro dostatečně hladkou funkci f plat́ı (pro h > 0):



Numerické metody
Josef Daněk
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f(x0 + h) = f(x0) + hf 0(x0) +
h2

2
f 00(�1); �1 2 (x0; x0 + h)

f(x0 � h) = f(x0)� hf 0(x0) +
h2

2
f 00(�2); �2 2 (x0 � h; x0)

Z prvńı rovnice potom plyne vztah

f 0(x0) =
f(x0 + h)� f(x0)

h| {z }
= DPf(x0; h)

�
1

2
hf 00(�1)

Podobně ze druhé rovnice

f 0(x0) =
f(x0)� f(x0 � h)

h| {z }
= DLf(x0; h)

+
1

2
hf 00(�2)

Obdrželi jsme dva základńı dvoubodové vzorce DPf(x0; h) a DLf(x0; h), tzv. pravou a levou poměrnou
diferenci.

Podobně odvod́ıme daľśı vzorce pomoćı Taylorova rozvoje vyš̌śıch řádů. Plat́ı:

f(x0 + h) = f(x0) + hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0) +

h3

6
f 000(�1); �1 2 (x0; x0 + h)

f(x0 � h) = f(x0)� hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0)�

h3

6
f 000(�2); �2 2 (x0 � h; x0)

Po odečteńı obdrž́ıme:

f(x0 + h)� f(x0 � h) = 2hf 0(x0) +
h3

6
(f 000(�1) + f 000(�2))

Odtud vyjáďŕıme prvńı derivaci a źıskáme ťŕıbodový vzorec DCf(x0; h), tzv. centrálńı poměrnou diferenci

f 0(x0) =
f(x0 + h)� f(x0 � h)

2h| {z }
DCf(x0; h)

�
h2

12
(f 000(�1) + f 000(�2))| {z }

h2

6
f 000(�)
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Uvedené vzorce jsou pro výpočet prvńı derivace f 0(x0).

Pro výpočet druhé derivace f 00(x0) lze použ́ıt nap̌ŕıklad vzorec, který dostaneme po sečteńı vztahů:

f(x0 + h) = f(x0) + hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0) +

h3

6
f 000(x0) +

h4

24
f (4)(�1); �1 2 (x0; x0 + h)

f(x0 � h) = f(x0)� hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0)�

h3

6
f 000(x0) +

h4

24
f (4)(�2); �2 2 (x0 � h; x0)

f(x0 + h) + f(x0 � h) = 2f(x0) +
h2

2
f 00(x0) +

h4

24
(f (4)(�1) + f (4)(�2))

Odtud vyjáďŕıme druhou derivaci a źıskáme ťŕıbodový vzorec pro druhou derivaci

f 00(x0) =
f(x0 + h)� 2f(x0) + f(x0 � h)

h2
�

h2

24
(f (4)(�1) + f (4)(�2))| {z }

h2

12
f (4)(�)
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Poznámka:
Samožrejmě lze odvodit řadu daľśıch vzorc̊u, p̌ričemž plat́ı, že č́ım v́ıce bodů použijeme, t́ım bude řád

chyby vyš̌śı.

Př́ıklad: Pomoćı uvedených ťŕı vzorc̊u vypočtěte p̌ribližnou hodnotu prvńı derivace funkce f(x) = ex(1�x)
v bodě x0 = 1. Použijte krok h = 0;1.

Řešeńı:
Nejprve si pro kontrolu analyticky zjist́ıme p̌resnou hodnotu prvńı derivace funkce f bodě x0.

f 0(x) = ex(1� x) + ex(�1) = �xex; tj. f 0(1) = �1e1 = �e � �2; 7182

Nyńı použijeme pravou, levou a centrálńı poměrnou diferenci:
1.

DPf(x0; h) =
f(x0 + h)� f(x0)

h
=

e1;1(1� 1; 1)� e1(1� 1)

0; 1
=

=
�0; 1e1;1

0; 1
= �e1;1 � �3; 0041 (chyba 0; 2858)

2.
DLf(x0; h) =

f(x0)� f(x0 � h)

h
=

e1(1� 1)� e0;9(1� 0; 9)

0; 1
=

=
�0; 1e0;9

0; 1
= �e0;9 � �2; 4596 (chyba 0; 2586)

3.
DCf(x0; h) =

f(x0 + h)� f(x0 � h)

2h
=

e1;1(1� 1; 1)� e0;9(1� 0; 9)

0; 2
=

=
�0; 1e1;1 � 0; 1e0;9

0; 2
= �

e1;1 + e0;9

2
� �2; 7318

(chyba 0; 0136)

Všimněme si velikosti chyb v jednotlivých p̌ŕıpadech. Potvrzuje se fakt, že chyba prvńıch dvou (dvoubo-
dových) vzorc̊u je řádu h, tj. v řádu desetin a chyba posledńıho (ťŕıbodového) vzorce je řádu h2, tj. v řádu
setin.

Podḿıněnost úlohy numerického derivováńı

Uvažujme nyńı nap̌r. vzorec s pravou diferenćı DPf(x0; h), tj. plat́ı

f 0(x0) =
f(x0 + h)� f(x0)

h| {z }
DPf(x0; h)

�
1

2
hf 00(�)| {z }

chyba metody

Chybu metody označme r1.

Plat́ı-li jf 00(x)j < M pro x 2 (x0; x0 + h), potom jr1j �
M

2
h.

Muśıme uvážit chyby mě̌reńı (zaokrouhlovaćı chyby) - označ́ıme r2.
Označ́ıme-li
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f(x0); f(x0 + h) : : : : : : p̌resné hodnoty

f?(x0); f
?(x0 + h) : : : : : : vstupńı hodnoty

Potom pro r2 plat́ı

r2 =
f(x0 + h)� f(x0)

h| {z }
p̌resná hodnota vzorce

�
f?(x0 + h)� f?(x0)

h| {z }
vypočtená hodnota vzorce

A dále

jr2j =

����� f(x0 + h)� f?(x0 + h)

h
+
f?(x0)� f(x0)

h

����� �

�
jf(x0 + h)� f?(x0 + h)j

h
+
jf?(x0)� f(x0)j

h
�

�
"

h
+
"

h
=

2"

h

Využili jsme zde odhady

jf?(x0 + h)� f(x0 + h)j � "

jf?(x0)� f(x0)j � "

č́ıslo " může p̌redstavovat nap̌r. strojovou p̌resnost.

Pro celkovou chybu r potom plat́ı

jrj � jr1j+ jr2j �
M

2
h+

2"

h

� Úloha numerického derivováńı je špatně podḿıněná ! (pro zmenšuj́ıćı se h roste chyba)
� Lze naj́ıt optimálńı krok hopt



Numerické metody
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V následuj́ıćıch p̌ŕıkladech ukažte chybu 3 odvozených vzorc̊u pro výpočet prvńı derivace funkce f(x) v bodě
x0 p̌ri použit́ı krok̊u h = 10�16; 10�15; : : : ; 10�1.

Př́ıklad 1 f(x) = sinx, x0 = 1.

Př́ıklad 2 f(x) = sin
1

x
, x0 = 1.
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Př́ıklad 3 f(x) = ex, x0 = 1.
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Př́ıklad 4 f(x) = e
1

x , x0 = 1.
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Poznámka:
Na základě špatné podḿıněnosti se zdá, že nebude možné p̌ri výpočtu derivace dosáhnout libovolné

p̌resnosti.
Zvýšeńı p̌resnosti ale můžeme dosáhnout
1) použit́ım vzorce s chybou vyš̌śıho řádu
2) použit́ım tzv. Richardsonovy extrapolace

Richardsonova extrapolace

Jde o obecný princip, který se použ́ıvá nejen u numerického derivováńı.
Myšlenka vycháźı z toho, že na základě znalosti výrazu pro rozvoj chyby využijeme dvou p̌ribližných výsledk̊u

k źıskáńı ťret́ıho, který bude p̌resněǰśı.
Tento proces eliminace chyb budeme demonstrovat nap̌r. na poměrné centrálńı diferenci DCf(x0; h).

Vyjdeme z Taylorova rozvoje:

(1) f(x0+h) = f(x0)+hf
0(x0)+

h2

2
f 00(x0)+

h3

6
f 000(x0)+

h4

24
f (4)(x0)+

h5

5!
f (5)(�1)

(2) f(x0�h) = f(x0)�hf
0(x0)+

h2

2
f 00(x0)�

h3

6
f 000(x0)+

h4

24
f (4)(x0)�

h5

5!
f (5)(�2)



Numerické metody
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(1)�(2) f(x0+h)�f(x0�h) = 2hf 0(x0)+
h3

3
f 000(x0)+

h5

5!

�
f (5)(�1) + f (5)(�2)

�
| {z }

O(h5)

f(x0 + h)� f(x0 � h)

2h| {z }
DCf(x0; h)

= f 0(x0) +
h2

6
f 000(x0) +O(h4) ~

Stejný vzorec použijeme pro výpočet s krokem h = 2h.

DCf(x0; �h) = f 0(x0) +
�h2

6
f 000(x0) +O(�h4)

DCf(x0; 2h) = f 0(x0) + 4
h2

6
f 000(x0) +O(h4) ~~

Podtržené členy chceme eliminovat – rovnici ~ vynásob́ıme 4

4DCf(x0; h) = 4f 0(x0) + 4
h2

6
f 000(x0) +O(h4)

Odečteme ~~
DCf(x0; 2h) = f 0(x0) + 4

h2

6
f 000(x0) +O(h4)

4DCf(x0; h)�DCf(x0; 2h) = 3f 0(x0) +O(h4)

f 0(x0) =
4DCf(x0; h)�DCf(x0; 2h)

3
+O(h4)

nebo jinak zapsáno

f 0(x0) = DCf(x0; h) +
DCf(x0; h)�DCf(x0; 2h)

3
+O(h4)

Poznámka:
T́ımto způsobem jsme eliminovali chybu řádu h2. Algoritmus Richardsonovy extrapolace lze samožrejmě

použ́ıt opakovaně pro eliminaci chyb vyš̌śıch řádů. Tato metoda je potom velmi efektivńı.
Pokud bychom chtěli stejným způsobem eliminovat chybu řádu nap̌r. 4, potom bychom dostali:

DCf(x0; h) = f 0(x0) +Kh4
.
� 24 a odečteme 2. rovnici

DCf(x0; 2h) = f 0(x0) +K24h4

f 0(x0) =
24DCf(x0; h)�DCf(x0; 2h)

24 � 1

f 0(x0) = DCf(x0; h) +
1

24 � 1
(DCf(x0; h)�DCf(x0; 2h))

Pro eliminaci chyb vyš̌śıch řádů postupujeme analogicky, tj. ḿısto 4 použijeme p̌ŕıslušný řád.

Poznámka:
V názvu metody se objevuje slovo extrapolace. Je to proto, že nová hodnota derivace je lineárńı kombinaćı

dvou hodnot, ovšem nelež́ı mezi těmito hodnotami (kdyby tomu tak bylo, mluvili bychom o interpolaci).
Koeficienty lineárńı kombinace samožrejmě jsou v součtu rovny jedné, ale koeficient u vzorce s krokem h je
kladný a koeficient u vzorce s krokem 2h je záporný.
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Při určováńı rozvoje chyb jednotlivých vzorc̊u vycháźıme z Taylorova rozvoje funkce f .

Rozvoj chyby pro DPf(x0; h) a DLf(x0; h)

(1) f(x0+h) = f(x0) + hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0) +

h3

6
f 000(x0) +

h4

24
f (4)(x0) +

h5

120
f (5)(�1); �1 2 (x0; x0+h)

(2) f(x0�h) = f(x0)� hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0)�

h3

6
f 000(x0) +

h4

24
f (4)(x0)�

h5

120
f (5)(�2); �2 2 (x0�h; x0)

(1) ) f 0(x0) =
f(x0 + h) � f(x0)

h| {z }
DPf(x0; h)

�
h

2
f 00(x0)| {z }
c1h

�
h2

6
f 000(x0)| {z }
c2h

2

�
h3

24
f (4)(x0)| {z }
c3h

3

�
h4

120
f (5)(�1)| {z }
O(h4)

(2) ) f 0(x0) =
f(x0)� f(x0 � h)

h| {z }
DLf(x0; h)

+
h

2
f 00(x0)| {z }
c1h

�
h2

6
f 000(x0)| {z }
c2h

2

+
h3

24
f (4)(x0)| {z }
c3h

3

�
h4

120
f (5)(�2)| {z }
O(h4)

Rozvoj chyby pro DCf(x0; h)

f(x0+h) = f(x0) + hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0) +

h3

6
f 000(x0) +

h4

24
f (4)(x0) +

h5

120
f (5)(x0) +

h6

720
f (6)(x0) +

h7

7!
f (7)(�1);

�1 2 (x0; x0 + h)

f(x0�h) = f(x0)� hf 0(x0) +
h2

2
f 00(x0)�

h3

6
f 000(x0) +

h4

24
f (4)(x0)�

h5

120
f (5)(x0) +

h6

720
f (6)(x0)�

h7

7!
f (7)(�2);

�2 2 (x0 � h; x0)

Po odečteńı:

f(x0 + h)� f(x0 � h) = 2hf 0(x0) +
1

3
h3f 000(x0) +

1

60
h5f (5)(x0) +

h7

7!

�
f (7)(�1) + f (7)(�2)

�
| {z }

= O(h7)

f 0(x0) =
f(x0 + h)� f(x0 � h)

2h| {z }
DCf(x0; h)

�
1

6
h2f 000(x0)| {z }
c1h

2

�
1

120
h4f (5)(x0)| {z }
c2h

4

�
h6

7!
2f (7)(�)| {z }
O(h6)
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Algoritmus Richardsonovy extrapolace

Na základě znalosti rozvoje chyby p̌ŕıslušného vzorce můžeme pro zp̌resňováńı hodnoty vypočtené derivace
použ́ıt následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus (nap̌r. pro vzorec DCf)

Pro s = 0; 1; 2; : : : ; S

Ts;0 = Dcf(x0; 2
�sh)

Pro k = 1; 2; : : : ; s

Ts;k = Ts;k�1 +
Ts;k�1 � Ts�1;k�1

4k|{z}
(�)

�1

(�) 4k = 22k, protože v rozvoji chyby tohoto vzorce jsou pouze sudé mocniny h.

Schéma

h T00

h
2

T10 T11

h
4

T20 T21 T22

h
8

T30 T31 T32 T33

Poznámka: Pokud se nap̌r. rovnaj́ı T22 a T32, nemuśıme poč́ıtat T33, protože vyjde stejně.

Př́ıklad:
Použijte opakovanou Richardsonovu extrapolaci pro výpočet derivace funkce f(x) = lnx v bodě x0 = 3

pomoćı centrálńı poměrné diference s kroky h = 0; 8; 0; 4; 0; 2 a 0; 1.

Řešeńı:
Ukázali jsme, že pro dostatečně hladkou funkci f plat́ı vztah

f 0(x0) =
f(x0 + h)� f(x0 � h)

2h| {z }
DCf(x0; h)

+ c1h
2 + c2h

4 + c3h
6 + : : :| {z }

rozvoj chyby
;

kde č́ısla c1, c2, c3 p̌redstavuj́ı kontanty obsahuj́ıćı p̌ŕıslušné derivace.

Výsledky zaṕı̌seme p̌rehledně do tabulky:
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h f 0(x0; h) 1. korekce [4
3
;�1

3
] 2. korekce [16

15
;� 1

15
]

0; 8 0; 341589

0; 4 0; 335329 4
3
0; 335329� 1

3
0; 341589 =

= 0; 333242

0; 2 0; 333828 4
3
0; 333828� 1

3
0; 335329 = 16

15
0; 333327� 1

15
0; 333242 =

= 0; 333327 = 0;333332

0; 1 0; 333456 4
3
0; 333456� 1

3
0; 333828 = 16

15
0; 333332� 1

15
0; 333327 =

= 0; 333332 = 0;333332

Ve výpočtu jsme použili jednak 1. korekci pro eliminaci chyby řádu h2, ale dále také 2. korekci, která
eliminovala chybu řádu h4.

V tabulce chyb́ı sloupec pro 3. korekci. Důvod je ten, že se hodnoty, ze kterých by se extrapolovala nová
hodnota, rovnaj́ı (dostali bychom to samé č́ıslo).

Pro úplnost dodejme, že p̌resná hodnota derivace je f 0(x) = 1
x

, tj. f 0(3) = 1
3
.

Pomoćı následuj́ıćıch výsledk̊u lze porovnat efektivitu p̌ri použit́ı r̊uzných vzorc̊u.

výsledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_P’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);
----------------------------------------------------------------

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec prave pomerne diference D_P.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

----------------------------------------------------------------

! h | D_P(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |
=============================================================================
| 0.40000 | 3.006234654 |
| 0.20000 | 2.941793905 | 2.877353156 |
| 0.10000 | 2.737868276 | 2.533942647 | 2.419472477 |
| 0.05000 | 2.612795286 | 2.487722295 | 2.472315512 | 2.479864517 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 2.478349732955

výsledky v MATLABu
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>> derivace_richardson(’D_L’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);
----------------------------------------------------------------

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec leve pomerne diference D_L.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

----------------------------------------------------------------

! h | D_L(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |
=============================================================================
| 0.40000 | 1.394507747 |
| 0.20000 | 1.912110950 | 2.429714153 |
| 0.10000 | 2.195575019 | 2.479039089 | 2.495480735 |
| 0.05000 | 2.338245228 | 2.480915437 | 2.481540886 | 2.479549479 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 2.478349732955

výsledky v MATLABu

>> derivace_richardson(’D_C’, ’-sin(exp(x))’, 1, 0.4, 3);
----------------------------------------------------------------

Vypocte hodnotu prvni derivace zadane funkce
f=-sin(exp(x)) v bode x0=1.000000 s kroky
h=[0.4, 0.2, 0.1, 0.05]

Pro vypocet se pouzije vzorec centralni pomerne diference D_C.
Ke zpresneni se pouzije Richardsonova extrapolace.

----------------------------------------------------------------

! h | D_C(f,x0,h) | 1.korekce | 2.korekce | 3.korekce |
=============================================================================
| 0.40000 | 2.200371201 |
| 0.20000 | 2.426952427 | 2.502479503 |
| 0.10000 | 2.466721648 | 2.479978054 | 2.478477958 |
| 0.05000 | 2.475520257 | 2.478453127 | 2.478351465 | 2.478349457 |

Presna hodnota derivace funkce f v bode x0 je 2.478349732955

Aproximaci derivace funkce jsme již použili nap̌r. u odvozeńı metody sečen z Newtonovy metody.

Newtonova metoda
xk+1 = xk �

f(xk)

f 0(xk)

f 0(xk) �
f(xk)� f(xk�1)

xk � xk�1

metoda sečen
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xk+1 = xk � f(xk)
xk � xk�1

f(xk)� f(xk�1)

Metoda konečných diferenćı
. . . jeden ze způsobů řešeńı okrajových úloh.

Řešme okrajovou úlohu (ODR 2.̌rádu)
�u00 + q(x)u = f(x) x 2 (0; 1)

u(0) = g0

u(1) = g1

~

q; f . . . dané funkce definované a spojité na h0; 1i, q(x) � 0
g0; g1 . . . daná č́ısla

() úloha má právě 1 klasické řešeńı)

Interval h0; 1i rozděĺıme na N stejných podinterval̊u (ekvidistantńı śıt’)

S = fxi = ih; i = 0; 1; : : : ; Ng : : : śıt’; h : : : krok śıtě.

Přibližné řešeńı konstruujeme jako funkci diskrétńıho argumentu xi.
Přibližné řešeńı je určeno vektorem U = [U0; U1; U2; : : : ; UN�1; UN ], kde složky Ui aproximuj́ı hodnoty

u(xi) p̌resného řešeńı v uzlech śıtě.

Klasické řešeńı splňuje rovnici ~ v každém bodě x 2 (0; 1), tj.

�u00(x) + q(x)u(x) = f(x)

Na h0; 1i jsme zvolili rovnoměrnou śıt’ S a v každém vniťrńım bodě této śıtě muśı plat́ıt:
�u00(xi) + q(xi)u(xi) = f(xi); i = 1; 2; : : : ; N � 1 ~~

druhou derivaci aproximujeme druhou poměrnou diferenćı

u00(xi) �
1

h

"
u(xi + h)� u(xi)

h
�
u(xi)� u(xi � h)

h

#
=

1

h2

h
u(xi � h)� 2u(xi) + u(xi + h)

i
soustavu ~~ nahrad́ıme soustavou p̌ribližných rovnost́ı

�
1

h2
[u(xi � h)� 2u(xi) + u(xi + h)] + q(xi)u(xi) � f(xi)

tj.
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�
1

h2
(Ui�1 � 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi) i = 1; 2; : : : ; N � 1

U0 = g0

UN = g1

. . . soustava diferenčńıch rovnic

Neznáme hodnoty uvniťr intervalu, tj. v x1; x2; : : : ; xN�1.
V prvńı rovnici figuruje hodnota U0, ta je ale rovna g0 a tento člen p̌revedeme na pravou stranu.
Obdobně pro posledńı rovnici, za UN dosad́ıme gN a p̌revedeme na pravou stranu.

Źıskaná soustava:

1

h2

2
66666666664

2 + h2q1 �1 0 : : : 0

�1 2 + h2q2 �1 0 : : : 0

0 �1 2 + h2q3 �1 0
... ... ... . . . ... ...
... ... 0 �1 2 + h2qN�2 �1

0 0 : : : 0 �1 2 + h2qN�1

3
77777777775

| {z }
A

2
66666666664

U1

U2

U3
...
...

UN�1

3
77777777775

| {z }
U

=

2
66666666664

f1 +
g0
h2

f2
f3
...
...

fN�1 �
g1
h2

3
77777777775

| {z }
F

Soustava lineárńıch algebraických rovnic AU = F

A . . . symetrická, ťŕıdiagonálńı, pozitivně definitńı () regulárńı)
- symetrie matice je důsledek symetrie použité diferenčńı aproximace u00 a oč́ıslováńı uzl̊u
(zde je vše p̌rirozené, význam u parciálńıch diferenciálńıch rovnic)
- pro regulárńı matici soustavy 9! řešeńı

Otázky:
S jakou p̌resnost́ı p̌ribližné řešeńı aproximuje p̌resné řešeńı?
Zmenšuje se chyba p̌ribližného řešeńı, zjemňujeme-li śıt’, tj. h! 0?

Poznámka: Pro aproximaci derivaćı lze samožrejmě použ́ıt i jiné vzorce.
Použijeme-li nap̌r. vzorec 7, bude výsledná matice soustavy opět pásová, š́ı̌re pásu bude nyńı 5.
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Ukažme si jak postupovat p̌ri diskretizaci úlohy s derivaćı v okrajové podḿınce.

Je-li na některém z konc̊u intervalu zadána Neumannova nebo Newtonova okrajová podḿınka, muśıme
p̌redchoźı postup modifikovat, nebot’ neznáme hodnotu u(0) nebo u(1).

V takovém p̌ŕıpadě muśıme sestavit také diferenčńı aproximaci p̌ŕıslušné okrajové podḿınky a p̌ripojit ji k
soustavě diferenčńıch rovnic, jež ve vniťrńıch uzlech aproximuj́ı diferenciálńı rovnici.

Ukážeme ťri takové možné aproximace pro řešeńı následuj́ıćı úlohy.

�u00 + q(x)u = f(x) x 2 (0; 1)

�0u(0)� �0u
0(0) = g0 �0 > 0

u(1) = g1

(�)

Ve vniťrńıch uzlech śıtě aproximujeme diferenciálńı rovnici (�) stejnými diferenčńımi rovnicemi jako v
p̌redchoźım p̌ŕıpadě

�
1

h2
(Ui�1 � 2Ui + Ui+1) + q(xi)Ui = f(xi) i = 1; 2; : : : ; N � 1

V těchto rovnićıch vystupuj́ı neznámé U0; U1; : : : ; UN�1; UN .
Abychom dostali stejný počet rovnic jako neznámých, muśıme tedy (na základě okrajových podḿınek) k

źıskaným N � 1 rovnićım ještě 2 rovnice p̌ripojit. Jednu z nich dostaneme z Dirichletovy okrajové podḿınky
v bodě x = 1 tak, že polož́ıme UN = g1 . Levou okrajovou podḿınku (v bodě x = 0) můžeme zužitkovat
r̊uznými způsoby.

1.způsob
Aproximujeme-li u(0) pomoćı vzorce 1 (tj. pravé poměrné diference), dojdeme k diferenčńı rovnici

�0U0 � �0
U1 � U0

h
= g0 (�0 6= 0);

kterou klasické řešeńı splňuje s chybou velikosti O(h). Rovnici vynásob́ıme č́ıslem 1=(h�0) a uprav́ıme na tvar
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1

h2

h
(1�

�0

�0
h)U0 � U1

i
=

g0
h�0

;

tuto úpravu děláme proto, aby výsledná matice soustavy śıt’ových rovnic byla symetrická.
Předchoźı rovnici p̌ridáme k źıskaným diferenčńım rovnićım a dosad́ıme g1 za UN . Dostaneme opět soustavu

lineárńıch algebraických rovnic se symetrickou ťŕıdiagonálńı matićı (pozor: U = [U0; U1; : : : ; UN�1]
T ).

1

h2

2
666666666664

1 + �0h
�0

�1 0 : : : 0

�1 2 + h2q1 �1 0 : : : 0

0 �1 2 + h2q2 �1 0
... ... ... . . . ... ...
... ... 0 �1 2 + h2qN�2 �1

0 0 : : : 0 �1 2 + h2qN�1

3
777777777775

2
66666666664

U0

U1

U2
...
...

UN�1

3
77777777775
=

2
66666666664

g0
h�0

f1
f2
...

fN�2
fN�1 �

g1
h2

3
77777777775

Matice soustavy je řádu N a lze dokázat, že je regulárńı. Přibližné řešeńı lze proto jednoznačně stanovit
a dá se ukázat, že jeho chyba je velikosti O(h).

Tato skutečnost, tj. sńıžeńı řádu chyby metody, možná p̌rekvaṕı, nebot’ śıt’ová rovnice pro všechny uzly s
výjimkou x0 aproximuje diferenciálńı rovnici s diskretizačńı chybou O(h2). Přesto však okolnost, že jsme se v
jediné rovnici dopustili diskretizačńı chyby velikosti O(h), ovlivńı velikost chyby metody nejen v bĺızkosti bodu
x0, ale ve všech bodech śıtě. Jde tu o jev, který je pro užit́ı diferenčńı metody typický a ukazuje, že chceme-li
využ́ıt p̌resnosti, s ńıž jsme aproximovali diferenciálńı rovnici samotnou, muśıme stejně p̌resně aproximovat i
okrajové podḿınky.

2.způsob
Bezprosťredńı možnost p̌resněǰśı náhrady hodnoty derivace v okrajové podḿınce spoč́ıvá v užit́ı vzorc̊u 4

a 5 z tabulky. Tyto aproximace maj́ı pro u 2 C3 diskretizačńı chybu O(h2).
Vzniklá soustava diferenčńıch rovnic však již neńı ťŕıdiagonálńı, neńı symetrická a nav́ıc se p̌ri jej́ım řešeńı

standardńımi metodami mohou vyskytnout numerické problémy. Proto tento postup nedoporučujeme.

3.způsob
Hodnotu u0(0) aproximujeme pomoćı vzorce 3 (centrálńı poměrná diference).

u0(0) �
1

2h

h
u(x1)� u(x�1)

i
;

kde x�1 = �h.
Chyba aproximace je druhého řádu. Okrajovou podḿınku �0u(0)��0u

0(0) = g0 tak nahrad́ıme diferenčńı
rovnićı

�0U0 � �0
U1 � U�1

2h
= g0 (�0 6= 0): (~)

Je zde však nav́ıc daľśı neznámá U�1 a poťrebujeme proto p̌ripojit ještě jednu rovnici.
Nejjednodušeji to provedeme tak, že žádáme platnost rovnice pro vniťrńı uzly i pro hraničńı uzel x0, tj.

platnost rovnice

�
1

h2
(U�1 � 2U0 + U1) + q(x0)U0 = f(x0): (})

(Jde vlastně o aproximaci diferenciálńı rovnice v bodě x0 = 0).
Fiktivńı hodnotu U�1,která nemá význam aproximace p̌resného řešeńı naš́ı okrajové úlohy (nebot’ toto

řešeńı uvažujeme pouze na intervalu h0; 1i), z rovnic (~), (}) vylouč́ıme

U�1 = h2
�
q0U0 � f0

�
+ 2U0 � U1;
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dosad́ıme

�0U0 � �0
U1 � h2(q0U0 � f0)� 2U0 + U1

2h
= g0

a dospějeme k diferenčńı rovnici
�
�0 +

1

2
�0hq0

�
U0 � �0

U1 � U0

h
= g0 +

1

2
�0hf0;

která aproximuje okrajovou podḿınku v bodě x0 = 0 a kterou dostatečně hladké p̌resné řešeńı naš́ı okrajové
úlohy splňuje s chybou řádové velikosti O(h2). Rovnici uprav́ıme na tvar

1

h2

h
(1 +

�0h

�0
+

1

2
h2q0)U0 � U1

i
=

g0
h�0

+
1

2
f0

a p̌ripoj́ıme ji k diferenčńım rovnićım pro vniťrńı uzly.
Dá se ukázat, že chyba p̌ribližného řešeńı je v tomto p̌ŕıpadě velikosti O(h2).


