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KMA/M2
31.o8.2o11

Kapitola 9. Riemann̊uv integrál v ¡s¿R¡sup¿n¡/sup¿¡/s¿
Definice 9.1. ( integrálńı součet v ¡s¿R¡sup¿2¡/sup¿¡/s¿ )

Necht’ funkce f je omezen�a na obdélńıku Q = ha; bi � hc; di:

1. Děleńım D obdélńıka Q nazveme množinu všech Qjk := hxj�1; xji� hyk�1; yki, kde Dx := fx0; : : : ; xrg
a Dy := fy0; : : : ; ysg jsou děleńı interval̊u ha; bi a hc; di.

2. Normou děleńı D obdélńıka Q rozuḿıme č́ıslo

�(D) := max
j;k

f
 ~�!x jk

g; ~�!x jk := (�xj;�yk):

3. Dolńı (horńı) integrálńı součet funkce f p̌ŕıslušný k děleńı D definujeme

S(f ;D) :=
rP

j=1

sP
k=1

inf
(x;y)2Qjk

f(x; y) ��xj�yk;

S(f ;D) :=
rP

j=1

sP
k=1

sup
(x;y)2Qjk

f(x; y) ��xj�yk:

4. Integrálńım součtem funkce f odpov́ıdaj́ıćı děleńı D a výběru V rozuḿıme č́ıslo

I(f ;D;V ) :=
rX

j=1

sX
k=1

f(�j; �k) ��xj�yk;

kde výběr V je množina všech bodů (�j; �k), �j 2 hxj�1; xji, �k 2 hyk�1; yki.
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Věta 9.2. ( Riemann̊uv integrál v R2 )

1. Necht’ funkce f je omezen�a na obdélńıku Q = ha; bi � hc; di.
Řekneme, že funkce f má dvojný Riemann̊uv integrál p̌res obdélńık Q, pokud

x

Q

f(x; y) dxdy :=
x

Q

f(x; y) dxdy =
x

Q

f(x; y) dxdy;

kde s

Q

f(x; y) dxdy := inf
D
S(f ;D) je horńı Riemann̊uv integrál,

s

Q

f(x; y) dxdy := sup
D

S(f ;D) je dolńı Riemann̊uv integrál

2. Necht’ f je omezen�a funkce na omezen�e oblasti 
 � R2.
Dvojný Riemann̊uv integrál p̌res oblast 
 je definován jako

Z



f dS :=
x




f(x; y) dxdy :=
x

Q

g(x; y) dxdy;

kde 
 � Q a

g(x; y) :=

(
f(x; y) pro (x; y) 2 
;

0 pro (x; y) 2 Q n 
:

3. Množinu všech funkćı f , k nimž existuje Riemannův integrál na 
, tj. které jsou riemannovsky integro-
vatelné znač́ıme R(
) a ṕı̌seme f 2 R(
).

Věta 9.3. ( mě̌ritelnost a ḿıra množiny )

Omezená množina 
 � R
n se nazývá mě̌ritelná, pokud je funkce f(�!x ) � 1 integrovatelná na 
. Hodnota

integrálu
�(
) =

Z



1 dS

se nazývá ḿıra množiny 
. Množina ḿıry nula je taková množina 
, pro ńıž �(
) = 0.

Věta 9.4. ( postačuj́ıćı podḿınka riemannovské integrovatelnosti )

Je-li f omezená funkce na mě̌ritelné množině 
, jej́ıž množina bodů nespojitosti má ḿıru nula, potom f 2 R(
).

Věta 9.5. ( skoro všude nulová funkce )

Funkce f je skoro všude nulová, pokud se lǐśı od nulové funkce na množině ḿıry nula.
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Věta 9.6. ( vlastnosti integrovatelných funkćı )

1. Necht’ f 2 R(
1), f 2 R(
2) a 
1 \ 
2 = ;. Potom f 2 R(
1 [ 
2) a plat́ı
Z


1[
2

f dS =
Z

1

f dS +
Z

2

f dS:

2. Množina R(
) je lineárńım prostorem.

3. Jestliže f 2 R(
) a g 2 R(
), potom f � g 2 R(
).

4. Jestliže f 2 R(
), g 2 R(
) a 8�!x 2 
 : f(�!x ) � g(�!x ), potom
Z



f dS �
Z



g dS:

5. Jestliže f 2 R(
), potom jf j 2 R(
) a plat́ı
������
Z



f dS

������ �
Z



jf j dS:

6. Jestliže f; g 2 R(
) a plat́ı-li 8�!x 2 
 : g(�!x ) � 0 ^ m � f(�!x ) �M;

potom existuje � takové, že m � � �M a plat́ı
Z



fg dS = �

Z



g dS:

Věta 9.7. ( Fubiniova věta pro obdélńık v R2 )

Necht’ f 2 R(Q), Q = ha; bi � hc; di.

1. Jestliže pro každé y 2 hc; di je f(�; y) 2 R(ha; bi), potom plat́ı

x

Q

f(x; y) dxdy =

dZ
c

0
@ bZ

a

f(x; y) dx

1
A dy:

2. Jestliže pro každé x 2 ha; bi je f(x; �) 2 R(hc; di), potom plat́ı

x

Q

f(x; y) dxdy =

bZ
a

0
@ dZ

c

f(x; y) dy

1
A dx:
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Věta 9.8. ( Fubiniova věta pro oblast v R2 )

1. Necht’ f 2 R(
), y1; y2 2 C(ha; bi),


 = f(x; y) 2 R2 : a � x � b; y1(x) � y � y2(x)g:

Potom plat́ı
x




f(x; y) dxdy =

bZ
a

0
B@

y2(x)Z
y1(x)

f(x; y) dy

1
CA dx;

pokud pro každé x 2 ha; bi existuje vniťrńı integrál.

2. Necht’ f 2 R(
), x1; x2 2 C(hc; di),


 = f(x; y) 2 R2 : c � y � d; x1(y) � x � x2(y)g:

Potom plat́ı
x




f(x; y) dxdy =

dZ
c

0
B@

x2(y)Z
x1(y)

f(x; y) dx

1
CA dy;

pokud pro každé y 2 hc; di existuje vniťrńı integrál.

Věta 9.9. ( Fubiniova věta pro oblast v R3 )

Necht’ f 2 R(
), z1; z2 2 C(
xy), 
xy � R
2 mě̌ritelná,


 = f(x; y; z) 2 R3 : (x; y) 2 
xy; z1(x; y) � z � z2(x; y)g:

Potom plat́ı
y




f(x; y; z) dxdy dz =
x


xy

0
B@

z2(x;y)Z
z1(x;y)

f(x; y; z) dz

1
CA dxdy;

pokud pro každé (x; y) 2 
xy existuje vniťrńı integrál.

Věta 9.10. ( substituce ve dvojném integrálu )

Necht’ 
�� � R
2 je otev̌rená mě̌ritelná množina a necht’ Φ : 
�� ! R

2 : (�; �) 7! (x; y) je prosté regulárńı
zobrazeńı na množinu 
xy � R

2.

Jestliže funkce f : 
xy ! R je omezená a spojitá na 
xy, potom plat́ı
x


xy

f(x; y) dxdy =
x


��

f(x(�; �); y(�; �))jdet JΦj d� d�;

kde JΦ je Jacobiho matice zobrazeńı Φ.
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Věta 9.11. ( substituce v trojném integrálu )

Necht’ 
��� � R
3 je otev̌rená mě̌ritelná množina a necht’ Φ : 
��� ! R

3 : (�; �; �) 7! (x; y; z) je prosté regulárńı
zobrazeńı na množinu 
xyz � R

3.

Jestliže funkce f : 
xyz ! R je spojitá na 
xyz, potom plat́ı
y


xyz

f(x; y; z) dxdy dz =
y


���

f(x(�; �; �); y(�; �; �); z(�; �; �))jdet JΦj d� d� d�;

kde JΦ je Jacobiho matice zobrazeńı Φ.


