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Kapitola 4. Prostor ¡s¿R¡sup¿n¡/sup¿¡/s¿
Definice 4.1. ( skalárńı součin, norma a metrika )

Necht’ �!x = (x1; : : : ; xn) 2 R
n a �!y = (y1; : : : ; yn) 2 R

n. Potom:

1. Skalárńı součin prvk̊u �!x a �!y je definován vztahem�
�!
x ;
�!
y
�
= �!

x � �!y = x1y1 + x2y2 + � � �+ xnyn =
nX

i=1

xiyi:

2. Euklidova norma prvku �!x je definována vztahem
�!x  =

r�
�!
x ;
�!
x
�
=
q
x21 + x22 + � � �+ x2n =

vuut nX
i=1

x2i :

3. Euklidova vzdálenost (metrika) prvk̊u �!x a �!y je definována vztahem

d
�
�!
x ;
�!
y
�
=
�!x ��!y

 :

Věta 4.2. ( Cauchy-Schwarzova nerovnost )

Pro všechna �!x ;
�!
y 2 Rn plat́ı �����!x ;

�!
y
���� � �!x  �!y  :

Věta 4.3. ( vlastnosti skalárńıho součinu, normy a metriky )

Necht’ �!x ;
�!
y ;
�!
z 2 Rn a � 2 R. Potom

1. pro skalárńı součin plat́ı:

(a)
�
�!
x ;
�!
x
�
� 0;

�
�!
x ;
�!
x
�
= 0 právě tehdy, když �!x = 0,

(b)
�
�!
x ;
�!
y
�
=
�
�!
y ;
�!
x
�

,

(c)
�
�!
x ;
�!
y +�!

z
�
=
�
�!
x ;
�!
y
�
+
�
�!
x ;
�!
z
�

,

(d)
�
�
�!
x ;
�!
y
�
= �

�
�!
x ;
�!
y
�

.

2. pro Euklidovu normu plat́ı:

(a)
�!x  � 0;

�!x  = 0 právě tehdy, když �!x = 0,

(b)
��!x  = j�j

�!x ,
(c)

�!x +�!
y
 � �!x + �!y .

3. a pro Euklidovu vzdálenost (metriku) plat́ı:

(a) d
�
�!
x ;
�!
y
�
� 0; d

�
�!
x ;
�!
y
�
= 0 právě tehdy, když �!x = �!

y ,

(b) d
�
�!
x ;
�!
y
�
= d

�
�!
y ;
�!
x
�

,

(c) d
�
�!
x ;
�!
z
�
� d

�
�!
x ;
�!
y
�
+ d

�
�!
y ;
�!
z
�

.
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Definice 4.4. ( posloupnost v Rn )

Posloupnost́ı bod̊u v Rn rozuḿıme zobrazeńı

N! R
n : k 7! �!

x k:

�
p���seme:

�
�!
x k

�
;

�
�!
x k

�+1
k=1

;
�
�!
x k; k 2 N

�
;

�
�!
x 1;

�!
x 2; : : : ;

�!
x k; : : :

�
;

�!
x k 2 R

n

�

Definice 4.5. ( omezená posloupnost v Rn )

Posloupnost (�!x k) bodů v Rn je omezená, pokud existuje konstanta c > 0 taková, že plat́ı

8k 2 N :
�!x k

 � c:

Definice 4.6. ( konvergentńı posloupnost v Rn )

Posloupnost (�!x k) bodů v Rn je konvergentńı v Rn, pokud

9�!x 2 Rn 8" > 0 9k0 2 N 8k 2 N : k > k0 )
�!x k �

�!
x
 < ":

�
p���seme: lim

k!+1

�!
x k = �!

x ;
�!
x k !

�!
x

�

Věta 4.7. ( konvergence po složkách )

Necht’ (�!x k) = ((xk;1; xk;2; : : : ; xk;n)) je posloupnost v Rn a necht’ �!x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 R
n. Potom

lim
k!+1

�!
x k = �!

x

právě tehdy, když
8j 2 (1; : : : ; n) : lim

k!+1
xk;j = xj:

Věta 4.8. ( algebra limit )

Necht’ (�!x k) a (�!y k) jsou posloupnosti bodů v Rn, � 2 R. Jestliže lim
k!+1

�!
x k = �!

x a lim
k!+1

�!
y k = �!

y , potom
plat́ı

1. lim
k!+1

(��!x k) = �
�!
x ,

2. lim
k!+1

(�!x k +
�!
y k) =

�!
x +�!

y ,

3. lim
k!+1

�
�!
x k;

�!
y k

�
=
�
�!
x ;
�!
y
�

.

Věta 4.9. ( Bolzano-Weierstrassova věta )

Každá omezená posloupnost (�!x k) v Rn obsahuje konvergentńı podposloupnost.


