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Kapitola 3. Fourierovy řady
Definice 3.1. ( ortogonálńı a trigonometrický systém funkćı )

1. Necht’ (fn) je posloupnost funkćı definovaných na omezeném intervalu (a; b), které jsou integrovatelné
s kvadrátem na ha; bi. Ř́ıkáme, že posloupnost (fn) tvǒŕı ortogonálńı systém funkćı na ha; bi, jestliže
pro všechna m;n 2 N, m 6= n, plat́ı Z

b

a

fm(x)fn(x) dx = 0:

2. Funkčńı posloupnost (1; cos!x; sin!x; cos 2!x; sin 2!x; : : : ; cosn!x; sinn!x; : : : ), kde ! =
2�

T
, T >

0, se nazývá trigonometrický systém funkćı.

Věta 3.2. ( o ortogonalitě trigonometrického systému funkćı )

Trigonometrický systém funkćı je ortogonálńı na libovolném intervalu délky T =
2�

!
.

Definice 3.3. ( trigonometrický polynom a trigonometrická řada )

Trigonometrický polynom stupně nejvýše n, n 2 N0, je funkce tvaru

sn(x) =
a0

2
+

nX
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x); x 2 R;

kde a0; ak; bk 2 R (k = 1; 2; : : : ; n).

Trigonometrická řada s periodou T =
2�

!
se nazývá funkčńı řada tvaru

a0

2
+

+1X
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x); x 2 R:

Reálná č́ısla a0; ak; bk (k = 1; 2; : : : ) se nazývaj́ı koeficienty trigonometrické řady.
Speciálně:

1. kosinová trigonometrická řada je trigonometrická řada tvaru (bk = 0, k = 1; 2; : : : )
a0

2
+

+1X
k=1

ak cos k!x; x 2 R;

2. sinová trigonometrická řada je trigonometrická řada tvaru (ak = 0, k = 0; 1; 2; : : : )
+1X
k=1

bk sin k!x; x 2 R:
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Věta 3.4. ( o periodicitě součtové funkce )

Jestliže trigonometrická řada

a0

2
+

+1X
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x); x 2 R;

konverguje na nějakém základńım intervalu periodicity délky T =
2�

!
, potom je konvergentńı na celém R a jej́ı

součtová funkce
s(x) = lim

n!+1
sn(x); x 2 R;

je funkce periodická se základńı periodou T =
2�

!
.

Věta 3.5. ( o koeficientech trigonometrické řady )

Jestliže trigonometrická řada

a0

2
+

+1X
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x); x 2 R;

konverguje stejnoměrně na R a s je jej́ı součtová funkce, potom koeficienty a0; ak; bk (k = 1; 2; : : : ) této
trigonometrické řady jsou jednoznačně určeny vzorci

a0 =
2

T

Z
�+T

�

s(x) dx;

ak =
2

T

Z
�+T

�

s(x) cos k!x dx; k = 1; 2; : : : ;

bk =
2

T

Z
�+T

�

s(x) sin k!x dx; k = 1; 2; : : : ;

kde � 2 R a ! =
2�

T
.
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Definice 3.6. ( Fourierova řada )

Necht’ f je periodická funkce se základńı periodou T , integrovatelná na intervalu periodicity h�;�+ T i, � 2 R.
Potom trigonometrická řada

a0

2
+

+1X
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x); x 2 R;

kde

a0 =
2

T

Z
�+T

�

f(x) dx;

ak =
2

T

Z
�+T

�

f(x) cos k!x dx; k = 1; 2; : : : ;

bk =
2

T

Z
�+T

�

f(x) sin k!x dx; k = 1; 2; : : : ;

se nazývá Fourierova řada funkce f . Koeficienty ak, bk této řady se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty.
�
p���seme: f(x) �

a0

2
+

+1X
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x); ! =
2�

T

�

Věta 3.7. ( o koeficientech Fourierovy řady sudé / liché funkce )

1. Pro Fourierovy koeficienty sud�e periodické funkce f se základńı periodou T = 2l, l > 0, integrovatelné
na intervalu periodicity délky T , plat́ı

a0 = 2

l

R
l

0 f(x) dx;

ak = 2

l

R
l

0 f(x) cos k!x dx; k = 1; 2; : : : ;

bk = 0; k = 1; 2; : : : :

Fourierova řada sud�e periodické funkce f je tedy kosinov�a trigonometrická řada

f(x) �
a0

2
+

+1X
k=1

ak cos k!x; ! =
2�

T
=

�

l
:

2. Pro Fourierovy koeficienty lich�e periodické funkce f se základńı periodou T = 2l, l > 0, integrovatelné
na intervalu periodicity délky T , plat́ı

ak = 0; k = 0; 1; 2; : : : ;

bk = 2

l

R
l

0 f(x) sin k!x dx; k = 1; 2; : : : :

Fourierova řada lich�e periodické funkce f je tedy sinov�a trigonometrická řada

f(x) �
+1X
k=1

bk sin k!x; ! =
2�

T
=

�

l
:

Definice 3.8. ( po částech hladká funkce )

Ř́ıkáme, že funkce f je po částech hladká na intervalu ha; bi, pokud je na něm po částech spojitá spolu se
svou derivaćı f 0.
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Věta 3.9. ( 1. kritérium bodové konvergence Fourierovy řady )

Je-li periodická funkce f se základńı periodou T po částech hladká na intervalu periodicity ha; a + T i, a 2 R,
potom Fourierova řada funkce f je konvergentńı na R a pro jej́ı součtovou funkci s plat́ı

1. sn(x)! s(x) = f(x) v každém bodě x, ve kterém je funkce f spojitá,

2. sn(x)! s(x) = 1

2
[f(x+) + f(x�)] v každém bodě x nespojitosti nejvýše prvńıho druhu funkce f .

Věta 3.10. ( 2. kritérium bodové konvergence Fourierovy řady )

Necht’ periodická funkce f se základńı periodou T splňuje na intervalu periodicity ha; a+ T i, a 2 R,
tzv. Dirichletovy podḿınky:

1. f je po částech spojitá na ha; a+ T i,

2. f má nejvýše konečný počet ostrých lokálńıch extrémů na ha; a+ T i.

Potom Fourierova řada funkce f je konvergentńı na R a pro jej́ı součtovou funkci s plat́ı

1. sn(x)! s(x) = f(x) v každém bodě x, ve kterém je funkce f spojitá,

2. sn(x)! s(x) = 1

2
[f(x+) + f(x�)] v každém bodě x nespojitosti nejvýše prvńıho druhu funkce f .

Věta 3.11. ( kritérium stejnoměrné konvergence Fourierovy řady )

Je-li periodická funkce f se základńı periodou T spojitá na intervalu periodicity ha; a+ T i, a 2 R, a má-li f na
tomto intervalu po částech spojitou derivaci f 0, potom Fourierova řada funkce f je stejnoměrně konvergentńı na
R k funkci f , tj. pro jej́ı součtovou funkci s plat́ı

sn
R

� s a 8x 2 R : s(x) = f(x):

Definice 3.12. ( Fourier̊uv rozvoj )

Ř́ıkáme, že periodickou funkci f rozv́ıj́ıme ve Fourierovu řadu, pokud urč́ıme Fourierovu řadu funkce f ,
která konverguje na R a pro každé x 2 R plat́ı

1

2
[f(x+) + f(x�)] =

a0

2
+

+1X
k=1

(ak cos k!x+ bk sin k!x);

kde ak a bk jsou Fourierovy koeficienty. Fourierově řadě potom ř́ıkáme Fourier̊uv rozvoj dané periodické funkce.


