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Kapitola 2. Mocninné řady
Definice 2.1. ( mocninná řada )

Mocninnou řadou nazýváme funkčńı řadu tvaru

+1X
n=0

an(x� x0)
n = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)

2 + � � �+ an(x� x0)
n + � � � ;

kde x 2 R je proměnná, x0; a0; a1; : : : ; an; : : : jsou reálná č́ısla.
Č́ıslo x0 se nazývá sťred mocninné řady. Č́ısla an se nazývaj́ı koeficienty mocninné řady.

Věta 2.2. ( Abelova věta o absolutńı konvergenci )

Je-li mocninná řada
+1P
n=0

an(x� x0)
n konvergentńı v některém bodě x1 6= x0, potom řada konverguje absolutně

ve všech bodech x 2 R, pro které plat́ı

jx� x0j < %; kde % := jx1 � x0j;

tj. v bodech x 2 U(x0; %) = (x0 � %; x0 + %).

Definice 2.3. ( poloměr konvergence )

Č́ıslo
R := sup

�
% = jx� x0j 2 R

+
0 :

+1P
n=0

an(x� x0)
n konverguje

�

se nazývá poloměr konvergence mocninné řady
+1P
n=0

an(x� x0)
n.

Interval Jk = (x0 �R; x0 +R) se nazývá interval konvergence mocninné řady.

Věta 2.4. ( o poloměru konvergence )

Pro mocninnou řadu
+1P
n=0

an(x� x0)
n označme l := lim sup

n!+1

n

q
janj. Potom pro jej́ı poloměr konvergence R plat́ı

R =

8>>>><
>>>>:

0 pro l = +1;

1

l
pro l 2 (0;+1);

+1 pro l = 0:

�
speci�aln�e: l = lim

n!+1

����an+1an

���� ; resp. l = lim
n!+1

n

q
janj

�

Věta 2.5. ( Abelova věta o stejnoměrné konvergenci )

Každá mocninná řada konverguje stejnoměrně na každém uzav̌reném intervalu ha; bi, který je podmnožinou
jej́ıho oboru konvergence K.
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KMA/M2
31.o8.2o11

Věta 2.6. ( Abelova věta o spojitosti součtové funkce )

Součtová funkce mocninné řady je spojitá na svém oboru konvergence K.

Věta 2.7. ( operace s mocninnými řadami )

1. Součet a rozd́ıl mocninných řad:
+1X
n=0

an(x� x0)
n �

+1X
n=0

bn(x� x0)
n =

+1X
n=0

(an � bn)(x� x0)
n;

2. k-násobek mocninné řady, k 2 R:

k �
+1X
n=0

an(x� x0)
n =

+1X
n=0

kan(x� x0)
n;

3. (Cauchẙuv) součin mocninných řad:
+1X
n=0

an(x� x0)
n �

+1X
n=0

bn(x� x0)
n =

+1X
n=0

cn(x� x0)
n;

kde cn = a0bn + a1bn�1 + � � �+ anb0.

Věta 2.8. ( o integrováńı mocninné řady )

Necht’ mocninná řada
+1P
n=0

an(x�x0)
n má poloměr konvergence R > 0 a necht’ s = s(x) je jej́ı součtová funkce.

Potom pro každé x 2 Jk = (x0 �R; x0 +R) plat́ı
xZ

x0

s(t) dt =

xZ
x0

"
+1X
n=0

an(t� x0)
n

#
dt =

+1X
n=0

xZ
x0

an(t� x0)
n dt =

+1X
n=0

an

n+ 1
(x� x0)

n+1:

Věta 2.9. ( o derivováńı mocninné řady )

Necht’ mocninná řada
+1P
n=0

an(x�x0)
n má poloměr konvergence R > 0 a necht’ s = s(x) je jej́ı součtová funkce.

Potom pro každé x 2 Jk = (x0 �R; x0 +R) plat́ı

s0(x) =

"
+1X
n=0

an(x� x0)
n

#0
=

+1X
n=0

[an(x� x0)
n]0 =

+1X
n=1

nan(x� x0)
n�1:

Věta 2.10. ( mocninný rozvoj )

Ř́ıkáme, že funkci f lze rozvinout v mocninnou řadu se sťredem v bodě x0, pokud existuje mocninná řada
+1P
n=0

an(x � x0)
n s poloměrem konvergence R > 0 tak, že jej́ı součtová funkce s je rovna funkci f na nějakém

okoĺı U(x0), tj.
s(x) = f(x); x 2 U(x0) \ Jk = (x0 �R; x0 +R):

Tato mocninná řada se nazývá mocninný rozvoj funkce f se sťredem v bodě x0.
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KMA/M2
31.o8.2o11

Věta 2.11. ( o koeficientech mocninného rozvoje )

Je-li funkce f rozvinutelná v mocninnou řadu
+1P
n=0

an(x� x0)
n se sťredem v bodě x0,

potom koeficienty an, n 2 N0, tohoto rozvoje jsou jednoznačně určeny

8n 2 N0 : an =
f (n)(x0)

n!
:

Definice 2.12. ( Taylorova a Maclaurinova řada )

Mocninná řada se sťredem v bodě x0 ve tvaru
+1X
k=0

f (k)(x0)

k!
(x� x0)

k = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + � � �+
f (n)(x0)

n!
(x� x0)

n + � � �

se nazývá Taylorova řada funkce f se sťredem v bodě x0 a jej́ı koeficienty jsou Taylorovy koeficienty.
Speciálně pro x0 = 0 se řada nazývá Maclaurinova řada.

Věta 2.13. ( Taylorova věta )

Necht’ funkce f má na nějakém okoĺı U(x0) bodu x0 derivace až do řádu n+ 1 včetně, n 2 N0.
Potom pro každý bod x 2 U(x0) plat́ı Taylor̊uv vzorec

f(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + � � �+
f (n)

n!
(x� x0)

n +Rn(x);

p̌ričemž zbytek Rn(x) v Taylorově vzorci lze vyjáďrit v následuj́ıćıch tvarech:

1. Lagrange̊uv tvar zbytku je dán vzorcem

Rn(x) =
f (n+1)(�)

(n+ 1)!
(x� x0)

n+1;

kde � je vhodný bod lež́ıćı mezi x a x0;

2. Cauchẙuv tvar zbytku je dán vzorcem

Rn(x) =
f (n+1)(�)

n!
(x� �)n(x� x0);

kde � je vhodný bod lež́ıćı mezi x a x0;

3. integrálńı tvar zbytku je dán vzorcem

Rn(x) =
1

n!

Z x

x0

(x� t)nf (n+1)(t) dt:
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Věta 2.14. ( nutná a postačuj́ıćı podḿınka konvergence Taylorovy řady )

Necht’ funkce f má derivace všech řádů na nějakém okoĺı U(x0) bodu x0.
Potom pro x 2 U(x0) konverguje Taylorova řada funkce f k funkčńı hodnotě f(x), tj. je

f(x) =
+1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x� x0)

n; x 2 U(x0);

právě tehdy, když pro toto x 2 U(x0) plat́ı
lim

n!+1
Rn(x) = 0:

Definice 2.15. ( analytická funkce )

Ř́ıkáme, že funkce f je analytická v bodě x0, pokud jej́ı Taylorova řada se sťredem v bodě x0 konverguje k f

na nějakém okoĺı x0. Taylorově řadě potom ř́ıkáme Taylor̊uv rozvoj funkce f se sťredem v bodě x0.

Věta 2.16. ( postačuj́ıćı podḿınka analytičnosti )

Necht’ funkce f má na nějakém okoĺı U(x0) bodu x0 derivace všech řádů.
Pokud existuje č́ıslo M > 0 takové, že pro všechna x 2 U(x0) a pro všechna n 2 N0 plat́ı���f (n)(x)��� �M;

potom f je analytická v bodě x0.
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Věta 2.17. ( základńı Maclaurinovy rozvoje )

1

1� x
=

+1X
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + : : : ; x 2 (�1; 1);

(1 + x)p =
+1X
n=0

�
p

n

�
xn = 1 + px+

p(p� 1)

2!
x2 + : : : ; x 2 (�1; 1); p 2 R;

ex =
+1X
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ : : : ; x 2 R;

ln(1 + x) =
+1X
n=0

(�1)n
xn+1

n+ 1
= x�

x2

2
+
x3

3
�
x4

4
+ : : : ; x 2 (�1; 1i;

sinx =
+1X
n=0

(�1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
= x�

x3

3!
+
x5

5!
�
x7

7!
+ : : : ; x 2 R;

cosx =
+1X
n=0

(�1)n
x2n

(2n)!
= 1�

x2

2!
+
x4

4!
�
x6

6!
+ : : : ; x 2 R;

arcsinx =
+1X
n=0

[(2n� 1)!!]2x2n+1

(2n+ 1)!
= x+

x3

6
+

3x5

40
+

5x7

112
+ : : : ; x 2 h�1; 1i;

arctg x =
+1X
n=0

(�1)n
x2n+1

2n+ 1
= x�

x3

3
+
x5

5
�
x7

7
+ : : : ; x 2 h�1; 1i;

sinhx =
+1X
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ : : : ; x 2 R;

coshx =
+1X
n=0

x2n

(2n)!
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+
x6

6!
+ : : : ; x 2 R;

argsinhx =
+1X
n=0

(�1)n
[(2n� 1)!!]2x2n+1

(2n+ 1)!
= x�

x3

6
+

3x5

40
�

5x7

112
+ : : : ; x 2 h�1; 1i;

argtghx =
+1X
n=0

x2n+1

2n+ 1
= x+

x3

3
+
x5

5
+
x7

7
+ : : : ; x 2 (�1; 1):


