
Kapitola 7.

Derivace

Definice 7.1. ( derivace a diferenciál )

1. Řekneme, že funkce f definovaná na okoĺı U(x0) má v bodě x0 derivaci (je derivovatelná), existuje-li
konečná limita

lim
x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

= lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h
= f ′(x0) = f ′(x)|x=x0

.

Této limitě ř́ıkáme derivace funkce f v bodě x0.

Neńı-li tato limita konečná nebo neexistuje-li, ř́ıkáme, že funkce f nemá v bodě x0 derivaci. V p̌ŕıpadě
jednostranné limity hovǒŕıme o jednostranné derivaci.

2. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 diferenciál (je diferencovatelná), existuje-li č́ıslo A a funkce ω(h) ≡
ω(x − x0) taková, že plat́ı

f(x0 + h) − f(x0) = A · h + ω(h), lim
h→0

ω(h)

h
= 0.

Č́ıslo A je derivace funkce f v bodě x0 a lineárńı funkci Ah proměnné h ř́ıkáme
diferenciál funkce f v bodě x0 a ṕı̌seme

df(x0, h) = Ah = f ′(x0)h .

Věta 7.2. ( derivovatelnost a diferencovatelnost )

Funkce f je v bodě x0 derivovatelná právě tehdy, když je v tomto bodě diferencovatelná.

Věta 7.3. ( diferencovatelnost a spojitost )

Je-li funkce f diferencovatelná v bodě x0, je v tomto bodě spojitá.



Věta 7.4. ( pravidla derivováńı a diferencováńı )

Necht’ funkce f a g jsou diferencovatelné v bodě x0. Potom jsou v tomto bodě diferencovatelné i funkce

cf, f ± g, f · g,

a pokud g(x0) 6= 0, pak i funkce
f

g
.

Plat́ı:

1. (cf)′ = cf ′, c je konst., d(cf) = c df ,

2. (f ± g)′ = f ′ + g′, d(f ± g) = df ± dg,

3. (fg)′ = f ′g + fg′, d(fg) = f dg + g df ,

4.
(

f

g

)

′

= f ′g−fg′

g2 , d
(

f

g

)

= g df−f dg

g2 .

Věta 7.5. ( derivace složené funkce )

Mějme složenou funkci F (x) = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) a necht’ existuj́ı derivace f ′(x0) a g′(y0), kde y0 = f(x0).
Potom existuje derivace F ′(x0) = [g(f(x))]′x=x0

a plat́ı

F ′(x0) = g′(y0)f
′(x0).

Věta 7.6. ( derivace inverzńı funkce )

Necht’ diferencovatelná funkce f : I → H je prostá v I a necht’ ∀x ∈ I je f ′(x) 6= 0. Potom inverzńı funkce
f−1 je také diferencovatelná a plat́ı

[f−1(y)]′ =
1

[f(x)]′
,

kde
y = f(x), x ∈ I, x = f−1(y), y ∈ H .

Tedy pro všechna x ∈ D(f−1) plat́ı

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
.

Definice 7.7. ( hladká funkce )

Ř́ıkáme, že funkce f je spojitě diferencovatelná v otev̌reném intervalu I (tzv. hladká funkce), je-li funkce f ′

spojitá v I, tj. plat́ı:
lim

x→x0

f ′(x) = f ′(x0), pro každé x0 ∈ I.

Věta 7.9. ( Fermatova nutná podḿınka existence extrému )

Jestliže funkce f nabývá v bodě x0 svého lokálńıho extrému a existuje f ′(x0), potom f ′(x0) = 0.



Věta 7.10. ( Rolleova věta o sťredńı hodnotě )

Předpokládáme, že funkce f

1. je spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉,

2. je diferencovatelná na otev̌reném intervalu (a, b),

3. plat́ı f(a) = f(b).

Potom existuje aspoň jeden bod ξ ∈ (a, b) takový, že f ′(ξ) = 0.

Věta 7.11. ( Lagrangeova věta o sťredńı hodnotě )

Předpokládáme, že funkce f

1. je spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉,

2. je diferencovatelná na otev̌reném intervalu (a, b).

Potom existuje aspoň jeden bod ξ ∈ (a, b) takový, že plat́ı

f(b) − f(a) = f ′(ξ)(b − a).

Věta 7.12. ( Cauchyova zobecněná věta o sťredńı hodnotě )

Předpokládejme, že funkce f a g jsou

1. spojité na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉,

2. diferencovatelné na otev̌reném intervalu (a, b),

3. g′(x) 6= 0 pro všechna x ∈ (a, b).

Potom existuje alespoň jeden bod ξ ∈ (a, b) takový, že plat́ı

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)
, g(a) 6= g(b).



7.100. NÁHLEDY . . .

Definice 7.101. ( stacionárńı bod )

Stacionárńım bodem funkce f(x) nazveme každý bod x0 definičńıho oboru, ve kterém plat́ı: f ′(x0) = 0.


