
Kapitola 6.

Spojitost

Definice 6.1. ( spojitost v bodě )

Funkce f : D(f) → R je spojitá v bodě x0 ∈ D(f) (spojitost definujeme v bodě definičńıho oboru), když
existuje lim

x→x0

f(x) a plat́ı

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Je-li x0 izolovaný bod definičńıho oboru funkce f , považujeme funkci f v tomto bodě za spojitou.

Podḿınku spojitosti ṕı̌seme také takto:

lim
x→x0

[f(x) − f(x0)] = 0, nebo lim
h→0

[f(x0 + h) − f(x0)] = 0,

kde h = x − x0.

Je-li f(x0−) = f(x0), ř́ıkáme, že f je spojitá zleva v bodě x0. Je-li f(x0+) = f(x0), ř́ıkáme, že f je
spojitá zprava v bodě x0.

Věta 6.2. ( kritéria spojitosti )

1. Cauchy: Funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ D(f) právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀x ∈ D(f) : |x − x0| < δ(ε) ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε.

2. Heine: Funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ D(f) právě tehdy, když pro každou posloupnost {xn}, xn ∈ D(f),
xn → x0, xn 6= x0, posloupnost {f(xn)} konverguje k f(x0).

3. topologické: Funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ D(f) právě tehdy, když

∀U(f(x0), ε) ∃U(x0, δ) ∀x ∈ D(f) : x ∈ U(x0, δ) ⇒ f(x) ∈ U(f(x0), ε).

4. Funkce f je spojitá ve vniťrńım bodě x0 ∈ D(f) právě tehdy, když existuj́ı konečné limity f(x0−), f(x0+)
a plat́ı f(x0−) = f(x0) = f(x0+).



Definice 6.3. ( body nespojitosti )

Necht’ f je definována v nějakém prstencovém okoĺı P (x0) hromadného bodu x0 definičńıho oboru (p̌ripoušt́ıme
x0 6∈ D(f), avšak P (x0) ⊂ D(f)).

Bod x0 se nazývá bodem nespojitosti funkce f , jestliže bud’ f neńı v x0 definována, nebo je v něm definována,
ale neńı v něm spojitá.

Specálně, bod x0 je

1. bod odstranitelné nespojitosti, když

f(x0+) = f(x0−) 6= f(x0);

2. bod nespojitosti 1. druhu, když
f(x0+) 6= f(x0−);

č́ıslo f(x0+) − f(x0−) se nazývá skok funkce f v bodě x0;

3. bod nespojitosti 2. druhu, když alespoň jedna z limit f(x0+), f(x0−) neexistuje (včetně p̌ŕıpadu
f(x0±) = ±∞).

Věta 6.4. ( algebraické operace se spojitými funkcemi )

Necht’ funkce f a g maj́ı stejný definičńı obor D a jsou spojité v bodě x0 ∈ D. Potom jsou v bodě x0 spojité
také funkce

f ± g, fg, |f |.

Pokud nav́ıc ∀x ∈ D plat́ı g(x) 6= 0, je v bodě x0 spojitá i funkce
f

g
.

Věta 6.5. ( spojitost složené funkce )

Necht’ f je spojitá v bodě x0 a necht’ g je spojitá v bodě y0 = f(x0). Potom superpozice g ◦ f : x 7→ g(f(x))
je spojitá v bodě x0.

Věta 6.6. ( lokálńı omezenost spojité funkce )

Je-li funkce f spojitá v bodě x0 ∈ D(f), potom existuje okoĺı U(x0) bodu x0, v němž je funkce f omezená.

Věta 6.7. ( o zachováńı znaménka )

Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ D(f) a necht’ f(x0) 6= 0. Potom existuje okoĺı bodu x0 takové, že

sgn f(x) = sgn f(x0)

pro všechna x z tohoto okoĺı.

Definice 6.8. ( spojitost v uzav̌reném intervalu )

Funkce f je spojitá v uzav̌reném intervalu 〈a, b〉, je-li spojitá v každém vniťrńım bodě x0 ∈ (a, b) a v bodě a je
spojitá zprava a v bodě b je spojitá zleva.



Věta 6.9. ( Cauchyova věta o nulové hodnotě )

Necht’ funkce f je spojitá v uzav̌reném intervalu 〈a, b〉 a plat́ı f(a)f(b) < 0 (tj. f(a), f(b) maj́ı opačná
znaménka). Potom existuje takové ξ ∈ (a, b), že f(ξ) = 0.

Věta 6.10. ( Weierstrassova věta o nabýváńı minima a maxima )

Funkce spojitá na uzav̌reném intervalu zde nabývá svého globálńıho minima a maxima.

Věta 6.11. ( )

1. Je-li funkce f osťre monotónńı v intervalu I a je-li f(I) (obraz intervalu I) interval, potom f je spojitá
v I. (Postačuj́ıćı podḿınka spojitosti.)

2. Je-li f spojitá v intervalu I (nemuśı být uzav̌rený), potom množina f(I) je jednobodová nebo interval.
Obrácené tvrzeńı ale neplat́ı!

3. Je-li f spojitá a prostá v uzav̌reném intervalu I, potom inverzńı funkce f−1 je také spojitá a osťre
monotónńı v f(I).

4. Monotónńı funkce má v otev̌reném intervalu I nejvýše spočetně mnoho bodů nespojitosti a jsou to body
nespojitosti 1. druhu. (Monotónńı funkce nemůže ḿıt body nespojitosti 2. druhu.)

Definice 6.12. ( spojitost na množině )

Funkce f : I → R je spojitá na množině I ⊂ R, je-li spojitá v každém bodě x ∈ I (v p̌ŕıpadných hraničńıch
bodech jednostranně), tj.

∀x ∈ I ∀ε > 0 ∃δ(x, ε) > 0 ∀x′ ∈ I : |x′ − x| < δ(x, ε) ⇒ |f(x′) − f(x)| < ε.

Definice 6.13. ( stejnoměrná spojitost )

Funkce f : I → R je stejnoměrně spojitá na množině I ⊂ R, když

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀x ∈ I ∀x′ ∈ I : |x′ − x| < δ(ε) ⇒ |f(x′) − f(x)| < ε.

Lemma 6.14. ( )

Je-li funkce f stejnoměrně spojitá na množině I, pak je na množině I spojitá.

Věta 6.15. ( Cantorova )

Je-li funkce f spojitá na uzav̌reném intervalu I ⊂ D(f), potom je stejnoměrně spojitá na tomto intervalu.



6.100. NÁHLEDY . . .


