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Kapitola 7. Integraly - neurcité

Karta 7.0." ( karta - neurdité integraly )
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Definice 7.1. ( PRIMITIVNI FUNKCE )

Necht jsou funkce f a F' definované na intervalu (a, b).

Rekneme, ¥e F je primitivni funkci k funkci f, jestlize

F'(z) = f(z), Vz € (a,b).

Véta 7.2. ( existence primitivni funkce )

Ke kazdé funkci f, spojité na intervalu (a, b), existuje na tomto intervalu primitivni funkce F'.

Véta 7.3. ( vlastnosti primitivni funkce )

Necht F' je primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b).

Potom:
1. Funkce F' je na (a,b) spojita. (dokonce diferencovalend ;)
2. Kazda funkce G(z) = F(z) + C, kde C je redlna konstanta, je také primitivni funkei k f na (a,b).

3. Kazdou primitivni funkci k f na (a, b) |ze zapsat ve tvaru F(z) + C, kde C je redlna konstanta.

Definice 7.4. ( NEURCITY INTEGRAL )

Neurcitym integralem funkce f na intervalu (a, b)

nazveme mnozinu viech primitivnich funkci k funkci f na (a,b), kterou znaéime

/f(m) dz = {F(ZE) + C; C € R, F(z) je primitivni funkce k f(:z:)}

( proces hleddni F' nazyvdme integrovdni a pripoustime zdpis: /f(:z:) dz=F(z)+C, CE€eR )

Véta 7.6. ( integrace souttu, rozdilu a nasobku )

Necht jsou funkce f a g spojité na intervalu (a, b).

Potom na tomto intervalu plati:

[ f@)tg@) de = [f(2)ds £ [g(c) da

/ a- f(z) dz = a~/f(:r) dz ( kde a # 0 je redlnd konstanta )

Véta 7.7. ( integrace soucinu (jijper partesj/ii) )

Pro funkce u a v, které maji na intervalu (a, b) spojité prvni derivace u’ a v/, plati:

/u(:z:)'u’(:r) dz = u(z)v(z) — /u'(a:)'u(:z:) dz.
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Véta 7.9. ( integrace substituci )

Necht a) funkce f je spojitd na intervalu (a, b)
b) funkce ¢ méa spojitou prvni derivaci ¢’ na intervalu (e, )
c) H(p) C (a,b).

Potom pro z € (a,b) at € (o, B) plati:

[1Gee=| 2 = 59 |- [ 1(ew) - vyt

z
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Karta 7.10. ( ... integraly typu R(e) )

Forméalné uvazujme racionalni lomené funkce (podil polynomii)

P(z) P(z,y)
R(z) = —=, resp. R(z,y) = ——=~
@ =@ @Y= 06,
* Integraly typu /R(m)d:z:
Funkci R(z) rozlozime na souéet parcidlnach zlomki:
A A Az + B Az + B
T — o (z — zo)*’ 2 +pz+q’ (z2 + pz + q)*’

kde A, B, zy, p, q jsou redlnd &isla (p> —4¢<0)ak=2,3,4,....

x Integraly typu /R( e”)dz
volime substituci: ¢ = e*, dt = e* dz.

d
x Integraly typu /R( lnzz:)?m

volime substituci: t = Inz, dt = %dm.

* Integraly typu /R(sin z,cosz) dz

; ' . . g L z .
volime bud pracnou za to vSak univerzalni substituci: tg 5= t, kde nahrazujeme:

1-—t2 2t 2
cost=-——-, sinz=-—-, dz= dt,
14 t2 142 14 t2
nebo méné pracné, ale také méné univerzalni substituce:
a) t=tgz <= R(-sinz, —cosz) = R(sinz, cosz)
b) t=cosz <= R(-—sinz, cosz) = —R(sinz, cosz)
c) t=sinz < R( sinz, —cosz) = —R(sinz, cosz)
laz + b
x Integraly t /R z,{|—— | dz
graly typu ( C:E—f—d)
az +b dat™ — b

¢ili z =

volime substituci: " = ——, }
cz +d a — ct?
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Karta 7.11. ( ... raciondlni lomena funkce )
P.(z i &
Integrujeme (2) dz = ... kde Pr(z) J_e PEI e stupnevm,
Qn(z) Qn(z) je polynom stupné n.

1. Pokud je m > m, délime polynom P,,(z) polynomem Q,(z)

P.(z R.(z
( ) _ M(ZE) + k( )

Qn(z) Qn(z)
2. M(z) je polynom, ktery snadno integrujeme.
3. Protoze k < n, rozlozime % na parcialni zlomky.

Existuji pravé 4 typy parcidlnich zlomka (tj. zadné jiné)
A A Az + B Az + B
T—zo (z — zo)*’ 2 +pz+q’ (22 + pz + q)F’

kde A, B, o, p, q jsou redlnd &isla (p> —4¢g<0)ak=2,3,4,....

(a) reélny kofen o nasobnosti jedna:
A
/ dz = Aln|z — 20| +C, CER.
T — o

(b) reélny kofen zy nasobnosti k:
A A 1

—k (z—zo)k?

(c) komplexné sdruzené kofeny nasobnosti jedna:
Az + B A 2B — Ap 2z +p
———— dz=_"In|r*+pr+q/+ ———arctg| ———— | +C, CER
/m2+p:z:+q 2 | P td V4q — p? V4q — p?

(d) komplexné sdruzené kofeny nasobnosti k: (s vyuZitim rekurentnich vzorci)
Az + B A 2z +p (B Ap) 1

(@2 +pz+q) 2 (2’ +pz+9) (22 + pz + q)F
a tedy:
2z +p 1 1
dz = +C, CEeR.
/($2+pm+q)k 1—k (22 +pz + g)*!

1 1 2T + p 1
bl = +(4k—6 / Sl
(22 + pz + q)* (k—1)(4q — p?) <w2 +pz+q ( ) (22 + pz + g)*? >

symbolicky lze strukturu vypocltu naznadit takto ...

Pm(m) . Ry (z) .
[ ooy 4z = [ M(z) + oo dz =

_ A A Az+B Az+B _
= [M(z )dm+fmAmo RCEDL + ipatq T g2+;§c+q)k g = Ao B
JM(z)dz + [ 5 de+ [ goopde + [ 0 42 + [ e e 42

.. priéemZ cilem bylo problem osvetlzt a zdroven mikoho nevydésit ;)
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Karta 7.12. ( ... rizné )

*x zajimava uziti per partes

1. K hledani primitivnich funkci k funkcim typu:
n kz

z"e™, z"lnz, z"coswz, z"sinwz, z"arcsinz, z"arccosc,

Lze odvodit i takové krasné (inZenyrské) vzorce jako:

e**(wsin wz + o coswz
/e"‘z coswe dz = ( 5 5 ) +C,
as( a4 w )
) e**(asin Wz — w Ccos W
/e"""smwa: dr = 5 5 +C, CeR.
ot 4w

2. Odvozeni rekurentnich formuli integrovanim per partes pro n > 1:

Jnt2 = gpcos”tlzsing + 207, kde J, = /cos”mda:,
Jniz = —5sin"zcosz 4+ 1T, kde J, = /sin”:z:d:z:,
dz
_ 1 _
s = g (@it @r-D5), ke L= [T

x Integraly typu / cos mz cos nz dz, / sin mz cos nz dz, / sin mz sin nz dz.

S vyuzitim znamych souctovych vzorci:

/( cos(m + n)z + cos(m — n)z ) dz,
/( sin(m + n)z + sin(m — n)z ) dz,

< —cos(m + n)z + cos(m — n)z ) dz.

/ cosmzcosnz dr =

/ sinmzcosnz dr =

N | N | RN | =

/sin mzsinnz dr =

* Integraly typu /coszazda:, /sin2$d$

Jinak nezajimavé, ale pravé zde mimoradné uzitecné souctové vzorce:

. 9 1 cos2z 5 1 cos2z
sin“z = - — ) cos’z = - + :
2 2 2 2

7.100. NAHLEDY ...




