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Kapitola 7. Integrály - neurčité
Karta 7.0.’ ( karta - neurčité integrály )

1:
Z
xa dx =

xa+1

�+ 1
+ C;

8><
>:
x 2 R; a 2 N;
x 6= 0; a 2 Z; a 6= �1;

x > 0; a 2 R; a 6= �1;

2:
Z 1

x
dx = ln jxj+ C; x 6= 0;

3:
Z
ex dx = ex + C; x 2 R;

4:
Z
ax dx =

ax

ln a
+ C; x 2 R; a 6= 1; a > 0;

5:
Z

sinxdx = � cosx+ C; x 2 R;

6:
Z

cosxdx = sinx+ C; x 2 R;

7:
Z 1

cos2 x
dx = tg x+ C; x 6= (2k + 1)�

2
; k 2 Z;

8:
Z 1

sin2 x
dx = � cotg x+ C; x 6= k�; k 2 Z;

9:
Z 1p

1� x2
dx = arcsinx+ C; x 2 (�1; 1);

10:
Z 1

1 + x2
dx = arctg x+ C; x 2 R;

11:
Z

sinhxdx = coshx+ C; x 2 R;

12:
Z

coshxdx = sinhx+ C; x 2 R;

13:
Z 1

cosh2 x
dx = tghx+ C; x 2 R;

14:
Z 1

sinh2 x
dx = � cotghx+ C; x 2 Rnf0g;

15:
Z 1p

x2 � 1
dx = argcoshx+ C; x 2 (1;+1);

16:
Z 1p

1 + x2
dx = argsinhx+ C; x 2 R;

100:
Z
f 0(x)

f(x)
dx = ln jf(x)j+ C; x 2 R n fx : f(x) = 0g;

101:
Z
f 0(x) dx = f(x) + C;

�Z
f(x) dx

�
0

= f(x):



Holubová, Matas
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Definice 7.1. ( PRIMITIVNÍ FUNKCE )

Necht’ jsou funkce f a F definované na intervalu (a; b).
Řekneme, že F je primitivńı funkćı k funkci f , jestliže

F 0(x) = f(x); 8x 2 (a; b):

Věta 7.2. ( existence primitivńı funkce )

Ke každé funkci f , spojité na intervalu (a; b), existuje na tomto intervalu primitivńı funkce F .

Věta 7.3. ( vlastnosti primitivńı funkce )

Necht’ F je primitivńı funkćı k funkci f na intervalu (a; b).
Potom:

1. Funkce F je na (a; b) spojitá. (dokonce diferencovalen�a ;)

2. Každá funkce G(x) = F (x) + C, kde C je reálná konstanta, je také primitivńı funkćı k f na (a; b).

3. Každou primitivńı funkci k f na (a; b) lze zapsat ve tvaru F (x) + C, kde C je reálná konstanta.

Definice 7.4. ( NEURČITÝ INTEGRÁL )

Neurčitým integrálem funkce f na intervalu (a; b)

nazveme množinu všech primitivńıch funkćı k funkci f na (a; b), kterou znač́ıme
Z
f(x) dx =

�
F (x) + C; C 2 R; F (x) je primitivńı funkce k f(x)

�
:

�
proces hled�an�� F naz�yv�ame integrov�an�� a p�ripou�st��me z�apis:

Z
f(x) dx = F (x) + C; C 2 R

�

Věta 7.6. ( integrace součtu, rozd́ılu a násobku )

Necht’ jsou funkce f a g spojité na intervalu (a; b).
Potom na tomto intervalu plat́ı:

Z
f(x)� g(x) dx =

Z
f(x) dx �

Z
g(x) dx

Z
� � f(x) dx = � �

Z
f(x) dx ( kde � 6= 0 je re�aln�a konstanta )

Věta 7.7. ( integrace součinu (¡i¿per partes¡/i¿) )

Pro funkce u a v, které maj́ı na intervalu (a; b) spojité prvńı derivace u0 a v0, plat́ı:
Z
u(x)v0(x) dx = u(x)v(x)�

Z
u0(x)v(x) dx:
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Věta 7.9. ( integrace substitućı )

Necht’ a) funkce f je spojitá na intervalu (a; b)

b) funkce ' má spojitou prvńı derivaci '0 na intervalu (�; �)

c) H(') � (a; b).

Potom pro x 2 (a; b) a t 2 (�; �) plat́ı:
Z
f(x) dx =

����� x = '(t)

dx = '0(t) dt

����� =
Z
f
�
'(t)

�
� '0(t) dt
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Karta 7.10. ( . . . integrály typu R(�) )

Formálně uvažujme racionálńı lomené funkce (pod́ıl polynomů)

R(x) =
P (x)

Q(x)
; resp. R(x; y) =

P (x; y)

Q(x; y)

� Integrály typu
Z
R(x ) dx

Funkci R(x) rozlož́ıme na součet parciálnách zlomk̊u:

A

x� x0
;

A

(x� x0)k
;

Ax+B

x2 + px+ q
;

Ax+B

(x2 + px+ q)k
;

kde A, B, x0, p, q jsou reálná č́ısla ( p2 � 4q < 0 ) a k = 2; 3; 4; : : : .

� Integrály typu
Z
R( ex ) dx

voĺıme substituci: t = ex, dt = ex dx.

� Integrály typu
Z
R( lnx )

dx

x
voĺıme substituci: t = lnx, dt = 1

x
dx.

� Integrály typu
Z
R ( sinx; cosx ) dx

voĺıme bud’ pracnou za to však univerzálńı substituci: tg x
2
= t, kde nahrazujeme:

cosx =
1� t2

1 + t2
; sinx =

2t

1 + t2
; dx =

2

1 + t2
dt;

nebo méně pracné, ale také méně univerzálńı substituce:
a) t = tg x () R (� sinx; � cosx ) = R ( sinx; cosx )

b) t = cosx () R (� sinx; cosx ) = �R ( sinx; cosx )

c) t = sinx () R ( sinx; � cosx ) = �R ( sinx; cosx )

� Integrály typu
Z
R

0
@x; n

s
ax+ b

cx+ d

1
A dx

voĺıme substituci: tn =
ax+ b

cx+ d
, čili x =

dtn � b

a� ct2
.
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Karta 7.11. ( . . . racionálńı lomená funkce )

Integrujeme
Z

Pm(x)

Qn(x)
dx = : : : kde

(
Pm(x) je polynom stupně m;

Qn(x) je polynom stupně n:

1. Pokud je m � n, děĺıme polynom Pm(x) polynomem Qn(x)

Pm(x)

Qn(x)
= M(x) +

Rk(x)

Qn(x)

2. M(x) je polynom, který snadno integrujeme.

3. Protože k < n, rozlož́ıme Rk(x)
Qm(x)

na parciálńı zlomky.
Existuj́ı právě 4 typy parciálńıch zlomk̊u (tj. žádné jiné)

A

x� x0
;

A

(x� x0)k
;

Ax+B

x2 + px+ q
;

Ax+B

(x2 + px+ q)k
;

kde A, B, x0, p, q jsou reálná č́ısla ( p2 � 4q < 0 ) a k = 2; 3; 4; : : : .

(a) reálný kǒren x0 násobnosti jedna:Z
A

x� x0
dx = A ln jx� x0j+ C; C 2 R:

(b) reálný kǒren x0 násobnosti k:Z
A

(x� x0)k
dx =

A

1� k
� 1

(x� x0)k�1
+ C; C 2 R:

(c) komplexně sdružené kǒreny násobnosti jedna:Z
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

A

2
ln jx2 + px+ qj+ 2B � App

4q � p2
arctg

 
2x+ pp
4q � p2

!
+ C; C 2 R

(d) komplexně sdružené kǒreny násobnosti k: (s vyu�zit��m rekurentn��ch vzorc�u)
Ax+B

(x2 + px+ q)k
=
A

2

2x+ p

(x2 + px+ q)k
+
�
B � Ap

2

�
1

(x2 + px+ q)k

a tedy:Z 2x+ p

(x2 + px+ q)k
dx =

1

1� k

1

(x2 + px+ q)k�1
+ C; C 2 R:

Z 1

(x2 + px+ q)k
dx =

1

(k � 1)(4q � p2)

 
2x+ p

x2 + px+ q
+ (4k � 6)

Z 1

(x2 + px+ q)k�1
dx

!

0
BBBBBBBBBB@

symbolicky lze strukturu v�ypo�ctu nazna�cit takto ...R Pm(x)
Qn(x)

dx =
R
M(x) + Rk(x)

Qn(x)
dx =

=
R
M(x) dx+

R
A

x�x0
+ A

(x�x0)k
+ Ax+B

x2+px+q
+ Ax+B

(x2+px+q)k
dx =

=
R
M(x) dx+

R
A

x�x0
dx+

R
A

(x�x0)k
dx+

R
Ax+B

x2+px+q
dx+

R
Ax+B

(x2+px+q)k
dx

... p�ri�cem�z c��lem bylo probl�em osv�etlit a z�arove�n nikoho nevyd�esit ;)

1
CCCCCCCCCCA
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Karta 7.12. ( . . . r̊uzné )

� zaj́ımavá užit́ı per partes

1. K hledáńı primitivńıch funkćı k funkćım typu:

xnekx; xn lnx; xn cos!x; xn sin!x; xn arcsinx; xn arccosx; : : :

Lze odvodit i takové krásné (in�zen�yrsk�e) vzorce jako:
Z
e�x cos!x dx =

e�x(! sin!x+ � cos!x)

�2 + !2
+ C;Z

e�x sin!x dx =
e�x(� sin!x� ! cos!x)

�2 + !2
+ C; C 2 R:

2. Odvozeńı rekurentńıch formuĺı integrováńım per partes pro n � 1:

Jn+2 = 1
n+2

cosn+1 x sinx+ n+1
n+2

Jn; kde Jn =
Z

cosn xdx;

Jn+2 = � 1
n+2

sinn+1 x cosx+ n+1
n+2

Jn; kde Jn =
Z

sinn xdx;

Jn+1 = 1
2n

�
x

(1+x2)n
+ (2n� 1)Jn

�
; kde Jn =

Z dx

(1 + x2)n
:

� Integrály typu
Z

cosmx cosnxdx;
Z

sinmx cosnxdx;
Z

sinmx sinnxdx:

S využit́ım známých součtových vzorc̊u:
Z

cosmx cosnx dx =
1

2

Z �
cos(m+ n)x+ cos(m� n)x

�
dx;Z

sinmx cosnx dx =
1

2

Z �
sin(m+ n)x+ sin(m� n)x

�
dx;Z

sinmx sinnx dx =
1

2

Z �
� cos(m+ n)x+ cos(m� n)x

�
dx:

� Integrály typu
Z

cos2 xdx;
Z

sin2 xdx

Jinak nezaj́ımavé, ale právě zde mimǒrádně užitečné součtové vzorce:

sin2 x =
1

2
� cos 2x

2
; cos2 x =

1

2
+

cos 2x

2
:

7.100. NÁHLEDY .. .


