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Kapitola 1. Posloupnosti
Karta 1.0. .’ ( karta - neurčité výrazy )

Uspo�r�ad�an�� na roz�s���ren�e mno�zin�e re�aln�ych �c��sel R� = h�1;+1i a absolutn�� hodnota:

�1 < +1 �1 < c < +1 pro ka�zd�e c 2 R

j �1j = j+1j = +1

Stru�cn�e o aritmetice R�:

�(�1) = �1

c+ (�1) = �1 pro c 6= �1

c � (�1) =

(
�1

�1

pro c > 0

pro c < 0
c

�1
= 0 pro c 2 R

(+1)c =

(
0

+1

pro c < 0

pro c > 0

c+1 =

(
0

+1

pro 0 < c < 1

pro c > 1

c�1 =

(
+1

0

pro 0 < c < 1

pro c > 1

odkud je v�sak na prvn�� (druh�y, t�ret��, ...) pohled z�rejm�e, �ze existuje 7 problematick�ych operac��:

"
1
1" "

cokoli

0
" "0 � 1" "1�1" "11" "00" "10"

Souhrn�e je nav�yz�ame neurčité výrazy a snadno se s nimi m�u�zeme setkat p�ri v�ypo�ctu limit:

lim
n!+1

an
bn

limita typu "
1

1
" resp. "

0

0
"

lim
n!+1

an � bn limita typu "0 � 1"

lim
n!+1

(an � bn) limita typu "1�1"

lim
n!+1

abn
n

limita typu "11" resp. "00" resp. "10"

Okol�� nevlastn��ch �c��sel �1:

okoĺı plus nekonečna
U(+1) = (1=�;+1i

prstencové okoĺı plus nekonečna
P (+1) = (1=�;+1)

okoĺı ḿınus nekonečna
U(�1) = h�1;�1=�)

prstencové okoĺı ḿınus nekonečna
P (�1) = (�1;�1=�)
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Karta 1.0.’.’ ( karta - limity )

p
n� lnn� n� n

2 � n
3 � � � � � n

k � e
n � n! � n

n

. lim
n!+1

qn =

8>>>>>><
>>>>>>:

0 pro �1 < q < 1

1 pro q = 1

+1 pro 1 < q

@ pro q � �1

. lim
n!+1

nk

an
=

8>>><
>>>:

0 pro jaj > 1

+1 pro 0 < a � 1

@ pro �1 � a < 0

k 2 N

. lim
n!+1

lnn

n
= 0 lim

n!+1

loga n

nk
= 0 pro a > 0; a 6= 1; k 2 N

. lim
n!+1

en

n!
= 0 lim

n!+1

an

n!
= 0 pro a 2 R

. lim
n!+1

n!

nn
= 0

jaj>1z }| {
loga n� n

k � a
n � n!� n

n

| {z }
a>0; a 6=1

| {z }
a2R

k 2 N

. lim
n!+1

n

p
n = 1 lim

n!+1

n

p
a = 1 pro a > 0

. lim
n!+1

 
1 +

1

n

!n
= e lim

n!+1

 
1� 1

n

!n
=

1

e

Definice 1.1. ( POSLOUPNOST )

Posloupnost reálných č́ısel je zobrazeńı,
jehož definičńım oborem je množina N a oborem hodnot množina H � R.

p���seme: (an) ; (an)
+1

n=1
; (a1; a2; a3; : : : ) ; (an)n2N

Č́ıslu n ř́ıkáme index prvku a č́ıslu an n-tý člen posloupnosti.
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Definice 1.2. ( algebra posloupnost́ı )

Posloupnosti

8>>>>>>><
>>>>>>>:

(an + bn)

(an � bn)

(an � bn)�
an

bn

�
nazýváme

8>>>>>>><
>>>>>>>:

součtem

rozd́ılem

součinem

pod́ılem

posloupnost́ı (an) a (bn).

(v p�r��pad�e pod��lu p�redpokl�ad�ame bn 6= 0 pro v�sechna n 2 N )

Definice 1.3. ( omezená )

Řekneme, že posloupnost (an) je

i) omezená zdola, jestliže existuje č́ıslo m 2 R takové, že 8n 2 N : an � m,

ii) omezená shora, jestliže existuje č́ıslo M 2 R takové, že 8n 2 N : an �M .

Konečně (an) je omezená posloupnost, pokud je omezená zdola i shora.�
pro omezen�e posloupnosti se �casto pou�z��v�a z�apis 9K > 0 8n 2 N : janj � K

�

Definice 1.4. ( monotónńı )

Posloupnost (an) se nazývá:

klesaj́ıćı; plat́ı-li 8n 2 N : an � an+1;

rostoućı; plat́ı-li 8n 2 N : an � an+1;

9=
;monotónńı,

osťre klesaj́ıćı; plat́ı-li 8n 2 N : an > an+1;

osťre rostoućı; plat́ı-li 8n 2 N : an < an+1;

9=
; osťre

monotónńı:

Definice 1.5. ( min, max, inf, sup )

Minimem
Maximem
Infimem
Supremem

9>>>>=
>>>>;

posloupnosti
�
an
�

, rozuḿıme

minimum
maximum
infimum
supremum

9>>>>=
>>>>;

množiny
n
an
o

.

�
korektn�e mno�zina fang = fa 2 R;9n 2 N : a = ang je oborem hodnot posloupnosti

�
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Definice 1.6. ( LIMITA )

Řekneme, že posloupnost (an) má limitu, jestliže

existuje a 2 R� takové, že 8 " > 0 9n0 2 N 8n 2 N : n > n0 ) an 2 U"(a)

�
p���seme: lim

n!+1
an = a lim an = a an ! a

�

Rozlǐsujeme: limitu vlastńı : : : a 2 R
limitu nevlastńı : : : a = �1

Posloupnost (an) nazveme: konvergentńı pokud má vlastńı limitu,
divergentńı pokud má limitu nevlastńı a nebo limita neexistuje.

Věta 1.7. ( algebra limit )

Mějme dvě posloupnosti, které maj́ı limitu:

8<
: an ! a;

bn ! b:

Potom má limitu i jejich součet, rozd́ıl, součin a pod́ıl, p̌ričemž plat́ı:

lim
n!+1

(an � bn) = lim
n!+1

an � lim
n!+1

bn = a� b

lim
n!+1

an � bn = lim
n!+1

an � lim
n!+1

bn = a � b

lim
n!+1

an
bn

=
lim

n!+1
an

lim
n!+1

bn
=

a

b

0
BBBB@

pokud

na prav�e stran�e

nen��

neur�cit�y v�yraz

(v p�r��pad�e pod��lu p�redpokl�ad�ame b 6= 0 )

Věta 1.8. ( věty o limitách )

i) Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

ii) Každá konvergentńı posloupnost je omezená

konvergentn�� ) omezen�a

iii) Každá omezená a monotónńı posloupnost je konvergentńı.

konvergentn�� ( omezen�a + monot�onn��

lim an = inffang klesaj��c��

lim an = supfang rostouc��

�
omezen�a =) konvergentn�� monot�onn�� =) konvergentn�� konvergentn�� =) monot�onn��

�
X X X
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Definice 1.8”. ( d̊usledek: EULEROVO Č́ISLO )

Eulerovo č́ıslo definujeme vztahem e = lim
n!+1

�
1 +

1

n

�n
:
=

Věta 1.9. ( věty o nerovnostech )

Mějme dvě posloupnosti, které maj́ı limitu
(
an ! a;

bn ! b:
Pokud

i) pro skoro všechna n je an � bn, potom

lim
n!+1

an � lim
n!+1

bn:

ii) je lim
n!+1

an > lim
n!+1

bn, potom
an > bn pro skoro všechna n.

Věta 1.9”. ( d̊usledek: O DVOU POLICAJTECH )

Mějme ťri posloupnosti (an), (bn), (cn) a p̌redpokládejme, že:

i) pro skoro všechna n plat́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . an � bn � cn

& ## .
ii) posloupnosti (an), (cn) maj́ı stejnou limitu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a

Potom má posloupnost (bn) také limitu a plat́ı: lim
n!+1

bn = a

1.100. NÁHLEDY .. .

Definice 1.101. ( cauchyovská posloupnost )

Reálná posloupnost (an) se nazývá cauchyovská v R (fundamentálńı v R), jestliže:

8 " > 0 9n0 2 N 8n;m 2 N : n > n0 ^ m > n0 ) jan � amj < ":

Věta 1.102. ( Bolzanovo-Cauchyovo kritérium )

Reálná posloupnost (an) je konvergentńı v R právě tehdy, když je cauchyovská v R.


