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�vodem

M�te p�ed sebou text k p�edn��ce Diskr�tn� matematika pro prvn� ro�n�k na
Z�pado�esk� univerzit� v Plzni� C�lem p�edn��ky	 a t�m i t�to publikace	 je nejen
p�edat z�kladn� znalosti o diskr�tn� matematice	 ale tak� p�isp�t k tomu	 aby se
poslucha�i a �ten��i zdokonalili ve schopnosti p�esn�ho my�len� a formulov�n�	 a
z�skali cit pro vnit�n� kr�su matematick�ho argumentu�

Diskr�tn� matematika je modern� a dynamickou discipl�nou	 kter� 
zce souvis�
jak s ostatn�mi matematick�mi obory �nap�� s line�rn� algebrou nebo anal�zou	
tak s teoretickou informatikou� Za �adu impuls� vd��� prudk�mu rozvoji po��ta��
a komunikace ve druh� polovin� minul�ho stolet��

Skripta vznikla voln� na z�klad� star��ho textu ���� P�edpokladem p�i jejich
�etb� je znalost line�rn� algebry v rozsahu 
vodn�ho kursu� Lze je zhruba rozd�lit
na dv� ��sti� prvn� �ty�i kapitoly jsou v�nov�ny matematick�m struktur�m	 u
ostatn�ch osmi jsou t�matem z�klady teorie graf��

Doporu�ujeme vypracovat co nejv�ce cvi�en� � stejn� jako v jin�ch oborech
i v diskr�tn� matematice �ten�� nejv�ce z�sk�	 kdy� l�tku samostatn� prom��l��
Cvi�en� jsou ozna�ena symbolem I	 u obt��n�j��ch probl�m� jsou tyto symboly
dva� V�sledky vybran�ch cvi�en� jsou uvedeny na konci skript� Jedn� se p�ede�
v��m o ta cvi�en�	 ve kter�ch je c�lem zodpov�d�t n�jakou ot�zku �a nikoli dok�zat
n�jakou v�tu�

Jsou na sv�t� matematick� knihy	 jejich� �etba je z�bavou a ob�as i �dobro�
dru�stv�m pozn�n��� Sna�ili jsme se	 aby k nim pat�ila i tato skripta� zda se to
poda�ilo	 posoud� nejl�pe �ten���

Sv� podn�ty	 post�ehy a upozorn�n� na chyby pos�lejte pros�m na adresu
kaisert�kma�zcu�cz� Opravy a dopl�ky budou k dispozici na internetov�
str�nce http���home�zcu�cz��kaisert�dma�errata�

D�kujeme autor�m softwaru pou�it�ho p�i p��prav� t�to publikace� Jedn� se
p�edev��m o tyto programy a soubory maker� TEX	 LATEX	 MetaPost	 dvipdfm	
sub�gure	 hyperref	 emp a dvichop� V textu jsou pou�ita cvi�en� z knih ���	 ���	
��� a ���� D�le d�kujeme kolegovi J� Brouskovi za cenn� p�ipom�nky k pracovn�m
verz�m tohoto textu�

Plze�	 
nor ���� Auto�i
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Kapitola �

Relace

(vodn� kapitola je v�nov�na d�le�it�mu a velmi obecn�mu pojmu relace	 kter�
zast�e�uje �adu na pohled r�znorod�ch pojm� jako zobrazen�	 ekvivalence nebo
uspo��d�n�� Proto�e relace popisuj� vztahy mezi prvky mno�in a nav�c jsou samy
mno�inami	 bude vhodn� mno�iny nejprve kr�tce p�ipomenout�

��� Stru�n� o mno�in�ch

Mno�iny pat�� k z�kladn�m matematick�m objekt�m� V jist�m smyslu je cel�
matematika	 jak ji dnes zn�me	 vystav�na na pojmu mno�iny� V�echny ostatn�
matematick� objekty	 a) jde o p�irozen� ��sla nebo spojit� funkce	 lze toti� mo�
delovat pomoc� mno�in�

Komplikovan� vlastnosti mno�inov�ho sv�ta jsou p�edm�tem samostatn�ho
oboru	 tzv� teorie mno�in� N�s ale v t�to p�edn��ce nebudou jemnosti t�to teorie
p��li� zaj�mat a posta�� n�m n�sleduj�c� intuitivn� pohled na v�c�

Mno�ina je pro n�s soubor navz�jem r�zn�ch objekt��	 kter� ozna�ujeme jako
jej� prvky� Je�li a prvkem mno�iny X	 p��eme a ∈ X	 jinak a /∈ X� Mno�ina je bu*
kone�n� �m��li kone�n� po�et prvk� nebo nekone�n�� Po�et prvk� kone�n� mno�
�iny X ozna�ujeme symbolem |X|� Sest�v��li mno�ina X z prvk� x�, . . . , xk	 p��
�eme X + {x�, . . . , xk}� Podobn� nap��klad z�pis X + {m ∈ N � m je sud� ��slo}
znamen�	 �e mno�ina X je slo�ena ze v�ech sud�ch p�irozen�ch ��sel �symbol N
bude i nad�le ozna�ovat mno�inu v�ech p�irozen�ch ��sel�

Podmno�ina mno�iny X je mno�ina Y 	 jej�� ka�d� prvek je tak� prvkem
mno�iny X� Je�li Y podmno�inou mno�iny X	 p��eme Y ⊂ X �p��padn� Y ⊆
X	 chceme�li zd�raznit	 �e mno�iny X, Y mohou b�t shodn�� Pro pocvi�en� ve
form�ln�m z�pisu m��eme de#nici vyj�d�it takto�

Y ⊂ X pr�v� kdy� ∀y � y ∈ Y ⇒ y ∈ X.

�Ne��k�me u� ale� co to je objekt� V tom pr�v� spo��v� intuitivnost na	eho p��stupu�

�



� Kapitola �� Relace

Mno�ina Y ⊂ X je vlastn� podmno�inou mno�iny X �ps�no Y � X	 pokud
plat� Y �+ X� V�imn�me si	 �e pr�zdn� mno�ina ∅ �tj� mno�ina	 kter� nem�
��dn� prvky je podle de#nice podmno�inou ka�d� mno�iny�

Mezi pojmy prvek a podmno�ina je z�sadn� a n�kdy p�ehl��en� rozd�l� Je�li
X + {�, �, �}	 pak plat� � ∈ X	 ale z�pis � ⊂ X nem� smysl	 proto�e p�irozen�
��slo � �alespo� zat�m nepova�ujeme za mno�inu� Podobn� plat� {�} ⊂ X	 ale
neplat� {�} ∈ X� Dal�� podmno�iny mno�iny X jsou nap��klad ∅	 {�, �} nebo X�

Jin� p��klad� plat� ∅ ⊂ ∅	 ale ∅ /∈ ∅	 proto�e mno�ina ∅ ��dn� prvky neobsa�
huje�

S mno�inami lze prov�d�t n�sleduj�c� z�kladn� operace� Pr�nik X ∩Y sest�v�
ze v�ech spole�n�ch prvk� mno�in X a Y 	 sjednocen� X ∪ Y ze v�ech prvk�
alespo� jedn� z mno�in X a Y 	 rozd�l X − Y �ps�no tak� X \ Y  je slo�en ze
v�ech prvk� mno�iny X	 kter� nejsou obsa�eny v mno�in� Y � Kart�zsk� sou�in
X × Y mno�in X a Y je mno�ina v�ech uspo��dan�ch dvojic �x, y	 kde x ∈ X
a y ∈ Y �

Cvi�en�

I ��� Napi�te form�ln� de#nici sjednocen�	 pr�niku a rozd�lu mno�in�

I ��� Dv� mno�iny A, B jsou si rovny�	 pokud maj� p�esn� tyt�� prvky	 tedy
pokud plat� A ⊂ B a B ⊂ A� Doka�te p��mo z de#nic	 �e pro mno�iny A, B, X
plat� de Morganovy� z�kony�

X − �A ∪B + �X − A ∩ �X −B,

X − �A ∩B + �X − A ∪ �X −B.

I ��� Nech) A je n�prvkov� mno�ina� Kolik m� podmno�in, Kolik z t�chto pod�
mno�in m� sud� po�et prvk�,

I ��� Po�et k�prvkov�ch podmno�in n�prvkov� mno�iny ozna�ujeme symbolem�
n
k

�
��teno -n nad k.� $�sl�m

�
n
k

�
se ��k� kombina�n� ��sla�

�a Vyj�d�ete
�

n
k

�
jako v�raz v prom�nn�ch n	 k� Ur�ete kombina�n� ��sla

�
�
�

�
	�

��
�

�
	
�
��
�

�
a
�
�
�

�
�

�b Doka�te	 �e plat� �
n

k

�
/

�
n

k / �

�
+

�
n / �
k / �

�
.

�Tento 
o�ividn� fakt� je vlastn� denic� rovnosti mno�in� V teorii mno�in jde o jeden ze
z�kladn�ch axiom��

�Augustus de Morgan ������������



���� Relace �

�c Doka�te
nX

i�k

�
i

k

�
+

�
n / �
k / �

�
.

I ��� Spo��tejte�

�a
nX

k��

�
n

k

�
,

�b
nX

k��

�−�k
�

n

k

�
.

I �� Symetrick� rozd�l mno�in A	 B de#nujeme p�edpisem

A 
 B + �A−B ∪ �B − A.

Doka�te podrobn��

�a A 
 �A ∩B + A− �A ∩B	

�b A 
 �A ∪B + �A ∪B− A�

I ��
 Doka�te�

X ⊂ A ∪B ⇐⇒ �X − A ⊂ B ⇐⇒ �X − A ∩ �X −B + ∅.
I ��� Plat� pro libovolnou �tve�ici mno�in rovnost A×B + C×D pr�v� tehdy	
kdy� A + C a B + D, Jak se situace zm�n�	 nahrad�me�li v�echny symboly
rovnosti -+. symbolem -⊂. ,

��� Relace

M�jme dv� mno�iny X	Y a p�edstavme si	 �e ka�d� prvek x ∈ X m��e �a nemus�
b�t ve -vztahu. R s libovoln�m po�tem prvk� y ∈ Y � Na tento vztah nejsou
kladeny ��dn� dal�� podm�nky�

P�irozen�m zp�sobem	 jak takov� vztah popsat	 je vyjmenovat v�echny dvo�
jice �x, y prvk� x ∈ X a y ∈ Y 	 kter� spolu jsou ve vztahu R� P�ipomeneme�li
si	 �e kart�zsk� sou�in X×Y je v odd�lu ��� de#nov�n jako mno�ina v�ech uspo�
��dan�ch dvojic s prvn�m prvkem z mno�iny X a druh�m prvkem z mno�iny Y 	
dost�v�me se k n�sleduj�c� de#nici pojmu relace�

De�nice ��� Relace z mno�iny X do mno�iny Y je libovoln� podmno�ina R
kart�zsk�ho sou�inu X × Y �



� Kapitola �� Relace

Takov� relaci se ��k� bin�rn�	 proto�e ur�uje vztah mezi dvojicemi objekt��
De#nici lze snadno zobecnit na n��rn� relace �vztahy mezi n�ticemi prvk�	 ale
n�s zaj�m� p�edev��m bin�rn� p��pad�

Je�li d�na relace R z mno�iny X do mno�iny Y 	 pak pro ka�dou dvojici �x, y ∈
R tak� p��eme xR y �a �teme -prvek x je v relaci R s prvkem y.� Dan� prvek
x ∈ X ov�em nemus� b�t v relaci R s ��dn�m prvkem mno�iny Y �v extr�mn�m
p��pad� m��e b�t relace R t�eba pr�zdn�� Proto de#nujeme lev� obor relace R
jako

L�R + {x ∈ X � existuje n�jak� y ∈ Y tak	 �e xR y}
a podobn� prav� obor

P �R + {y ∈ Y � existuje n�jak� x ∈ X tak	 �e xR y}
P�	klad ��� Vezm�me si nap��klad mno�iny X + {�, �, �} a Y + {�, �, !, ��}�
Jedna z relac� z mno�iny X do mno�iny Y pak vypad� t�eba takto�

R + {��, �, ��, ��, ��, ��}.
Relace R m� shodou okolnost� dosti p�irozen� popis� plat� toti�	 �e x je v relaci
s y	 pr�v� kdy� x d�l� y� To ale v�bec nen� podm�nkou� stejn� tak je relac� z X do
Y t�eba mno�ina {��, �, ��, !, ��, �}	 u kter� ��dn� takov� popis asi nenajdeme�

Cvi�en�

I ��� M�jme mno�iny p�irozen�ch ��sel A + {�, �, �, �} a B + {�, �, �, �}� Ur�ete
lev� a prav� obor relace

R + {�a, b � a ≥ b, a ∈ A, b ∈ B}
z mno�iny A do mno�iny B�

I ���� Nech) A + {�, �, �, �}	 B + {a, b, c} jsou dv� mno�iny� Uva�me n�sledu�
j�c� relace z A do B�

R + {��, a, ��, c, ��, b, ��, a, ��, b, ��, b, ��, c, ��, d}
T + {��, b, ��, c, ��, a, ��, a}.

Ur�ete mno�iny R ∪ T 	 R ∩ T 	 R − T a symetrick� rozd�l R 
 T � Jedn� se ve
v�ech p��padech o relace,

I ���� M�jme m�prvkovou mno�inu X a n�prvkovou mno�inu Y � Kolik je v�ech
bin�rn�ch relac� z X do Y , �H�d�te�li m · n	 p�e�t�te si je�t� jednou de#nici�

I ���� Nech) R a S jsou relace z mno�iny X do mno�iny Y � 'ekneme	 �e relace
R implikuje relaci S	 plat��li

xR y ⇒ xS y

pro ka�d� x ∈ X a y ∈ Y � Co to znamen� o relac�ch R a S jako�to o mno�in�ch
uspo��dan�ch dvojic,



���� Zn�zorn�n� relac� �

��� Zn�zorn�n	 relac	

Relaci R z minul�ho p��kladu m��eme zn�zornit n�kolika u�ite�n�mi zp�soby�
Na obr� ���a je zn�zorn�n kart�zsk� sou�in X × Y 	 v n�m� jsou pln�mi krou�ky
zv�razn�ny prvky relace R� Na obr� ���b pak jednotliv�m prvk�m mno�in X a
Y odpov�daj� body	 p�i�em� mno�ina X je zobrazena vlevo a mno�ina Y vpravo�
Dva body jsou spojeny �arou	 pokud jsou odpov�daj�c� prvky v relaci R� Relace
R je tak zn�zorn�na v podob� grafu	 co� je pojem	 kter�m se budeme zab�vat
v pozd�j��ch p�edn��k�ch�

T�mto dv�ma typ�m zn�zorn�n� relace R budeme ��kat kart�zsk� a grafov�
zn�zorn�n��
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Obr�zek ���� Dva zp�soby zobrazen� relace� �a jako podmno�ina kart�zsk�ho
sou�inu	 �b jako graf�

Cvi�en�

I ���� Jak z obr� ���a a ���b pozn�me lev� a prav� obor relace R,

I ���� Zn�zorn�te ob�ma zp�soby relaci R ze cvi�en� �� �

��
 Skl�d�n	 relac	

Za chv�li uvid�me	 �e zobrazen� �funkce	 jak je zn�me z anal�zy	 jsou speci�l�
n�m p��padem relac�� N�sleduj�c� de#nice skl�d�n� relac� je zobecn�n�m p�edstavy
skl�d�n� funkc��
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De�nice ��� Nech) R je relace z mno�iny X do mno�iny Y a S je relace z mno�
�iny Y do mno�iny Z� Pak slo�en� relac� R a S je relace R◦S ⊂ X×Z z mno�iny
X do mno�iny Z	 de#novan� takto�

�x, z ∈ R ◦ S, pr�v� kdy� existuje y ∈ Y tak	 �e xR y a y S z,

kde x ∈ X a z ∈ Z� V�imn�me si	 �e slo�en� relac� R	S je de#nov�no jen v p��pad�	
�e relace R -kon��. v mno�in�	 kde S -za��n�.�

Pod�vejme se na konkr�tn� p��klad� Nech) X + {�, �, �, �, �}	 Y + {�, �, ��}
a Z + {!, ��, �", ��}	 a de#nujme relace R ⊂ X × Y a S ⊂ Y × Z op�t pomoc�
d�litelnosti �tedy nap��klad pro x ∈ X a y ∈ Y bude �x, y ∈ R	 pokud x d�l� y�
V grafov�m zn�zorn�n� relac� R a S dostaneme situaci na obr� ���a�
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Obr�zek ���� �a Relace R a S	 �b jejich slo�en��

Z de#nice skl�d�n� plyne	 �e prvky x ∈ X a z ∈ Z budou v relaci R◦S	 pokud
se z x do z d� p�ej�t -po spojnic�ch. p�es n�jak� prvek y ∈ Y � Ov��te	 �e R ◦ S
vypad� jako na obr� ���b�

V tomto zn�zorn�n� relace je pr�hledn� i dal�� pojem� inverzn� relace�

De�nice ��� Relace inverzn� k relaci R ⊂ X × Y je relace R−� ⊂ Y × X	
de#novan� vztahem

y R−� x pr�v� kdy� xR y

pro x ∈ X, y ∈ Y �

V grafov�m zn�zorn�n� se p�echod k inverzn� relaci projev� zrcadlov�m oto�
�en�m obr�zku podle svisl� osy� Jak tomu bude v kart�zsk�m zn�zorn�n�, �Cvi�
�en� ���"�

Vezm�me nap��klad relaci S z obr� ���a� Relace inverzn� k S bude

S−� + {���, �, ���, �, ��", �, ���, ��}



���� Skl�d�n� relac� !

a jedn� se o relaci z mno�iny Z do mno�iny Y �
Nech) je d�na mno�ina X� M�sto o -relaci z X do X. mluv�me prost� o relaci

na mno�in	 X� V�imn�me si	 �e pro ka�d� dv� relace na X je de#nov�no jejich
slo�en�� V�zna�n�m p��kladem relace na mno�in� X je identick� relace

EX + {�x, x � x ∈ X}.
Co se stane	 slo��me�li relaci R ⊂ X×Y s relac� k n� inverzn�, Zjevn� R◦R−� je

relace na mno�in� X a l�kav� hypot�za je	 �e je rovna identick� relaci EX � To ale
nen� pravda	 jak ukazuje t�eba pr�zdn� relace R + ∅	 pro kterou je R◦R−� rovn��
pr�zdn�� Obecn� neplat� ani jedna z inkluz� mezi EX a R◦R−�� �Viz cvi�en� ��� �
Podobn� je tomu u opa�n�ho po�ad� skl�d�n�	 toti� pro relace R−� ◦R a EY �

Z�le�� u skl�d�n� operac� na po�ad�, Obecn� samoz�ejm� ano � pokud R je
relace z X do Y 	 a S je relace z Y do Z	 pak R ◦ S je dob�e de#novan� relace	
zat�mco S ◦R de#nov�na nen�� Jsou�li ov�em R	S relace na mno�in� X	 pak tento
probl�m nem��e nastat� Ani tam ale nemus� b�t R ◦ S + S ◦ R� P��kladem je
tato situace� mno�ina X je dvouprvkov�	 X + {a, b}� Relace R ⊂ X ×X sest�v�
z jedin� dvojice �a, a	 zat�mco S + {�a, b}� Pak plat�

R ◦ S + {�a, b} a S ◦R + ∅.
�T�to ot�zky se t�k� tak� cvi�en� ���!�

T�eba�e u skl�d�n� relac� z�le�� na jejich po�ad� �nen� to tedy komutativn�
operace	 jednou p�knou vlastnost� n�s skl�d�n� p�ekvap�� Je toti� asociativn�	
co� znamen�	 �e nez�le�� na zp�sobu	 jak�m relace uz�vorkujeme� P�esn�ji to
vyjad�uje n�sleduj�c� v�ta� Jej� d�kaz m��e b�t p�i prvn�m �ten� pon�kud obt��n�	
vyplat� se ale jej d�kladn� prostudovat�

V�ta ��� �O asociativit� skl�d�n	 relac	� Nech
 R ⊂ X × Y � S ⊂ Y × Z a
T ⊂ Z ×W jsou relace� Potom

R ◦ �S ◦ T  + �R ◦ S ◦ T.

D�kaz� K lep��mu pochopen� d�kazu m��e pomoci	 budeme�li si relace R	 S	 T
p�edstavovat v grafov�m zn�zorn�n� jako na obr� ����

Dejme tomu	 �e x ∈ X a w ∈W jsou spolu v relaci R◦ �S ◦T � Podle de#nice
slo�en� relac� R a S ◦T to znamen�	 �e existuje y ∈ Y tak	 �e xR y a y �S ◦ T  w�
Op�t z de#nice slo�en� relac� S a T existuje z ∈ Z tak	 �e y S z a z T w�

Jinak �e�eno	 pokud x �R ◦ �S ◦ T  w	 pak existuj� y ∈ Y a z ∈ Z tak	
�e x R y S z T w �tj� v na�em obr�zku lze z x do w p�ej�t -po spojnic�ch. zleva
doprava� A tato implikace plat� i obr�cen�	 co� plyne p��mo z de#nice skl�d�n��

Stejn� se dok��e	 �e x ��R ◦ S ◦ T  w	 pr�v� kdy� existuj� y ∈ Y a z ∈ Z
tak	 �e xR y S z T w� To ov�em znamen�	 �e plat� x �R ◦ �S ◦ T  w	 pr�v� kdy�
plat� x ��R ◦ S ◦ T  w	 proto�e ob� tato tvrzen� jsou ekvivalentn� t��e podm�nce�
Z toho u� vypl�v� dokazovan� v�ta� �
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X Y Z W

R S T

x

w

Obr�zek ���� Ilustrace k d�kazu v�ty ����

Cvi�en�

I ���� Jak vypad� relace EX ve zn�zorn�n�ch z obr� ���,

I ��� Je�li R relace na X	 jak vypad� slo�en� R ◦EX a EX ◦R,

I ���
 Najd�te p��klad relace R na n�jak� mno�in� X	 pro kterou plat�

�a R ◦R−� �+ R−� ◦R	

�b R ◦R−� + R−� ◦R�

I ���� Jak se li�� kart�zsk� zn�zorn�n� relace R a inverzn� relace R−�,

I ���� Najd�te mno�inu X a relaci R na X s vlastnost��

�a R ◦R−� � EX 	

�b EX � R ◦R−�	

I ���� M�jme dv� relace R a S na mno�in� X s vlastnost� L�R + P �S a
L�S + P �R� Jsou pak R a S z�m	nn�	 tj� plat� pak R ◦ S + S ◦R,

I ���� Nech) R, S, T jsou bin�rn� relace na mno�in� X� Doka�te podrobn��

�a �R ∩ S−� + R−� ∩ S−�	

�b �R ∪ S ◦ T + �R ◦ T  ∪ �S ◦ T �

Z�stane vztah �b v platnosti	 nahrad�me�li v n�m v�echny symboly sjednocen�
za pr�nik,



��	� Zobrazen�  

��� Zobrazen	

Zobrazen� je speci�ln�m p��padem relace�

De�nice �� Zobrazen� �nebo tak� funkce mno�iny X do mno�iny Y je relace
f ⊂ X×Y 	 pro kterou plat�	 �e pro ka�d� prvek x ∈ X existuje pr�v	 jeden prvek
y ∈ Y tak	 �e �x, y ∈ f � Skute�nost	 �e f je zobrazen�m X do Y 	 zapisujeme
jako f � X → Y �

Pro x ∈ X naz�v�me ono jedin� y hodnotou zobrazen� f v bod� x a p��eme
f�x + y� '�k�me tak�	 �e prvek x je vzorem prvku y p�i zobrazen� f � Nep�ehl�d�
n�me	 �e libovoln� prvek m��e m�t v�ce vzor��

Nap��klad relace f z mno�iny X + {�, �, �, �} do mno�iny Y + {a, b, c, d} na
obr� ��� je zobrazen�m� Plat� t�eba f�� + a atd�
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Obr�zek ���� Zobrazen� f � X → Y �

Zobrazen� mohou m�t n�kolik d�le�it�ch vlastnost��

De�nice ��
 Zobrazen� f � X → Y je

• prost�	 pokud ka�d� y ∈ Y m� nejv��e jeden vzor p�i zobrazen� f 	

• na	 pokud ka�d� y ∈ Y m� alespo� jeden vzor p�i zobrazen� f 	

• vz�jemn	 jednozna�n� �jinak t�� bijekce	 pokud je prost� a na�

Zobrazen� f z obr� ��� nen� ani prost�	 ani na	 nebo) prvek c nem� vzor	
zat�mco a m� hned dva�

Co se stane	 utvo��me�li inverzn� relaci k n�jak�mu zobrazen� f � X → Y ,
Tato inverzn� relace f−� je v�dy de#nov�na �je dokonce de#nov�na pro libovolnou
relaci	 ale nemus� to b�t zobrazen� �viz cvi�en� ����� P��kladem je t�eba pr�v�
zobrazen� f z obr� ����

Slo��me�li dv� zobrazen� f � X → Y a g � Y → Z	 v�sledn� relace f ◦ g je
zobrazen� X do Z	 pro jeho� hodnoty plat�

�f ◦ g�x + g�f�x.

�$asto je mo�n� se setkat i se z�pisem v obr�cen�m po�ad�	 ve kter�m se stejn�
zobrazen� ozna�uje jako g ◦ f � V tomto textu se dr��me v��e uveden�ho zna�en��
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Cvi�en�

I ���� Uka�te	 �e inverzn� relace f−� k zobrazen� f � X → Y je sama zobraze�
n�m	 pr�v� kdy� f je bijekce�

I ���� Nech) f � X → Y a g � Y → Z jsou dv� zobrazen�� Doka�te	 �e f ◦ g je
zobrazen��

I ���� Nech) N je n�prvkov� mno�ina a M je m�prvkov� mno�ina� Ur�ete po�et�

�a zobrazen� mno�iny N do mno�iny M 	

�b prost�ch zobrazen� N do M 	

�c bijekc� mezi N a M �

I ���� Najd�te p��klad zobrazen� f � N→ N	 kter�

�a je prost�	 ale nen� na	

�b je na	 ale nen� prost��

I ��� �a Je�li f ◦ g zobrazen� na	 mus� f b�t na, Mus� g b�t na,

�b Je�li f ◦ g prost� zobrazen�	 mus� f b�t prost�, Mus� g b�t prost�,

I ���
 Nech) p � Y → Z je prost� zobrazen�� Uka�te	 �e pro zobrazen� f, g �
X → Y plat�	 �e pokud p ◦ f + p ◦ g	 potom f + g� Najd�te analogick� fakt pro
zobrazen� p	 kter� je na�

I ���� M�jme zobrazen� f � S → T 	 g � T → S� 'ekneme	 �e g je prav�	 resp�
lev� inverzn� zobrazen� k f 	 plat��li f ◦ g + ES	 resp� g ◦ f + ET � Doka�te	 �e
zobrazen� f je�

�a prost�	 pr�v� kdy� f m� prav� inverzn� zobrazen�	

�b na	 pr�v� kdy� f m� lev� inverzn� zobrazen�	

�c bijekce	 pr�v� kdy� m� prav� i lev� inverzn� zobrazen� a tato zobrazen� jsou
shodn��

I ���� Relace R ⊂ A× B je�

�a zobrazen�	 pr�v� kdy� R−� je zobrazen�	

�b bijekce	 pr�v� kdy� R−� je bijekce	

Doka�te�



��
� Zn�zorn�n� relac� na mno�in� X ��

I ���� Doka�te	 �e pro bijekce f � X → Y a g � Y → Z plat��

�a EX + f ◦ f−�	

�b EY + f−� ◦ f 	

�c f ◦ g je bijekce�

I ���� Najd�te bijekci�

�a mno�iny sud�ch cel�ch ��sel �Z na mno�inu cel�ch ��sel Z	

�b mno�iny cel�ch ��sel Z na mno�inu kladn�ch cel�ch ��sel N�	

I ���� Doka�te	 �e zobrazen� f � N ×N → N de#novan� p�edpisem f�m, n +
�n · �m je bijekce�

��� Zn�zorn�n	 relac	 na mno�in� X

Pro tuto chv�li opust�me relace z mno�iny X do mno�iny Y a budeme se v�novat
v�hradn� relac�m na jedin� mno�in� X� Pro takov� relace m�me k dispozici je�t�
n�kolik typ� zn�zorn�n�� Vezm�me si jako p��klad relaci R na mno�in� X +
{a, b, c, d, e, f} de#novanou vztahem

R + {�a, a, �f, f, �a, c, �a, e, �b, d, �b, f, �f, c, �e, a, �c, e}.

U maticov�ho zn�zorn�n� relace R sestroj�me matici	 �ekn�me M�R	 jej��
��dky �a pr�v� tak sloupce jednozna�n� odpov�daj� prvk�m mno�iny X� V matici
M�R bude na ��dku odpov�daj�c�m prvku x a ve sloupci odpov�daj�c�m prvku y
jedni�ka	 pokud xR y	 a v opa�n�m p��pad� tam bude nula� Pro v��e uvedenou
relaci R dostaneme matici

M�R +

�
�������

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�
						


,

v n�� ��dky odpov�daj� shora dol� �a sloupce zleva doprava prvk�m a, . . . , f �
Dal�� variantou je zn�zorn�n� v podob� orientovan�ho grafu� Idea je podobn�

jako u grafov�ho zn�zorn�n�	 ov�em s t�m	 �e nyn� m��eme u�et�it jednu mno�inu
bod�� Ka�d� prvek mno�iny x bude nyn� zastoupen jen jedn�m bodem �a ne
dv�ma	 jako by tomu bylo na obr� ���b� Vztah xR y zn�zorn�me �ipkou z bodu
x do bodu y� V�sledek pro v��e uvedenou relaci R je na obr� ����
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Obr�zek ���� Relace R jako orientovan� graf�

�� Vlastnosti relac	

Vzhledem k obecnosti pojmu relace je p�irozen�	 �e se relace d�le d�l� podle toho	
zda maj� nebo nemaj� ur�it� z�kladn� vlastnosti�

De�nice ��� Relace R na mno�in� X je

• reex�vn�	 pokud pro ka�d� x ∈ X plat� xR x	

• symetrick�	 pokud pro ka�d� x, y ∈ X	

xR y ⇒ y R x,

• slab	 antisymetrick�	 pokud pro ka�d� x, y ∈ X	

xR y a y R x ⇒ x + y,

• tranzitivn�	 pokud pro ka�d� x, y, z ∈ X	

xR y a y R z ⇒ xR z.

Tyto vlastnosti v�t�inou maj� srozumitelnou interpretaci v jednotliv�ch zn��
zorn�n�ch relace R� Uva�me t�eba zn�zorn�n� pomoc� orientovan�ho grafu� Re�
0ex�vn� relaci pozn�me podle toho	 �e v tomto orientovan�m grafu je u ka�d�ho
z bod� -smy�ka.	 u symetrick� relace m� ka�d� z �ar svou dvojnici v opa�n�m
sm�ru	 atd� �D�le viz cvi�en� ���"�

P�	klad ��� Uva�me relaci S	 de#novanou na mno�in� kladn�ch re�ln�ch ��sel
R� p�edpisem

xS y pr�v� kdy� �x < y.



���� Vlastnosti relac� ��

Tato relace nen� re0ex�vn�	 proto�e dokonce pro ��dn� x ∈ R� nen� �x < x� Nen�
ani symetrick� �sta�� uv��it x + �, y + �	 a to do t� m�ry	 �e je dokonce slab��

antisymetrick�� Kdyby toti� �x < y a �y < x	 pak bychom dostali �x < x	 co�
je na R� nemo�n�� 1�dn� dvojice tedy nespl�uje p�edpoklad implikace v de#nici
antisymetri�nosti� Relace S je tak� tranzitivn�� pokud �x < y a �y < z	 pak
�x < z/� a tedy �x < z�

Situace se dramaticky zm�n�	 pokud uva�ujeme relaci S ′ zadanou stejn�m
p�edpisem	 ale na mno�in� z�porn�ch re�ln�ch ��sel R−� Relace S ′ toti� je re�
0ex�vn� a nen� slab� antisymetrick� �doka�te2� Nen� ani tranzitivn�	 jak ukazuje
trojice x + −�, y + −�, z + −�	 pro kterou m�me �x < y a �y < z	 ale neplat�
�x < z�

Cvi�en�

I ���� Doka�te	 �e zobrazen� f � X → X je jako�to relace na mno�in� X�

�a re0ex�vn�	 pr�v� kdy� f je identick� zobrazen�	

�b symetrick�	 pr�v� kdy� f je bijekce a f + f−�	

�c tranzitivn�	 pr�v� kdy� pro v�echna y ∈ f�X plat� y ∈ f−��y	 kde f−��y +
{x ∈ X � f�x + y}�

Jak je mo�n� charakterizovat slab� antisymetrick� zobrazen�,

I ���� Nech) X ⊂ Z je n�jak� mno�ina cel�ch ��sel� Relace d	litelnosti na X
je mno�ina v�ech dvojic �x, y ∈ X� takov�ch	 �e x d�l� y �tj� existuje k ∈ Z
s vlastnost� kx + y� Doka�te	 �e relace d�litelnosti je slab� antisymetrick� na
mno�in� p�irozen�ch ��sel N	 ale ne na mno�in� nenulov�ch cel�ch ��sel Z−{�}�

I ���� Rozhodn�te	 zda relace S v tabulce ��� jsou na p��slu�n�ch mno�in�ch
X �� re0ex�vn�	 �� symetrick�	 �� slab� antisymetrick�	 �� tranzitivn�� Kladn�
odpov�di doka�te	 z�porn� dolo�te protip��kladem�

I ��� Je libovoln� tranzitivn� a symetrick� relace na n�jak� mno�in� nutn�
re0ex�vn�,

I ���
 Doka�te	 �e je�li relace na mno�in� symetrick� i antisymetrick�	 je nutn�
tranzitivn�� Charakterizujte tyto relace�

I ���� Jak pozn�me z maticov�ho zn�zorn�n�	 zda je relace re0ex�vn� a symet�
rick�,

I ���� Doka�te	 �e relace R na mno�in� X je tranzitivn�	 pr�v� kdy� R◦R ⊂ R�

�I siln�� ale tento pojem jsme zat�m nedenovali�
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mno�ina X xS y	 pokud . . .
�a R x ≤ y
�b R x < y
�c rovina R� vzd�lenost bod� x a y je ≤ �
�d p��mky v R� x je rovnob��n� s y
�e {�, �, �, �} �x, y ∈ {��, �, ��, �, ��, �, ��, �, ��, �}
�f p�irozen� ��sla N x d�l� y
�g nenulov� cel� ��sla Z− {�} x d�l� y
�h uzav�en� interval ��, �� x / y ≤ xy
�i N x� ≤ y
�j ��, � x� ≤ y
�k R x < �y
�l R x− y ∈ Z�

Tabulka ���� Relace v cvi�en� �����

I ���� Nech) R je relace na mno�in� X� Tranzitivn� uz�v	r relace R je relace
R� �rovn�� na X sest�vaj�c� ze v�ech dvojic �x, y	 pro kter� lze naj�t kone�n�
po�et prvk� z�, . . . , zk s vlastnost�

xR z� R z� R . . . R zk R y.

�Tento zkr�cen� z�pis samoz�ejm� znamen� xR z�	 z� R z� atd� Doka�te	 �e

�a R� je tranzitivn� relace	

�b je to dokonce nejmen�� tranzitivn� relace na X obsahuj�c� R� �P�esn�ji� po�
kud T je tranzitivn� relace na X	 kter� obsahuje relaci R	 pak tak� R� ⊂ T �

I ���� Nech) relace R na mno�in� X je re0ex�vn� �symetrick�	 antisymetrick�	
tranzitivn�� Je pak R−� tak� re0ex�vn� �symetrick�	 antisymetrick�	 tranzitivn�,

��� Ekvivalence a rozklady

V�zna�n� m�sto mezi relacemi maj� ekvivalence�

De�nice ���� Ekvivalence na mno�in	 X je relace R na mno�in� X	 kter� je
re0ex�vn�	 symetrick� a tranzitivn��

P�	klad ���� Dobr� p��klad ekvivalence se objevil ve cvi�en� ����� Nech) X je
mno�ina v�ech p��mek v rovin�� De#nujme na X relaci R p�edpisem

�p, q ∈ R pr�v� kdy� p a q jsou rovnob��n� p��mky�

Pe�liv� �ten�� ji� ur�it� nahl�dl	 �e relace m� v�echny t�i vlastnosti z de#nice
ekvivalence�
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P�	klad ���� D�le�it�m p��kladem ekvivalence	 kter� se n�m bude hodit v p���t�
kapitole	 je kongruence modulo p� Jde o relaci na mno�in� cel�ch ��sel Z� Zvolme
pevn� cel� ��slo p a de#nujme relaci ≡ na Z p�edpisem

x ≡ y pr�v� kdy� p d�l� x− y.

�P�ipome�me	 �e p d	l� x− y	 pokud x− y + pk pro n�jak� k ∈ Z�
Relace ≡ je re0ex�vn�	 proto�e p jist� pro ka�d� x d�l� ��slo x−x + �� Je tak�

symetrick�	 nebo) pokud x− y + kp	 pak y − x + �−k · p�
Doka�me	 �e ≡ je tranzitivn�� M�jme x, y, z s vlastnost� x ≡ y a y ≡ z� Je

tedy x− y + kp a y − z + �p pro n�jak� k, �� Pak ov�em

x− z + �x− y / �y − z + kp / �p + p�k / �

a x ≡ z� T�m je tranzitivita dok�z�na� Relace ≡ tedy skute�n� je ekvivalence�

Relac�m	 kter� jsou pouze re0ex�vn� a symetrick� �a nemus� b�t tranzitivn�
se n�kdy ��k� tolerance�

P�	klad ���� Nech) X je mno�ina v�ech k�tic nul a jedni�ek	 kde k ≥ �� Dv�
k�tice jsou v relaci R	 pokud se li�� nejv��e v jednom symbolu� Takov� relace R
je toleranc�	 nikoli v�ak ekvivalenc� �ov��te2� Jak je tomu pro k + �,

Ekvivalence 
zce souvis� s pojmem rozkladu mno�iny�

De�nice ���� Nech) X je mno�ina� �Neuspo��dan� soubor podmno�in {Xi}i∈I

mno�iny X je rozklad mno�iny X	 pokud mno�iny Xi jsou nepr�zdn�	 navz�jem
disjunktn� a jejich sjednocen�m je cel� mno�ina X� Mno�iny Xi naz�v�me t��dy
rozkladu {Xi}i∈I �

1 3

6

45

2

Obr�zek ���� Rozklad mno�iny {�, �, �, �, �, �}�

Soubor S + {{�, �}, {�}, {�, �, �}}	 zn�zorn�n� na obr� ���	 je nap��klad roz�
kladem mno�iny X + {�, �, �, �, �, �}	 zat�mco soubory

{{�, �, �}, {�, �, �}, {�, �, �}} a {{�, �}, {�, �, �}}
nikoli� Zd�razn�me	 �e u rozkladu nez�le�� na po�ad�	 ve kter�m jsou jeho t��dy
uvedeny	 tak�e soubor {{�, �, �}, {�}, {�, �}} je toto�n� s rozkladem S�
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V�ta ���� Ekvivalence na X jednozna�n	 odpov�daj� rozklad�m X�

D�kaz� Uk��eme	 jak dan� ekvivalenci ∼ na mno�in� X bijektivn� p�i�adit
rozklad X/ ∼ mno�iny X� Pro x ∈ X de#nujme t��du prvku x p�edpisem

�x�∼ + {y ∈ X � x ∼ y}.

M�sto �x�∼ budeme ps�t stru�n�ji �x��
Tvrd�me	 �e pro x, y ∈ X jsou t��dy �x�	 �y� bu* shodn� nebo disjunktn��

Dejme tomu	 �e nejsou disjunktn�	 tedy existuje z ∈ �x� ∩ �y��
Vezm�me libovoln� prvek x′ ∈ �x�� M�me x ∼ x′ a ze symetrie tak� x′ ∼ x�

Proto�e z ∈ �x�	 je rovn�� x ∼ z	 tak�e z tranzitivity plyne x′ ∼ z� Kone�n�
z faktu z ∈ �y� dostaneme y ∼ z	 tak�e z ∼ y a z tranzitivity x′ ∼ y� Jin�mi slovy
x′ ∈ �y�� Uk�zali jsme	 �e ka�d� prvek x′ t��dy �x� je rovn�� prvkem t��dy �y��
Tot�� ale plat� i naopak �d�kaz je stejn�	 tak�e �x� + �y�� To jsme cht�li dok�zat�

Vezmeme�li tedy soubor mno�in X/∼ + {�x� � x ∈ X} �kter� obsahuje ka�dou
t��du pouze jednou2	 dostaneme syst�m disjunktn�ch podmno�in mno�iny x� D�ky
re0exivit� je ka�d� t��da nepr�zdn� �proto�e x ∈ �x� a sjednocen�m v�ech t��d je
mno�ina X� Jedn� se tedy o rozklad mno�iny X�

Je�li naopak d�n rozklad {Xi � i ∈ I} mno�iny X	 de#nujme relaci R p�edpi�
sem

xR y, pokud x a y jsou prvky t��e mno�iny Xi.

Relace R je tak�ka z trivi�ln�ch d�vod� ekvivalenc� �pro�,�
K dokon�en� d�kazu zb�v� si v�imnout	 �e pokud podle v��e uveden�ch p�ed�

pis� p�i�ad�me n�jak� ekvivalenci ∼ rozklad a tomu zase ekvivalenci	 dostaneme
pr�v� v�choz� ekvivalenci ∼� Podobn� je tomu	 vyjdeme�li od rozkladu� Popsan�
korespondence mezi rozklady a ekvivalencemi tedy opravdu p�edstavuje bijek�
tivn� vztah� �

Je�li ∼ ekvivalence	 pak se t��dy p��slu�n�ho rozkladu naz�vaj� t��dy ekviva�
lence ∼�

P�	klad ��� Uva�me relaci R na mno�in� {�, . . . , �} s n�sleduj�c�m maticov�m
zn�zorn�n�m�

M�R +

�
�������

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�
						


.

�'�dky i sloupce odpov�daj� po �ad� prvk�m �	 . . . 	�� Ov��te	 �e se jedn� o
ekvivalenci� Sestroj�me�li p��slu�n� rozklad jako v d�kazu v�ty ����	 dostaneme
pr�v� rozklad na obr� ����
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Cvi�en�

I ���� De#nujme relaci ∼ podobn� jako ≡ v p��kladu ����	 s jedn�m mal�m
rozd�lem�

x ∼ y pr�v� kdy� existuje p�irozen� k tak	 �e x− y + kp,

kde k p�irozen�m ��sl�m �ad�me i nulu� Je relace ∼ ekvivalence,

I ���� Doka�te	 �e pr�nik libovoln�ho souboru ekvivalenc� na dan� mno�in� X
je rovn�� ekvivalence�

I ���� Nech) R a S jsou ekvivalence na mno�in� X� Rozhodn�te	 kter� z n�sle�
duj�c�ch relac� jsou nutn� tak� ekvivalence�

�a R ∪ S	

�b R− S	

�c R ◦ S�

I ���� Doka�te� slo�en� R ◦ S ekvivalenc� R a S je ekvivalence	 pr�v� kdy� R a
S jsou z�m�nn� �tj� R ◦ S + S ◦R�

I ��� Zjist�te	 zda n�sleduj�c� relace na mno�in� R� jsou ekvivalence	 a p���
padn� najd�te geometrickou interpretaci jejich t��d� U ka�d�ho p��padu je uvedena
podm�nka pro to	 aby dvojice �x, y a �z, w z mno�iny R� byly spolu v relaci�

�a y − x + w − z	

�b y − kx + w − kz �kde k ∈ R	

�c x� / �y� + z� / �w��

I ���
 Nech) Rn×n je mno�ina v�ech re�ln�ch matic o rozm�rech n×n� Pro dv�
takov� matice A, B de#nujme	

A ≈ B, pokud A a B maj� stejnou hodnost	

A � B, pokud A a B jsou podobn� matice.

Uka�te	 �e ob� tyto relace jsou ekvivalence na Rn×n	 a ur�ete po�et jejich t��d�

I ���� Nakreslete relaci R z p��kladu ���� jako orientovan� graf�

I ���� Matici M�R z p��kladu ���� je mo�n� prohozen�m dvou ��dk� a dvou
sloupc� p�ev�st do velmi speci�ln�ho -blokov�ho. tvaru� Pokuste se tento tvar
de#novat	 a na tomto z�klad� formulovat obecnou charakterizaci ekvivalenc� ve
tvaru -R je ekvivalence	 pr�v� kdy� M�R m� p�erovn�n� do blokov�ho tvaru.�
Jak souvis� blokov� tvar s t��dami ekvivalence,

� P�ipome�me� �e A a B jsou podobn�� pokud existuje matice P s vlastnost� B � PAP���
a �e hodnost matice je maxim�ln� po�et line�rn� nez�visl�ch ��dek�
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Kapitola �

Algebraick� struktury

'ada algebraick�ch objekt� m� podobu mno�iny s n�jakou dodate�nou struktu�
rou� Nap��klad vektorov� prostor je mno�ina vektor�	 ty v�ak nejsou -jeden jako
druh�.� jeden z nich hraje v�zna�nou roli nulov�ho vektoru	 pro ka�d� dva vektory
je d�n jejich sou�et	 je de#nov�na operace n�soben� vektoru skal�rem atd� Pr�v�
tuto dodate�nou informaci	 kter� vektorov� prostor odli�uje od pouh� mno�iny
vektor�	 m�me na mysli	 kdy� mluv�me o -struktu�e.� $asto se i samotn� tyto
objekty ozna�uj� pojmem algebraick� struktury�

��� Grupy a t�lesa

V tomto odd�lu p�edstav�me dva v�zna�n� p��klady algebraick�ch struktur� grupu
a t�leso� Jsou de#nov�ny jako mno�ina s jednou resp� dv�ma operacemi	 kter�
maj� �v porovn�n� s v�t�inou ostatn�ch algebraick�ch struktur pom�rn� siln�
vlastnosti� P��klad� grup i t�les je p�esto podivuhodn� �ada	 a to v nejr�zn�j��ch
oblastech matematiky�

Pojem t�lesa ostatn� �ten�� obezn�men� s vektorov�mi prostory mo�n� zn��
Ka�d� vektorov� prostor toti� existuje nad ur�it�m t�lesem	 jeho� prvky jsou
pr�v� ony skal�ry	 jimi� m��eme vektory n�sobit� Vektorov� prostory nad t�lesem
re�ln�ch ��sel �prob�ran� v p�edn��ce z line�rn� algebry jsou tak jen jedn�m
speci�ln�m p��padem�

Nech) M je mno�ina� Zobrazen� � z M ×M do M se naz�v� �bin�rn�� ope�
race na mno�in	 M � Takov� operace m��e m�t r�zn� vlastnosti� 'ekneme	 �e �
je komutativn� operace	 pokud pro ka�d� x, y ∈ M je x � y + y � x �tedy po�
kud v�sledek nez�le�� na po�ad� operand�� Operace � je asociativn�	 pokud pro
x, y, z ∈M je x � �y � z + �x � y � z �v�sledek nez�le�� na uz�vorkov�n��

P��klad asociativn� operace jsme ji� vid�li u relac�� Uv���me�li mno�inu v�ech
relac� na dan� mno�in� X a de#nujeme�li operaci ◦ jako slo�en� dvou relac�	 bude
tato bin�rn� operace asociativn�	 ale nikoli komutativn��

Prvky mno�iny M mohou m�t vzhledem k operaci � speci�ln� vlastnosti� Prvek

� 
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n ∈ M je neutr�ln�m prvkem �vzhledem k operaci ��	 pokud pro ka�d� x ∈ M je
x�n + x a rovn�� n�x + x� V�imn�me si	 �e z de#nice trivi�ln� plyne	 �e takov�
prvek je nejv��e jeden� Jsou�li toti� n, n′ neutr�ln� prvky	 pak na jednu stranu
n � n′ + n′ �proto�e n je neutr�ln�	 ale na druhou stranu n � n′ + n �proto�e n′

je neutr�ln�	 tak�e n + n′�
Nech) n je neutr�ln� prvek vzhledem k operaci �� Prvek inverzn� k prvku x ∈M

je takov� prvek y	 pro n�j� plat�	 �e x�y + y�x + n� V p��pad�	 �e � je asociativn�
operace	 je opa�n� prvek k libovoln�mu prvku x ∈M nejv��e jeden� Jsou�li toti�
y, y′ dva takov� prvky	 uva�me v�raz y �x� y′� Ob� jeho uz�vorkov�n� daj� stejn�
v�sledek� P�itom �y �x � y′ + n�y′ + y′	 ale y � �x� y′ + y �n + y	 tak�e y + y′�

Nyn� ji� m��eme de#novat pojem grupy� Grupa je mno�ina M spolu s aso�
ciativn� bin�rn� operac� �	 ve kter� existuje neutr�ln� prvek a ke ka�d�mu prvku
existuje prvek inverzn�� Pokud je operace � nav�c komutativn�	 mluv�me o ko�
mutativn� nebo abelovsk�� grup	� Form�ln� grupu de#nujeme jako uspo��danou
dvojici �M, ��

Standardn�m p��kladem grupy je t�eba mno�ina v�ech re�ln�ch �cel�ch	 kom�
plexn�ch	 racion�ln�ch ��sel s operac� s��t�n�� P�irozen� ��sla se s��t�n�m grupu
netvo�� �� je neutr�ln�	 ale neexistuje skoro ��dn� inverzn� prvek	 a t�eba cel�
��sla s n�soben�m rovn�� ne �� je neutr�ln�	 ale inverzn� prvky rovn�� neexistuj��
Ani v mno�in� racion�ln�ch ��sel neexistuje inverzn� prvek k ��slu � vzhledem k
operaci n�soben� �pro ��dn� racion�ln� y nen� � · y + �� Oproti tomu mno�ina
v�ech nenulov�ch racion�ln�ch ��sel ji� tvo�� grupu vzhledem k operaci n�soben��

Mno�ina v�ech matic dan�ch rozm�r� je grupou vzhledem ke s��t�n�� Grupou
je rovn�� mno�ina v�ech regul�rn�ch �tvercov�ch matic ��du n s operac� n�so�
ben�� Po�adavek regularity je podstatn�	 proto�e k ��dn� singul�rn� matici by
neexistoval inverzn� prvek� Spojit� re�ln� funkce tvo�� grupu vzhledem ke s��t�n�	
permutace dan� mno�iny vzhledem ke skl�d�n�	 atd� Relace na dan� mno�in�
spolu s operac� skl�d�n� grupu netvo���

K popisu grupy na kone�n� mno�in� prvk� je �asto vhodn� pou��t tabulku	
kter� pro ka�dou dvojici prvk� ud�v� v�sledek grupov� operace� P��kladem je
tab� ���	 kter� de#nuje grupu na mno�in� {a, b} s operac� ∗�

∗ a b
a a b
b b a

Tabulka ���� Grupa na mno�in� {a, b}�

Pojem t�lesa zachycuje dv� grupy	 de#novan� na t��e z�kladn� mno�in�� Jeho
prototypem je mno�ina v�ech re�ln�ch ��sel R s operacemi / a ·� Dvojice �R,/

�Pou��v� se t�� ozna�en� Abelova grupa� Tato t��da grup je nazv�na po norsk�m matematikovi
Nielsu Henriku Abelovi ������������
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je komutativn� grupa s neutr�ln�m prvkem �	 dvojice �R, · ale grupa nen� �stejn�
jako u racion�ln�ch ��sel chyb� inverzn� prvek k ��slu �� Z tohoto d�vodu v n��
sleduj�c� de#nici t�lesa p�istupujeme k neutr�ln�mu prvku prvn� operace s jistou
opatrnost��

Nech) mno�ina M spolu s operac� ⊕ tvo�� komutativn� grupu s neutr�ln�m
prvkem �dejme tomu �	 a nech) na mno�in� M − {�} je ur�ena dal�� bin�rn�
operace ⊗� Potom �M,⊕,⊗ je t	leso	 pokud �M−{�},⊗ je rovn�� komutativn�
grupa a nav�c plat� distributivn� z�kon�

x⊗ �y ⊕ z + �x⊗ y⊕ �x⊗ z ����

pro ka�d� x, y, z ∈M �
Mezi t�lesa pat�� mno�iny v�ech racion�ln�ch	 re�ln�ch a komplexn�ch ��sel	

v�dy se standardn�mi operacemi s��t�n� a n�soben�� V n�sleduj�c�m odd�lu budeme
hovo�it o t�lesech	 kter� sest�vaj� jen z kone�n�ho po�tu prvk��

V�imn�me si je�t�	 �e pojem vektorov�ho prostoru nen� p��li� vzd�len od
pojmu abelovsk� grupy� D� se ��ci	 �e vektorov� prostor je abelovsk� grupa �s ope�
rac� s��t�n� vektor�	 na kter� je nav�c de#nov�no n�soben� vektor� prvky dan�ho
t�lesa�

Cvi�en�

I ��� Najd�te grupu �G, � o � prvc�ch	 ve kter� pro ka�d� prvek x plat� x�x + ��

I ��� Isomor�smus grup �G, � a �H, � je bijekce f � G → H 	 kter� zobrazuje
neutr�ln� prvek grupy G na neutr�ln� prvek grupy G a m� tu vlastnost	 �e pro
ka�d� g, g′ ∈ G je

f�g � g′ + f�g � f�g′.

Uka�te	 �e isomor#smus f zobrazuje inverzn� prvek k libovoln�mu prvku g ∈ G
na inverzn� prvek k prvku f�g �v grup� H�

I ��� Najd�te dv� kone�n� grupy stejn� velikosti	 kter� nejsou isomorfn� �tj�
neexistuje mezi nimi isomor#smus�

��� Aritmetika modulo p

P�ipome�me si	 �e ekvivalence ∼ na mno�in� X je relace na X	 kter� je re0ex�vn�	
symetrick� a tranzitivn�� Jsou�li na mno�in� X de#nov�ny n�jak� operace	 m��e
b�t p�irozen� po�adavek	 aby ekvivalence ∼ nav�c zachov�vala tyto dodate�n�
operace� Takov�m ekvivalenc�m se pak ��k� kongruence� My se zam���me na jeden
konkr�tn� p��klad� kongruence modulo p�
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Nech) p ≥ � je p�irozen� ��slo� De#nujme na mno�in� v�ech cel�ch ��sel relaci
≡ �kongruenci modulo p p�edpisem

x ≡ y, pokud p d�l� rozd�l x− y.

Je�li pot�eba zd�raznit hodnotu ��sla p	 p��eme x ≡ y �mod p�
Fakt	 �e se jedn� o ekvivalenci	 nen� ani t�eba dokazovat� Ka�d� z p t��d t�to

ekvivalence je tvo�ena v�emi ��sly	 kter� p�i d�len� ��slem p d�vaj� tent�� zbytek�
Proto se ozna�uj� jako zbytkov� t��dy modulo p� T��du obsahuj�c� ��slo x budeme
zna�it jako �x�p �jindy se pou��v� zna�en� Zp�x a o prvku x budeme mluvit
jako o reprezentantu t�to t��dy� Je�li ��slo p z�ejm� z kontextu	 p��eme m�sto �x�p
prost� �x�� Mno�ina v�ech zbytkov�ch t��d modulo p se zna�� Zp� T��dy ���p a ���p	
kter� maj� sv�m zp�sobem v�zna�n� postaven�	 budeme zna�it prost� � resp� ��

Jak je nazna�eno v 
vodu tohoto odd�lu	 kongruence modulo p se chov�
-slu�n�. k operac�m s��t�n� a n�soben� na cel�ch ��slech�

Tvrzen	 ��� Nech
 x ≡ x′ a y ≡ y′ jsou cel� ��sla� Potom

x / y ≡ x′ / y′ a xy ≡ x′y′.

D�kaz� Z faktu x ≡ x′ plyne x′−x + pm	 kde m je cel�� Podobn� y′−y + pn	 n
cel�� Potom �x′/y′− �x/y + pm/pn + p�m/n	 tak�e x/y ≡ x′/y′� Stejn�
tak x′y′− xy + �x/ pm�y / pn− xy + p�xn/ ym/ pmn	 proto x′y′ ≡ xy� �

Hlavn�m d�vodem	 pro� je tento fakt d�le�it�	 je	 �e umo��uje p�en�st aritme�
tick� operace z cel�ch ��sel na zbytkov� t��dy	 kde tak dostaneme tzv� aritmetick�
operace modulo p� Nech) ��slo p je pevn� d�no	 tak�e je nemus�me explicitn� uv��
d�t� Pro t��dy �x� a �y�	 zadan� pomoc� sv�ch reprezentant�	 de#nujeme jejich
sou�et ⊕ a sou�in ⊗ p�edpisy

�x�⊕ �y� + �x / y� ,

�x�⊗ �y� + �xy� .

U podobn� de#nice je v�ak t�eba ov��it jej� korektnost � nedostaneme p�i jin� volb�
reprezentant� t��d �x� a �y� jin� v�sledky, Kdyby ano	 jednalo by se o �patnou
de#nici�

Proto p�edpokl�dejme	 �e �x� + �x′� a �y� + �y′�� To samoz�ejm� znamen�	 �e
x ≡ x′ a y ≡ y′� Podle Tvrzen� ��� tedy x / x′ ≡ y / y′� Pak ov�em mus� b�t
�x / y� + �x′ / y′�	 tak�e hodnota p�i�azen� sou�tu �x�⊕ �y� je na volb� reprezen�
tant� nez�visl�� Podobn� je tomu u operace ⊗�

Pod�vejme se pro konkr�tnost na p��pad p + !	 t�eba na t��dy ���
 a ���
�
Z de#nice je

���
 + {. . . ,−�, �,  , ��, . . .},
���
 + {. . . ,−�, �, ��, ��, . . .}.



���� Aritmetika modulo p ��

V�echny mo�n� sou�ty prvku z t��dy ���
 a prvku z t��dy ���
 tvo�� mno�inu

{. . . ,−�, �, ", ��, ��, . . .},

co� je pr�v� t��da �"�
	 tak�e je p�irozen�	 �e jsme polo�ili ���
⊕���
 + �"�
� Podobn�
mno�ina v�ech sou�in� prvku ze t��dy ���
 a prvku ze t��dy ���
 je obsa�ena ve
t��d� ����
�

Mno�ina Z
 m� ! prvk�	 kter� lze ps�t nap��klad jako ���
	 ���
	 . . . 	 ���
� P�i
po��t�n� modulo p m��eme v praxi vynechat symboly pro t��dy a pracovat pouze
s ��sly �, �, . . . , p−� �s tzv� �plnou soustavou zbytk� modulo p	 s t�m	 �e v�sledek
ka�d� operace nahrad�me p��slu�n�m zbytkem� Nap��klad p�i po��t�n� modulo �
bychom tak mohli ps�t t�eba � ⊕ � + � nebo � ⊗ � + �� (plnou informaci o
aritmetice modulo � pod�v� tabulka ����

⊕ � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

⊗ � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

Tabulka ���� Aritmetika nad Z	 �v tabulce n�soben� je vynech�n ��dek a sloupec
prvku �	 kter� sest�vaj� ze sam�ch nul�

V�ta ��� Pro libovoln� p ≥ ��

�a� dvojice �Zp�⊕� je komutativn� grupa�
�b� operace ⊗ na Zp − {�} je komutativn�� asociativn� a m� neutr�ln� prvek�
�c� operace ⊕ na Zp je distributivn� vzhledem k operaci ⊗� tj�

a⊗ �b⊕ c + �a⊗ b⊕ �a⊗ c

pro libovoln� a, b, c ∈ Zp�

D�kaz� V�ta snadno plyne z vlastnost� aritmetick�ch operac� na cel�ch ��slech�
V ��sti �a je nap��klad operace ⊕ komutativn�	 proto�e

�a�⊕ �b� + �a / b� + �b / a� + �b�⊕ �a� .

Podobn� dostaneme asociativitu� T��da ��� je zjevn� neutr�ln� vzhledem ke s��t�n��
Inverzn� prvek ke t��d� �a� je t��da �−a��
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$�st �b se dokazuje zcela podobn�� $�st �c je op�t d�sledkem distributivity
na cel�ch ��slech	 proto�e plat�

�a�⊗
�
�b�⊕ �c�

�
+ �a�⊗ �b / c� + �a�b / c� + �ab / ac� + �ab�⊕ �ac�

+
�
�a�⊗ �b�

�
⊕
�
�a�⊗ �c�

�
.

�

Je Zp spolu s operacemi⊕ a ⊗ t�lesem, Podle v�ty ��� k tomu mnoho nechyb��
vlastn� pouze to	 aby ke ka�d� nenulov� t��d� existoval inverzn� prvek vzhledem
k n�soben�� Pak by toti� i �Zp,⊗ byla abelovsk� grupa� Pt�me se tedy	 kdy ke
t��d� �x� ∈ Zp existuje inverzn� prvek vzhledem k n�soben�� Asi tomu tak nebude
v�dy� nap��klad pro p + � nenajdeme inverzn� prvek ke t��d� ����� M�me toti�
���⊗��� + ���	 ���⊗��� + ��� a ���⊗��� + ���� Na druhou stranu nap��klad Z	 t�lesem
je	 jak se lze p�esv�d�it z v��e uveden� tabulky operace ⊗� (plnou odpov�* na
na�i ot�zku nab�z� n�sleduj�c� tvrzen��

Tvrzen	 ��� Ke t��d	 �r� ∈ Zp existuje inverzn� prvek vzhledem k n�soben�� pr�v	
kdy� r a p jsou nesoud	ln� ��sla�

D�kaz� Implikaci zleva doprava dok��eme sporem� Dejme tomu	 �e r i p jsou
d�liteln� ��slem d > �	 a nech) �s� je inverzn� k �r�	 to jest �r�⊗ �s� + ���� Z de#nice
je �rs� + ���	 tak�e rozd�l rs − � je d�liteln� ��slem p	 �ekn�me rs− � + pn	 kde
n je cel�� Pak ale

rs− pn + �,

p�i�em� lev� strana je d�liteln� ��slem d �kter� d�l� jak r	 tak p� Proto mus� ��slo
d d�lit i jedni�ku na prav� stran�	 tak�e d + �� Spor�

K d�kazu opa�n� implikace p�edpokl�dejme	 �e ��sla r a p jsou nesoud�ln��
Uva�me p sou�in� � · r	 � · r	 . . . 	 p · r� Tvrd�me	 �e ��dn� dva z t�chto sou�in�
nejsou kongruentn� modulo p	 tedy �e ir �≡ jr pro r�zn� i, j� P�edstavme si	 �e
ir ≡ jr pro n�jak� i �+ j� Pak p d�l� r�i − j	 a proto�e s r je nesoud�ln�	 mus�
p d�lit rozd�l i − j� �Tento fakt plyne nap��klad z jednozna�nosti rozkladu na
prvo��sla� Ov�em rozd�l i− j je v absolutn� hodnot� men�� ne� p	 tak�e jedinou
mo�nost� je i + j	 co� je spor s p�edpokladem�

V ka�d� zbytkov� t��d� modulo p t�m p�dem le�� nejv��e jeden sou�in i · r	
kde i + �, . . . , p� T��d je ale �stejn� jako sou�in� p�esn� p	 tak�e dokonce v ka�d�
t��d� le�� pr�v� jeden tento sou�in� Speci�ln� pro n�jak� i je ir ∈ ���� Pak ale
�i�⊗ �r� + �ir� + ���	 �ili �i� je hledan� inverzn� prvek ke t��d� �r�� �

Z t�to v�ty ji� snadno plyne charakterizace ��sel p	 pro n�� je Zp t�lesem�
Ka�d� prvo��slo p je nesoud�ln� s libovoln�m ��slem	 kter� nen� n�sobkem p�
Na druhou stranu	 pokud p nen� prvo��slo	 pak se d� ps�t jako p + a · b �kde
� < a, b < p	 a potom a, p jsou soud�ln� ��sla� Shrnuto�
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D�sledek ��� Mno�ina Zp s operacemi ⊕ a ⊗ je t	lesem� pr�v	 kdy� p je prvo�
��slo�

Nab�z� se je�t� dal�� ot�zka� V�me	 �e Zp je t�leso pouze pro prvo��seln� p�
Existuje t�leso o neprvo��seln�m po�tu prvk�	 �ekn�me �ty�prvkov�, Jak ukazuje
cvi�en� ��"	 odpov�* zn� ano� Obecn� plat� v�ta	 kterou nebudeme dokazovat	 �e
n�prvkov� t�leso existuje pr�v� tehdy	 kdy� n je mocnina prvo��sla�

Nech) p je prvo��slo� V�me�li	 �e Zp je t�leso	 nic n�m nebr�n� uva�ovat o
vektorov�ch prostorech nad t�mto t�lesem� Podobn� jako jedn�m ze z�kladn�ch
p��klad� vektorov�ho prostoru nad re�ln�mi ��sly je prostor Rn	 tvo�en� n�ticemi
re�ln�ch ��sel	 zde hraje d�le�itou roli vektorov� prostor

Zn
p + {�a�, . . . , an � ai ∈ Zp pro ka�d� i},

p�i�em� s��t�n� / a n�soben� skal�rem · jsou de#nov�ny -po slo�k�ch.�

�a�, . . . , an / �b�, . . . , bn + �a� ⊕ b�, . . . , an ⊕ bn,

c · �a�, . . . , an + �c⊗ a�, . . . , c⊗ an,

kde c ∈ Zp� V�imn�me si	 �e proto�e jednotliv� slo�ky vektor� jsou prvky Zp	
s��t�me je pomoc� operace ⊕ a n�sob�me pomoc� operace ⊗�

V dal��ch ��stech p�edn��ky se setk�me se speci�ln�m p��padem t�to kon�
strukce	 vektorov�m prostorem Zn

� nad Z�	 jeho� prvky jsou n�tice nul a jedni�ek�
Ve vektorov�ch prostorech nad kone�n�mi t�lesy lze prov�d�t v�echny obvykl�

operace jako v re�ln�ch vektorov�ch prostorech	 nap��klad �e�it soustavy rovnic�
Jako p��klad �e�me soustavu

x / �y / �z / �t + �

x / y / �z + �
����

o � nezn�m�ch nad t�lesem Z	 �viz tabulka ���� Pro p�ehlednost vynech�v�me
t��dov� z�vorky a aritmetick� operace zapisujeme jako /	 · �a nikoli ⊕,⊗�

Standardn�m postupem vytvo��me matici a p�evedeme ji do kanonick�ho tva�
ru� 

� � � � �
� � � � �

�
∼

� � � � �
� � � � �

�
∼

� � � � �
� � � � �

�

∼

� � � � �
� � � � �

�
,

p�i�em� proveden� 
pravy jsou �po �ad�� p�i�ten� �ty�n�sobku prvn�ho ��dku
k druh�mu	 vyn�soben� druh�ho ��dku -��slem. �	 a p�i�ten� trojn�sobku druh�ho
��dku k prvn�mu� Zji�)ujeme	 �e �e�en� t�to soustavy maj� tvar

{�� / �z / �w, � / �z / w, z, w � z, w ∈ Z	}.
Jinak �e�eno	 ka�d� �e�en� je line�rn� kombinac�

��, �, �, � / z · ��, �, �, � / w · ��, �, �, �
kde z, w ∈ Z	�
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Cvi�en�

I ��� Nech) x, y ∈ Zn
� � Kdy je i�t� slo�ka sou�tu x / y nulov�,

I ��� Kolik je �e�en� soustavy ����,

I �� 'e�te soustavu nad t�lesem Z��

x / �y / t + �

�x / �z + �

�x / z / t + �

I ��
 Napi�te tabulky s��t�n� a n�soben� v t�lesech Z� a Z
�

I ��� Ov��te	 �e mno�ina {�, �, �, �} spolu s operacemi � a ◦	 zadan�mi pomoc�
n�sleduj�c�ch tabulek	 je t�lesem� Uka�te	 �e tyto operace se li�� od s��t�n� a
n�soben� na mno�in� Z��

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

◦ � � �
� � � �
� � � �
� � � �

II ��� Nech) a ≡ a′ �mod b� Doka�te	 �e plat�

�a, b + �a′, b,

kde �a, b je nejv�t�� spole�n� d�litel ��sel a a b� Vyu�ijte tento fakt k n�vrhu
algoritmu pro v�po�et nejv�t��ho spole�n�ho d�litele� �Jeden z takov�ch algoritm�
je zn�m jako Eukleid�v algoritmus�

II ���� Nech) a a b jsou cel� ��sla �alespo� jedno nenulov�� Doka�te	 �e �a, b
je nejmen�� kladn� ��slo tvaru ax / by	 kde x, y ∈ Z�
I ���� Formulujte algoritmus na nalezen� koe#cient� x a y v rovnosti ax/ by +
�a, b� �U�ijte Eukleid�v algoritmus nebo vlastn� algoritmus ze cvi�en� �� �

I ���� Jak je mo�n� u��t algoritmus ze cvi�en� ���� k nalezen� inverzn�ho prvku
a−� k prvku a ∈ Zp,

I ���� Doka�te	 �e pokud x ≡ y �mod m	 pak xn ≡ yn �mod m pro libovoln�
p�irozen� n�

I ���� Doka�te	 �e pokud x ≡ y �mod m	 cel� ��slo d d�l� x a y	 a plat� �d, m +
�	 pak

x

d
≡ y

d
�mod m.

Je mo�n� p�edpoklad �d, m + � vynechat,

I ���� Odvo*te pravidla pro d�litelnost ��sly �	 "	  a ���



Kapitola �

Uspo��d�n� a svazy

Pojem uspo��d�n�	 kter� je t�matem t�to kapitoly	 p�edstavuje �vedle zobrazen�
a ekvivalence dal�� zaj�mav� a d�le�it� speci�ln� p��pad pojmu relace�

��� Uspo��d�n	

De�nice ��� Uspo��d�n� na mno�in� X je libovoln� relace na X	 kter� je re�
0ex�vn�	 �slab� antisymetrick� a tranzitivn��

Oproti de#nici ekvivalence jsme tedy -pouze. zam�nili symetri�nost za anti�
symetri�nost� (�inky t�to zm�ny jsou v�ak zna�n��

Je�li R uspo��d�n� na mno�in� X	 pak dvojice �X, R se naz�v� uspo��dan�
mno�ina� Jsou�li prvky x, y v relaci R �tedy xR y	 interpretujeme to slovy -pr�
vek x je men�� nebo roven prvku y.� To je v souladu se v�emi t�emi z�kladn�mi
vlastnostmi uspo��d�n�� Uspo��d�n�m z na�� de#nice se tak� ��k� neostr� uspo���
d�n�	 proto�e pro ka�d� x plat� xR x� �U ostr�ho uspo��d�n� bychom po�adavek
re0exivity nahradili antireexivitou� pro ��dn� x neplat� xR x� Nep�jde ov�em
o uspo��d�n� ve smyslu de#nice ���� Neostr� uspo��d�n� �asto zna��me symboly
≤ nebo ��

Snadno se ov���	 �e vlastnosti uspo��d�n� m� nap��klad -standardn�. uspo���
d�n� ≤ mno�iny re�ln�ch ��sel� Pon�kud zaj�mav�j�� je mo�n� fakt	 �e uspo��d��
n�m je i relace d	litelnosti de#novan� vztahem -x d�l� y. na libovoln� mno�in�
p�irozen�ch ��sel �viz cvi�en� ����� Tyto dva p��klady se li�� v jednom d�le�it�m
ohledu	 kter� podrobn� rozebereme�

Nech) x, y jsou dva prvky uspo��dan� mno�iny �X,�� Plat��li x � y nebo
y � x	 jsou prvky x, y porovnateln�	 v opa�n�m p��pad� jsou neporovnateln��
Uspo��d�n� � se �asto ozna�uje jako ��ste�n�	 proto�e de#nice ��� p�ipou�t� exis�
tenci dvojic neporovnateln�ch prvk�� Podobn� o mno�in� �X,� mluv�me jako o
��ste�n	 uspo��dan� mno�in	��

�V angli�tin� se v�il term�n poset� kter� vznikl jako zkratka z v�razu partially ordered set�

�!
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P�i standardn�m uspo��d�n� ≤ na mno�in� R jsou ka�d� dva prvky porovna�
teln�� Takov�m uspo��d�n�m se ��k� line�rn� nebo �pln�� D�vodem pro prvn�
ozna�en� je fakt	 �e line�rn� uspo��d�n� �ad� prvky dan� mno�iny do jedn� linie	
-od nejmen��ho k nejv�t��mu.� L�pe to uvid�me	 a� budeme mluvit o Hasseov�ch
diagramech� N�� druh� p��klad	 relace d�litelnosti na p�irozen�ch ��slech	 line�rn�
nen�	 jak ukazuje nap��klad neporovnateln� dvojice {�, �}� Zd�razn�me ov�em	 �e
oba zm�n�n� p��klady spadaj� do obecn�j�� kategorie ��ste�n�ch uspo��d�n��

P�idejme je�t� t�et� p��klad uspo��d�n�� Pro libovolnou mno�inu A m��eme
uv��it n�jak� soubor B jej�ch podmno�in� Na souboru B je pak p�irozen� de#no�
v�no uspo��d�n� inkluz� ⊂� podmno�iny B, B′ ∈ B budou v relaci �tedy B ⊂ B′	
pokud B je podmno�inou mno�iny B′� Ani uspo��d�n� ⊂ obecn� nen� line�rn��

Cvi�en�

I ��� Jsou n�sleduj�c� relace uspo��d�n�, Pokud ano	 vypi�te dvojice neporov�
nateln�ch prvk��

�a R + {��, �, ��, �, ��, �}	
�b S + {��, �, ��, �, ��, �, ��, �, ��, �, ��, �, ��, �, ��, �}�
I ��� Nech) ≤ �resp� < je b��n� neostr� �resp� ostr� uspo��d�n� mno�iny p�i�
rozen�ch ��sel N� De#nujme relace �� a �� na N×N p�edpisem�

�s, t �� �u, v	 pokud s ≤ u a t ≤ v,

�s, t �� �u, v	 pokud bu*to s < u	 nebo s + u a y ≤ v.

Doka�te	 �e �� a �� jsou ��ste�n� uspo��d�n� a �e �� je line�rn� uspo��d�n��
Poznamenejme	 �e �� je zn�m� lexikogra�ck� uspo��d�n� �b��n� ve slovn�c�ch�
Pokuste se roz���it jeho de#nici na mno�inu slov nad n�jakou kone�nou abecedou�

��� Hasse�v diagram

Libovoln� uspo��d�n� samoz�ejm� m��eme	 stejn� jako ka�dou jinou relaci	 zn��
zornit v podob� orientovan�ho grafu� Obr�zek ��� je zn�zorn�n�m uspo��d�n�
d�litelnost� na mno�in� {�, �, �, �, ", ��}�

Jako prost�edek pro zn�zorn�n� uspo��d�n� ov�em obr�zek ��� nen� p��li�
vhodn�	 �ada �ipek je v n�m toti� zbyte�n�ch� Smy�ky u vrchol� by nap��klad
nebylo nutn� kreslit	 proto�e ka�d� uspo��d�n� je z de#nice re0ex�vn�� Podobn�
jsou�li v relaci dvojice ��, � a ��, ��	 mus� z tranzitivity b�t � v relaci s ��
a tuto �ipku by rovn�� nebylo pot�eba kreslit� Efektivn� zn�zorn�n� uspo��d�n�
p�edstavuje tzv� Hasse�v diagram�

De#nujme nejprve jeden pomocn� pojem� Nech) x, y jsou prvky uspo��dan�
mno�iny �X,�� Prvek x je bezprost�edn�m p�edch�dcem prvku y �ps�no x C y	



���� Hasse�v diagram � 
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Obr�zek ���� Uspo��d�n� d�litelnost� na mno�in� {�, �, �, �, ", ��}�

pokud x � y a neexistuje ��dn� z ∈ X−{x, y}	 pro kter� by platilo x � z � y� Na
vztah C se m��eme d�vat jako na relaci na mno�in� X �tzv� relace bezprost�edn�ho
p�edch�zen�� Tato relace obecn� nen� re0ex�vn� ani tranzitivn��

Hasse�v� diagram uspo��dan� mno�iny �X,� je zn�zorn�n�	 ve kter�m pro
ka�dou dvojici prvk� x, y ∈ X plat� x C y	 pr�v� kdy� x, y jsou spojeny �arou
a prvek y je nakreslen v��e ne� x� Spojnice nen� nutn� opat�ovat �ipkou	 pro�
to�e sm�r je jednozna�n� d�n� Na obr� ��� vid�me	 �e Hasseov�m diagramem lze
uspo��danou mno�inu z obr� ��� zn�zornit mnohem p�ehledn�ji�
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Obr�zek ���� Hasse�v diagram uspo��d�n� z obr� ����

Hasse�v diagram line�rn� uspo��dan� mno�iny vypad� podobn�	 jako na
obr� ���a	 kter� zachycuje standardn� uspo��d�n� na mno�in� p�irozen�ch ��sel
{�, �, �, �, �, �}� Jin� uspo��d�n� na stejn� mno�in�	 kter� line�rn� nen�	 je ur�eno
d�litelnost�� Jeho Hasse�v diagram je na obr� ���b� Jak je vid�t	 jednu mno�inu
lze uspo��dat mnoha r�zn�mi zp�soby�

Jako dal�� p��klad uva�me uspo��d�n� inkluz� na mno�in� v�ech podmno�in
mno�iny {�, �, �}� B��n� zobrazen� a nepom�rn� p�ehledn�j�� Hasse�v diagram to�
hoto uspo��d�n� ukazuje obr� ���� Podmno�iny jsou pops�ny zkr�cen�	 nap��klad
m�sto {�, �} p��eme prost� ���

�Helmut Hasse ������������



�� Kapitola �� Uspo��d�n� a svazy
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Obr�zek ���� �a Obvykl� line�rn� uspo��d�n� na mno�in� {�, . . . , �}� �b Uspo�
��d�n� d�litelnost� na t��e mno�in��
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Obr�zek ���� Dv� zn�zorn�n� uspo��d�n� inkluz� na souboru v�ech podmno�in
mno�iny {�, �, �}� �a orientovan� graf �s vynechan�mi smy�kami	 �b Hasse�v
diagram�



���� Z�kladn� pojmy v uspo��dan�ch mno�in�ch ��

Cvi�en�

I ��� Jak vypad� relace bezprost�edn�ho p�edch�zen� na uspo��dan� mno�in�
�R,≤,
I ��� Nakreslete Hasse�v diagram uspo��d�n� d�litelnost� na mno�in� X ⊂ N�
Zjist�te	 zda tato uspo��dan� mno�ina m� nejmen�� resp� nejv�t�� prvek�

�a X + {�, �, �, ��, ��, ��},
�b X + {�, �, ", ��, ��, �", ��},
�c X + {�, �, �, �, ", ��, ��, ��, ��}�
I ��� Ve cvi�en� ���� byl de#nov�n tranzitivn� uz�v�r R� relace R na mno�in�
X� P�id�me�li k relaci R� v�echny dvojice tvaru �x, x	 kde x ∈ X	 dostaneme
reex�vn	�tranzitivn� uz�v	r �nebo prost� uz�v	r relace R	 ozna�ovan� symbolem
R∗�

�a Uka�te	 �e ka�d� uspo��d�n� na kone�n� mno�in� X je uz�v�rem sv� relace
bezprost�edn�ho p�edch�zen��

�b Najd�te p��klad nekone�n� uspo��dan� mno�iny	 pro kterou tomu tak nen��

��� Z�kladn	 pojmy v uspo��dan�ch mno�in�ch

Zave*me n�kolik pojm� ozna�uj�c�ch v�zna�n� prvky uspo��dan� mno�iny� M�j�
me uspo��danou mno�inu �X,�� Prvek a ∈ X je nejv	t��m prvkem mno�iny
X	 pokud pro ka�d� x ∈ X plat� x � a� Podobn� nejmen�� prvek mno�iny X je
prvek a takov�	 �e a � x pro ka�d� x ∈ X�

Nejv�t�� prvek obecn� nemus� existovat	 ale existuje�li	 pak je ur�en jedno�
zna�n�� Nap��klad na obr� ���a3d existuje pouze v p��padech �a a �d� Nejmen��
prvek existuje pouze v p��padech �b a �d�

Prvky " a �" na obr� ���b sice nejsou nejv�t��	 ale maj� alespo� tu vlastnost	
�e ��dn� prvek nen� v�t��� Jedn� se o tzv� maxim�ln� prvky� Prvek a ∈ X je
maxim�ln�m prvkem	 pokud pro ��dn� x ∈ X nen� a � x� Symetricky� minim�ln�
prvek je takov� prvek a ∈ X	 �e pro ��dn� x ∈ X nen� x � a�

Je jasn�	 �e p��padn� nejv�t�� prvek mus� b�t maxim�ln�	 a tak�	 �e obr��
cen� implikace neplat�� N�sleduj�c� tabulka uv�d� maxim�ln� a minim�ln� prvky
v jednotliv�ch p��kladech na obr� ����

p��klad maxim�ln� minim�ln�
�a �� �	 �
�b "	 �" �
�c �	 �	 !	 �� �	 �	 !	 ��
�d !� �



�� Kapitola �� Uspo��d�n� a svazy
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Obr�zek ���� Hasse�v diagram d�litelnosti na mno�in� X	 kde �a X +
{�, �, �, �, ��}	 �b X + {�, �, �, ", �"}	 �c X + {�, �, !, ��}	 �d X + {�, �, �,
��, ��, !�}�

Vra)me se k uspo��d�n� inkluz� na podmno�in�ch dan� mno�iny� P��klad Has�
seova diagramu takov�ho uspo��d�n� je na obr� ���b� D� se z tohoto diagramu
vy��st v�ce	 ne� jenom kter� podmno�iny jsou ve vztahu inkluze � nap��klad jak�
je pr�nik �i sjednocen� dvou mno�in, Jin�mi slovy	 je mo�n� de#novat sjednocen�
dvou mno�in pouze s pou�it�m uspo��d�n� inkluz�,

Sjednocen� mno�in A	B je mno�ina	 kter� obsahuje jak mno�inu A	 tak mno�
�inu B �jako podmno�iny	 ale -neobsahuje nic nav�c.� P�esn�ji �e�eno	 je to
nejmen�� ze v�ech mno�in	 kter� jsou v�t�� ne� A i ne� B� Slova -nejmen��. a
-v�t��. se tu samoz�ejm� vztahuj� k uspo��d�n� inkluz�� N��e de#novan� pojem
suprema tak lze ch�pat jako �dalekos�hl� zobecn�n� pojmu sjednocen��

Prvek z je horn� z�vorou dvojice prvk� x, y uspo��dan� mno�iny �X,�	 po�
kud plat� x � z a y � z� Supremum �jinak t�� spojen� prvk� x, y je nejmen��
ze v�ech jejich horn�ch z�vor	 tedy takov� prvek s	 kter� je horn� z�vorou dvojice
x, y	 p�i�em� neexistuje jin� horn� z�vora z �+ s	 pro kterou by bylo z � s�

Dvojice prvk� obecn� ��dn� supremum m�t nemus�� p�edn� nemus� m�t ani
��dnou horn� z�voru �jako prvky ", �" na obr� ���b	 nebo naopak m��e mno�ina
horn�ch z�vor m�t v�ce minim�ln�ch prvk�	 ze kter�ch pak	 jak v�me	 ��dn� nebude
nejmen��� Tento p��pad nast�v� u prvk� �, � na obr� ���d	 kter� maj� horn� z�vory
��, �� a !�	 p�i�em� �� a �� jsou minim�ln� prvky v t�to mno�in� horn�ch z�vor�

Podobn� jako supremum je de#nov�no in#mum dvou prvk�� Doln� z�vora
prvk� x, y je prvek z	 pro kter� je z � x a z � y	 a in�mum �pr�sek prvk�
x, y je nejv�t�� z jejich doln�ch z�vor� K pojmu in#ma se symetrick�m zp�sobem
vztahuje v�e	 co bylo �e�eno o supremu�

Cvi�en�

I �� Doka�te	 �e v kone�n� uspo��dan� mno�in� existuje nejmen�� prvek	 pr�v�
kdy� v n� existuje p�esn� jeden minim�ln� prvek� Najd�te nekone�nou uspo��da�
nou mno�inu	 ve kter� tato ekvivalence neplat��



���� Svazy ��

I ��
 Na mno�in� X + {a, b, c, d, e, f} je d�na relace R� Zjist�te	 zda se jedn� o
uspo��d�n� a p��padn� ur�ete minim�ln� a maxim�ln� prvky	 pokud

�a R + {�d, c, �b, a, �c, a, �d, b} ∪4,

�b R + {�b, a, �c, a, �f, d, �b, d, �e, c, �e, a, �b, c, �b, f} ∪4	

kde 4 + {�x, x � x ∈ X}�

I ��� Najd�te uspo��danou mno�inu	 ve kter� mno�ina horn�ch z�vor n�jak�ch
dvou prvk� m� p�esn� p�t minim�ln�ch prvk��

I ��� Uva�me mno�inu v�ech p�irozen�ch ��sel	 uspo��danou relac� d�litelnosti�
Existuj� v t�to uspo��dan� mno�in� suprema a in#ma, Jak� je jejich v�znam,

I ���� Doka�te	 �e ka�d� uspo��d�n� na kone�n� mno�in� X se d� roz���it do
line�rn�ho� Jin�mi slovy� pro libovoln� uspo��d�n� R na X existuje line�rn� uspo�
��d�n� R′ na X tak	 �e R ⊂ R′�

I ���� Doka�te	 �e kone�n� uspo��dan� mno�ina �L,≤ m� minim�ln� prvek x
a maxim�ln� prvek y tak	 �e x ≤ y�

I ���� Bu* Un mno�ina v�ech ��ste�n�ch uspo��d�n� na n�prvkov� mno�in� X�
Uva�me Un jako uspo��danou mno�inu s uspo��d�n�m dan�m inkluz� �uspo��d�n�
S, T jsou v relaci	 pokud T roz�i�uje S	 tedy S ⊂ T � Charakterizujte minim�ln�
a maxim�ln� prvky uspo��dan� mno�iny Un�

��
 Svazy

Svaz je uspo��dan� mno�ina �X,�	 ve kter� existuje supremum i in#mum pro
libovolnou dvojici prvk�� Ve svazu m��eme na supremum a in#mum pohl��et jako
na bin�rn� operace �proto�e je zaru�eno	 �e jejich hodnoty jsou de#nov�ny pro
ka�dou dvojici� Supremum prvk� x, y zde zna��me x ∨ y	 in#mum jako x ∧ y�

P��kladem svazu	 na kter� jsme ji� narazili	 je mno�ina v�ech podmno�in
libovoln� mno�iny �uspo��dan� inkluz�� Supremum dvou mno�in zde odpov�d�
jejich sjednocen�	 in#mum odpov�d� jejich pr�niku�

Pojmy suprema a in#ma jsme de#novali pomoc� uspo��d�n�� Je mo�n� postu�
povat v opa�n�m sm�ru a z pouh� znalosti bin�rn�ch operac� suprema a in#ma
na mno�in� X rekonstruovat p�vodn� uspo��d�n�, N�sleduj�c� jednoduch� tvrzen�
ukazuje	 �e to mo�n� je �a dokonce sta�� zn�t jenom suprema�

Tvrzen	 ��� Pro libovoln� dva prvky a, b svazu �X,� plat�

a � b pr�v	 kdy� a ∨ b + b pr�v	 kdy� a ∧ b + a.



�� Kapitola �� Uspo��d�n� a svazy

D�kaz� Nech) a � b� Pak b je zjevn� horn� z�vorou dvojice a, b� Dejme tomu	
�e pro n�jakou horn� z�voru z �+ b t�to dvojice plat� z � b� Z faktu	 �e z je horn�
z�vora	 plyne b � z� D�ky antisymetri�nosti m�me z + b	 co� je spor� Takov�
z�vora z tedy nem��e existovat	 tak�e z de#nice suprema je a ∨ b + b� Tvrzen� o
in#mu se dokazuje symetricky� �

Jednu polovinu minul�ho d�kazu jsme si u�et�ili poukazem na symetrii mezi
pojmy supremum a in#mum� Jde o speci�ln� p��pad tzv� principu duality	 kter�
uk��eme d�le�

Inverzn� relace �−� k uspo��d�n� � je op�t uspo��d�n� �cvi�en� ����� Nen�
t��k� si v�imnout	 �e jeho Hasse�v diagram z�sk�me	 kdy� oto��me Hasse�v dia�
gram uspo��d�n� � vzh�ru nohama� P�i t�to zm�n� se suprema m�n� na in#ma
a naopak� �P�esn�ji	 supremum prvk� a	b vzhledem k uspo��d�n� � je jejich in#�
mem vzhledem k uspo��d�n� �−�� Z toho snadno dost�v�me n�sleduj�c� princip
duality �

Pokud v n�jak�m tvrzen�	 kter� plat� ve v�ech svazech	 d�sledn� za�
m�n�me symboly ∨ a ∧ a oto��me sm�r v�ech nerovnost�	 dostaneme
op�t tvrzen� platn� ve v�ech svazech�

V�ta ��� Pro operaci ∨ v libovoln�m svazu �X,� plat��
�i� je asociativn��

�ii� je komutativn��

�iii� a ∨ a + a pro a ∈ X�

�iv� a ∨ �b ∧ a + a pro a, b ∈ X�

D�kaz� $�st �ii �komutativita operace ∨ plyne p��mo z de#nice suprema�
$�st �iii plyne z faktu	 �e a � a �re0exivita a z tvrzen� ���� V ��sti �iv v�me	
�e b∧ a � a �proto�e b∧ a je doln� z�vora dvojice a, b	 tak�e z tvrzen� ��� plyne	
�e a ∨ �b ∧ a + a�

Zb�v� ��st �i	 tedy asociativita operace ∨� M�jme prvky a, b, c ∈ X� Chceme
uk�zat	 �e a ∨ �b ∨ c + �a ∨ b ∨ c� Ozna�me levou stranu t�to rovnice jako ��
Z de#nice v�me	 �e � je horn� z�vorou pro prvky a	 b ∨ c	 p�i�em� druh� z t�chto
prvk� je zase horn� z�vorou pro prvky b, c� Odtud ur�it� a, b, c � �� Vzhledem
k tomu	 �e a ∨ b je nejmen�� horn� z�vorou prvk� a, b	 mus� b�t a ∨ b � �� Pak
ov�em � je horn� z�vorou dvojice �a∨b, c	 tak�e pro supremum t�to dvojice m�me

�a ∨ b ∨ c � � + a ∨ �b ∨ c.

Zcela obdobn� lze uk�zat opa�nou nerovnost a ∨ �b ∨ c � �a ∨ b ∨ c� Z anti�
symetri�nosti pak dostaneme po�adovanou rovnost� �



���� Svazy ��

Podobn� vlastnosti jako operace ∨ m� d�ky principu duality samoz�ejm� i
operace ∧ �speci�ln� je asociativn� a komutativn��

Vlastnosti �i a �ii ve v�t� ��� jsou stejn�	 jako m� operace s��t�n� a n�soben�
v t�lese� M��e n�s napadnout ot�zka	 zda tato analogie jde je�t� d�l	 nap��klad
zda plat� distributivita mezi operacemi ∧ a ∨	 tedy

a ∧ �b ∨ c + �a ∧ b ∨ �a ∧ c pro libovoln� prvky a, b, c� ����

Ka�d� svaz	 ve kter�m plat� ����	 se naz�v� distributivn�� P��kladem takov�ho
svazu je svaz podmno�in libovoln� mno�iny� Jsou�li toti� A, B, C n�jak� mno�iny	
pak z obr� ��� je vid�t	 �e A ∩ �B ∪ C + �A ∩ B ∪ �A ∩ C�

A B

C

Obr�zek ���� Distributivita u mno�in� A ∩ �B ∪ C + �A ∩ B ∪ �A ∩ C�

Na druhou stranu obr� ��! ukazuje dva p��klady svaz�	 kter� distributivn�
nejsou �viz cvi�en� �����

�a� M�� �b� N��

Obr�zek ��!� Nedistributivn� svazy�

D� se dokonce uk�zat	 �e svazy M	 a N	 z obr� ��! jsou v jist�m smyslu
obsa�eny v ka�d�m nedistributivn�m svazu� Abychom mohli tento fakt precizn�
vyj�d�it	 pot�ebujeme je�t� jednu de#nici�

Podsvazem svazu �X,� je libovoln� svaz �Y,≤ takov�	 �e
�� Y ⊂ X a uspo��d�n� ≤ je z��en�m uspo��d�n� � na mno�inu Y �jin�mi

slovy plat� a ≤ b	 pr�v� kdy� a � b a prvky a, b le�� v mno�in� Y 	

�� suprema �in#ma ve svazu �Y,≤ se shoduj� se supremy �in#my ve svazu
�X,��



�� Kapitola �� Uspo��d�n� a svazy

P�	klad ��� Uva�me znovu svaz X v�ech podmno�in mno�iny {�, �, �} s uspo�
��d�n�m inkluz�	 jeho� Hasse�v diagram zn�me z obr� ���b� Na obr� ��"a je zv��
razn�na mno�ina Y ⊂ X� Svaz �Y,⊂ na obr� ��"b nen� podsvazem svazu �X,⊂
�i kdy� se tak p�i zb��n�m �ten� de#nice m��e jevit� Prvky {�} a {�} toti� ve
svazu �X,⊂ maj� supremum {�, �}	 zat�mco ve svazu �Y,⊂ je jejich supremem
prvek {�, �, �}� P�id�me�li v�ak k mno�in� Y prvek {�, �} a ozna��me v�slednou
mno�inu Y ′	 pak svaz �Y ′,⊂ ji� je podsvazem svazu �X,⊂� Pou�en� z uveden�ho
p��kladu je	 �e ne ka�d� mno�ina prvk� svazu ur�uje podsvaz�
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Obr�zek ��"� �a Svaz �X,⊂ se zv�razn�nou mno�inou prvk� Y � �b Svaz �Y,⊂�

Nyn� m��eme vyslovit zaj�mavou charakterizaci distributivn�ch svaz�	 tzv�
Birkho%ovo� krit�rium distributivity	 jeho� d�kaz lze nal�zt v ���� V�imn�me si	
�e jedna z implikac� je trivi�ln��

V�ta ��� �Birkho�ovo krit�rium distributivity� Svaz je distributivn�� pr��
v	 kdy� neobsahuje ani jeden ze svaz� M	� N	 jako podsvaz� �

V�imn�me si	 �e svaz �Y,⊂ z p��kladu ��� je toto�n� se svazem M	� Nen� v�ak
podsvazem distributivn�ho svazu �X,⊂ �a nedost�v�me tak spor s v�tou ����

Fakt	 �e -zak�zan� podsvazy. z v�ty ��� jsou symetrick� podle vodorovn� osy	
nazna�uje	 �e p�i oto�en� distributivn�ho svazu -vzh�ru nohama. bychom mohli
op�t dostat distributivn� svaz� V trochu jin� formulaci to potvrzuje n�sleduj�c�
v�ta�

V�ta �� V libovoln�m distributivn�m svazu �X,� plat� tak� du�ln� forma dis�
tributivity�

x ∨ �y ∧ z + �x ∨ y ∧ �x ∨ z

pro libovoln� x, y, z ∈ X�

�George David Birkhoff ������������



���� Svazy �!

D�kaz� Polo�me v de#nici �norm�ln� distributivity a + x ∨ y	 b + x	 c + z�
Dostaneme	 �e p �+ �x ∨ y ∧ �x ∨ z + a ∧ �b ∧ c + �a ∧ b ∨ �a ∧ c +
��x∨y∧x�∨��x∨y∧z�� Podle du�ln� verze v�ty ���d uprav�me levou z hranat�ch
z�vorek na �x∨ y∧x + x� V prav� z�vorce je�t� jednou uplatn�me distributivitu
a dostaneme p + x∨ ��x ∧ z ∨ �y ∧ z�� To lze s pou�it�m asociativity upravit na
�x ∨ �x ∧ z� ∨ �y ∧ z a z v�ty ���d je kone�n� p + x ∨ �y ∧ z� �

Mus� ve svazu v�dy existovat nejv�t�� prvek, P��klad mno�iny re�ln�ch ��sel
s b��n�m uspo��d�n�m ukazuje	 �e nikoli� Plat� v�ak n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ��
 V kone�n�m svazu v�dy existuje nejv	t�� a nejmen�� prvek�

D�kaz� O��slujme prvky uva�ovan�ho svazu �X,� jako X + {a�, . . . , an} a
de#nujme posloupnost s�, . . . , sn induktivn� p�edpisem si + si−� ∨ ai pro i +
�, . . . , n	 p�i�em� s� + a�� Tato posloupnost -roste.	 p�esn�ji si � si�� pro ka�d�
i + �, . . . , n − �� Nav�c je z de#nice ai � si pro ka�d� i + �, . . . , n �si je toti�
horn� z�vorou pro ai a si−�� Pro prvek sn mus� t�m p�dem b�t ai � sn	 kde
i + �, . . . , n	 a je tedy nejv�t��m prvkem mno�iny X� Nejmen�� prvek najdeme
podobn�� �

Implikaci v p�edch�zej�c� v�t� nen� mo�n� obr�tit� uspo��dan� mno�ina s nej�
v�t��m a nejmen��m prvkem je�t� zdaleka nemus� b�t svaz� P��kladem je mno�ina
z obr� ���d�

Nejv�t�� prvek svazu �existuje�li se obvykle zna�� jako �	 nejmen�� prvek jako
�� N�sleduj�c� tvrzen� ukazuje	 �e se jedn� o neutr�ln� prvky operac� ∧ resp� ∨�
Tvrzen	 ��� M��li svaz �X,� prvky � a �� pak pro ka�d� x ∈ X plat�

x ∧ � + x a x ∨ � + x.

D�kaz� Prvek � je nejv�t��	 tak�e pro libovoln� x ∈ X m�me x � �� Podle
tvrzen� ��� je x ∧ � + x� Podobn� pro operaci ∨ a prvek �� �

Svaz podmno�in libovoln� mno�iny A nejv�t�� a nejmen�� prvek m�� Nejv�t��m
prvkem je cel� mno�ina A	 nejmen��m pak pr�zdn� mno�ina ∅�

Cvi�en�

I ���� Doka�te	 �e inverzn� relace �−� k libovoln�mu uspo��d�n� � je op�t
uspo��d�n��

I ���� Ov��te	 �e uspo��dan� mno�iny M	, N	 na obr� ��! jsou svazy	 a uka�te	
�e v nich neplat� rovnost �����

I ���� Doka�te	 �e svaz �X,� je distributivn�	 pr�v� kdy� pro ka�d� a, b, c ∈ X
s vlastnost� a ∧ b + a ∧ c a a ∨ b + a ∨ c plat� b + c� �M��ete pou��t v�tu ����
Nalezn�te p��klad nedistributivn�ho svazu	 kde uveden� ekvivalence neplat��



�" Kapitola �� Uspo��d�n� a svazy

I ��� Nech) R je line�rn� uspo��d�n� na mno�in� X� Mus� �X, R b�t svaz,

I ���
 Uka�te	 �e mno�ina v�ech p�irozen�ch ��sel N uspo��dan� d�litelnost�
je svaz� Rozhodn�te	 zda je tento svaz distributivn�� Jak� je nejv�t�� a nejmen��
prvek,

I ���� �a Nech) D�n je mno�ina d�litel� p�irozen�ho ��sla n	 uspo��dan�
relac� d�litelnosti� Doka�te	 �e D�n je svaz �tzv� svaz d	litel� ��sla n�

�b Nech) X je kone�n� mno�ina p�irozen�ch ��sel	 kter� p�i uspo��d�n� relac�
d�litelnosti tvo�� svaz� Mus� tento svaz b�t distributivn�,

I ���� Mno�ina X je uspo��d�na relac� d�litelnosti� Rozhodn�te�

• kter� jsou maxim�ln� a minim�ln� prvky mno�iny X	

• zda existuje nejv�t�� a nejmen�� prvek mno�iny X	

• zda X je svaz	

• zda X je distributivn� svaz�

Mno�ina X sest�v� z t�chto prvk��

�a X + {�, �, �, ��, ��},
�b X + {�, �, !, ��, ��},
�c X + {�, �, �, �, ��},
�d X + {�, �, �, ��, �", ��},
�e X + {�, �, �, �, ��, ��, ��},
�f X + {�, �, �, �, �, ��, ��, ��}.

I ���� Ur�ete v�echny podmno�iny X svazu d�litel� D��� ��sla �� s vlastnost�	
�e mno�ina X �uspo��dan� relac� d�litelnosti je svaz	 ale nen� to podsvaz svazu
D����

I ���� Navrhn�te algoritmus	 kter� zjist�	 zda je dan� uspo��dan� mno�ina sva�
zem� Sou��st� n�vrhu je reprezentace vstupn� uspo��dan� mno�iny�

I ���� Pevn� bod zobrazen� f � X → X �kde X je n�jak� mno�ina je ka�d�
x ∈ X	 pro kter� je f�x + x� Doka�te	 �e v kone�n�m svazu L m� mno�ina
pevn�ch bod� ka�d�ho zobrazen� f � L→ L zachov�vaj�c�ho uspo��d�n� nejv�t��
a nejmen�� prvek�



���� Svazy � 

I ���� Uka�te	 �e v libovoln�m svazu �X,� pro libovolnou trojici prvk� x	 y	
z plat�

�x ∧ y ∨ �x ∧ z � x ∧ �y ∨ z.

II ���� Plat��li pro prvky a, b, c svazu L rovnost

�a ∧ b ∨ �a ∧ c ∨ �b ∧ c + �a ∨ b ∧ �a ∨ c ∧ �b ∨ c,

pak se hodnot� na ka�d� stran� t�to rovnice ��k� medi�n prvk� a, b, c� Doka�te	
�e L je distributivn� svaz	 pr�v� kdy� ka�d� trojice jeho prvk� m� medi�n�

I ���� M�jme svaz �X,�� Obdr��me op�t svaz	 p�id�me�li k �X,� nov� nej�
v�t�� prvek �′ a nejmen�� prvek �′,



�� Kapitola �� Uspo��d�n� a svazy



Kapitola 	

Booleovy algebry

Z minul� kapitoly v�me	 �e soubor podmno�in libovoln� mno�iny m� strukturu
distributivn�ho svazu� Jeho struktura je ale bohat�� o operaci	 kter� ka�d� pod�
mno�in� p�i�azuje jej� dopln�k� Distributivn�m svaz�m s podobnou operac� se ��k�
Booleovy algebry�


�� De�nice

De�nice ��� Nech) �X,� je svaz s nejmen��m prvkem� � a nejv�t��m prvkem
�� Komplement prvku x ∈ X je ka�d� prvek y	 pro kter� plat�

x ∨ y + �, x ∧ y + �.

Jak jsme nazna�ili v��e	 p�edstavu o pojmu komplement poskytuje svaz pod�
mno�in libovoln� mno�iny A	 kde komplementem mno�iny B ⊂ A je prost� mno�
�inov� dopln�k A−B� �Je toti� jasn�	 �e sjednocen�m mno�iny B a jej�ho dopl�ku
je cel� mno�ina A	 zat�mco jejich pr�nik je pr�zdn��

V tomto p��pad� je komplement ur�en jednozna�n�� Obecn� tomu tak b�t
nemus�	 ale v p��padech	 o kter� se budeme zaj�mat	 plat�	 �e komplement libo�
voln�ho prvku je nejv��e jeden�

Tvrzen	 ��� Je�li �X,� distributivn� svaz s � a �� potom ka�d� prvek x ∈ X
m� nejv��e jeden komplement�

D�kaz� Nech) x ∈ X m� komplementy y a y′� Pod�vejme se na prvek

p �+ y ∧ �x ∨ y′.

�Podle v�ty ��� m� ka�d� kone�n� svaz nejmen	� a nejv�t	� prvek� Proto�e v kapitole � bu�
deme p��le�itostn� hovo�it i o nekone�n�ch svazech� zahrnujeme po�adavek existence nejmen	�ho
a nejv�t	�ho prvku do t�to a dal	�ch denic�

��



�� Kapitola �� Booleovy algebry

Na jednu stranu je x ∨ y′ + �	 a tedy p + y� Na druhou stranu z distributivity
m�me p + �y∧x∨ �y∧ y′ + �∨ �y∧ y′ + y∧ y′� Zkr�tka a dob�e y + y∧ y′	 co�
podle tvrzen� ��� znamen�	 �e y � y′� Zcela symetrick�m zp�sobem ale dostaneme
y′ � y	 tak�e y + y′ a d�kaz je u konce� �

Svaz�m s � a �	 kde ka�d� prvek m� n�jak� komplement	 se ��k� komplemen�
t�rn� svazy�

De�nice ��� Booleova� algebra je distributivn� komplement�rn� svaz s prvky �
a �� Pou��v� se tak� pojmu Boole�v svaz�

V Booleov� algeb�e m� tedy ka�d� prvek x pr�v� jeden komplement	 kter� se
zna�� 5x�

U Booleov�ch algeber je rovn�� �asto p�ij�m�na konvence	 kter� se p�idr��me i
my	 toti� zna�it operaci suprema jako / a operaci in#ma jako · �p�i�em� te�ka se
stejn� jako u b��n�ho sou�inu obvykle vynech�v�� P�ep��eme�li tedy nap��klad
de#nici komplementu v tomto nov�m zna�en�	 dostaneme x / 5x + � a x5x + ��
Z�kony distributivity v nov�m h�vu vypadaj� takto�

• x�y / z + �x · y / �x · z,

• x / �y · z + �x / y · �x / z.

Prvn� z nich vypad� jako -star� zn�m�. distributivita u ��seln�ch operac�	 prost�
rozn�soben� z�vorky� Druh� rovnost	 kter� neplat� o nic m�n�	 ale u ��sel ��dnou
obdobu nem��

Cvi�en�

I ��� Rozhodn�te	 zda mno�ina X ⊂ N spolu s uspo��d�n�m dan�m d�litelnost�
je �� svaz	 �� distributivn� svaz	 �� komplement�rn� svaz	 �� Booleova algebra�

�a X + {�, �, �, ��, �", ��, �"�},

�b X + {�, �, �, �, !, ��, ��, ���},

�c X + {�, �, �, !, �, ��, ��, ��},

�d mno�ina v�ech d�litel� ��sla  � uspo��dan� d�litelnost��

II ��� Ozna�me mno�inu v�ech d�litel� ��sla n	 uspo��danou relac� d�litelnosti	
symbolem D�n� Doka�te	 �e D�n je pro libovoln� n distributivn�m svazem �viz
tak� cvi�en� ���"� Ur�ete	 pro kter� n je D�n Booleovou algebrou�

�George Boole ������������



���� Booleovsk� po��t�n� ��

I ��� Nech) u, v jsou prvky line�rn�ho prostoru Zn
� nad Z�� De#nujme min�u, v

jako vektor	 jeho� i�t� sou�adnice je rovna minimu z i�t�ch sou�adnic vektor� u
a v� Doka�te	 �e Zn

� je Booleova algebra vzhledem k operac�m

u ∧ v + min�u, v,

u ∨ v + u / v /min�u, v.


�� Booleovsk� po�	t�n	

V�ta ��� �De Morganovy z�kony� V Booleov	 algeb�e A plat� pro ka�dou
dvojici prvk� x, y ∈ A�

�a� x / y + 5x · 5y�
�b� xy + 5x / 5y�

D�kaz� Doka�me ��st �a	 tedy �e prvek 5x · 5y je komplementem prvku x / y�
Nejprve je t�eba uk�zat	 �e �x/y/�5x · 5y + �� K tomu pou�ijeme distributivitu�
Ta n�m ��k�	 �e p �+ �x / y / �5x · 5y + �x / y / 5x · �x / y / 5y� Z de#nice
komplementu ale je x / 5x + �	 a tedy i x / 5x / y + �� Podobn� i druh� z�vorka
je rovna jedn�	 tak�e p + � · � + ��

Ve druh� polovin� d�kazu ��sti �a mus�me uk�zat	 �e prvek q �+ �x/y·�5x·5y
je roven nule� Argument je podobn�� z distributivity q + �x · �5x · 5y� / �y · �5x · 5y�	
a proto�e x5x + y5y + �	 jsou ob� hranat� z�vorky nulov� a q + � / � + ��

$�st �b se dokazuje symetricky� �

Pravidla po��t�n� v Booleov�ch algebr�ch shrnuje n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ��� Pro libovoln� prvky a, b, c Booleovy algebry B plat��

��� a / a + a�

��� a / b + b / a �komutativita��

��� a / �b / c + �a / b / c �asociativita��

��� a / �ab + a�

��� a�b / c + �ab / �ac �distributivita��

��� a / � + a�

��� a · � + ��

��� 5� + ��

��� a / 5a + ��



�� Kapitola �� Booleovy algebry

���� 5a + a�

���� a / b + 5a · 5b �De Morganovy z�kony��

a rovn	� du�ln� formy v�ech t	chto tvrzen� �ve kter�ch zam	n�me symboly / a
· a symboly � a ���

D�kaz� V�t�inu t�chto tvrzen� jsme ji� dok�zali nebo plynou p��mo z de#nic�
$�st ��� plyne z toho	 �e de#nice komplementu je symetrick�� je�li 5x komple�
mentem prvku x	 je tak� x komplementem prvku 5x	 a tedy x + 5x� �

Cvi�en�

I ��� Uka�te	 �e bod �� v�ty ��� plyne z bod� ��	 �� a ���


�� Booleovy algebry podmno�in

D�le�it�m p��kladem Booleov�ch algeber jsou ji� zm�n�n� svazy podmno�in�
V�me	 �e soubor v�ech podmno�in mno�iny X �spolu s uspo��d�n�m inkluz� tvo��
svaz� Je to dokonce svaz distributivn� �pro�,	 a na za��tku kapitoly jsme zjistili	
�e je i komplement�rn�� Jedn� se tedy o Booleovu algebru� Budeme ji ozna�ovat
symbolem �X � �Pro jistotu upozorn�me	 �e se zde nejedn� o umoc�ov�n� ��sla ��
Nulov�m prvkem v t�to Booleov� algeb�e je pr�zdn� mno�ina ∅	 prvek � je cel�
mno�ina X�

Pod�vejme se pro mal� n podrobn�ji na Booleovu algebru tvo�enou v�emi
podmno�inami n�jak� zvolen� n�prvkov� mno�iny� Tato algebra m� �n prvk��
Obr� ��� ukazuje Hasseovy diagramy Booleov�ch algeber �X 	 kde X prob�h�
mno�iny {a}	 {a, b}	 {a, b, c} a {a, b, c, d}� Pro v�t�� p�ehlednost u obr�zk� ���c
a ���d vynech�v�me mno�inov� z�vorky� Nap��klad z�pis bcd tak p�edstavuje
podmno�inu {b, c, d}	 nikoli sou�in b · c · d �ten je ostatn� nulov��

Je�li mno�ina X jednoprvkov�	 pak Booleova algebra �X m� pouze dva prvky	
toti� � a �� Pozd�ji uvid�me	 �e tato algebra	 kterou budeme zna�it symbolem B�	
p�es svou jednoduchost hraje mezi Booleov�mi algebrami prominentn� 
lohu�

Operace sou�tu	 sou�inu a komplementu v libovoln� Booleov� algeb�e m��eme
zapsat tabulkou	 podobn� jako nap�� u operac� v t�lese� Ve zm�n�n� algeb�e B� je
v�sledkem tab� ����

/ � �
� � �
� � �

· � �
� � �
� � �

x 5x
� �
� �

Tabulka ���� Operace v Booleov� algeb�e B�� s��t�n�	 n�soben� a komplement�



���� Booleovy algebry podmno�in ��

∅

{a}

�a� �fag
∅

{a, b}

{a} {b}

�b� �fa�bg
∅

a b c

ab ac bc

abc

�c� �fa�b�cg

∅

a b c

ab ac bc

abc

d

ad bd cd

abd acd bcd

abcd

�d� �fa�b�c�dg

Obr�zek ���� $ty�i Booleovy algebry tvaru �X �

Operace ve �ty�prvkov� Booleov� algeb�e �{a,b} zachycuje tab� ���	 kde m�sto
{a, b} p��eme �	 m�sto ∅ p��eme � a u mno�in {a}	 {b} vynech�v�me mno�inov�
z�vorky�

/ � a b �
� � a b �
a a a � �
b b � b �
� � � � �

· � a b �
� � � � �
a � a � a
b � � b b
� � a b �

x 5x
� �
a b
b a
� �

Tabulka ���� Operace v Booleov� algeb�e �{a,b}�

Cvi�en�

I ��� Rozhodn�te	 zda relace S na mno�in� �{a,b,c} je �� re0ex�vn�	 �� symet�
rick�	 �� antisymetrick�	 �� tranzitivn�	 �� ekvivalence	 �� uspo��d�n��

�a xS y ⇐⇒ x � y �tedy x ⊂ y a x �+ y,

�b xS y ⇐⇒ x ∩ y + ∅,
�c xS y ⇐⇒ x ∪ y + {a, b, c}.



�� Kapitola �� Booleovy algebry

I �� Pro� mno�ina {�, a, b, �} spolu s operacemi / a · v tab� ��� netvo�� t�leso,

I ��
 Napi�te tabulky operac� v Booleov� algeb�e �{a,b,c}�

I ��� Bu* B mno�ina v�ech podmno�in mno�iny p�irozen�ch ��sel N	 kter� jsou
kone�n� nebo maj� kone�n� dopln�k v N� Uspo��d�n� na B je de#nov�no mno�i�
novou inkluz�� Uka�te	 �e B je Booleova algebra�


�
 Dva pohledy na Booleovu algebru

De#novali jsme Booleovu algebru jako speci�ln� p��pad svazu	 obecn�ji uspo���
dan� mno�iny� Z dan�ho uspo��d�n� na t�to mno�in� jsme teprve dodate�n� od�
vodili operace sou�tu	 sou�inu a komplementu �pomoc� pojm� supremum a in#�
mum� Znalost samotn�ho uspo��d�n� n�m poskytuje 
plnou informaci o t�chto
operac�ch�

K v�ci bychom ale mohli p�istoupit i z druh� strany a de#novat Booleovu
algebru p��mo jako mno�inu M s bin�rn�mi operacemi / a · a un�rn� operac�
komplement	 kter� spl�uj� ur�it� pravidla� Inspirov�ni tvrzen�m ����� bychom
pak mohli de�novat uspo��d�n� � na mno�in� M p�edpisem

a � b, pr�v� kdy� a · b + a. ����

Pokud byly podm�nky kladen� na na�e operace vhodn� zvoleny	 bude mno�
�ina M s t�mto uspo��d�n�m distributivn� komplement�rn� svaz � jin�mi slovy
Booleova algebra podle na�� star� de#nice� Cvi�en� �� ukazuje	 �e vhodn�mi
p�edpoklady jsou nap��klad podm�nky ve v�t� ����

Cvi�en�

I ��� Nech) B je mno�ina s bin�rn�mi operacemi / a ·	 s un�rn� operac� kom�
plement �kter� prvku x p�i�azuje prvek 5x a s ur�en�mi prvky � a �� Doka�te	 �e
pokud pro tyto operace a prvky plat� podm�nky �� a� ��� v�ty ���	 pak mno�ina
M spolu s uspo��d�n�m dan�m p�edpisem ���� je Booleova algebra podle na��
dosavadn� de#nice�


�� Atomy

De�nice �� Atom Booleovy algebry �A,� je libovoln� prvek a ∈ A takov�	
�e jedin�m prvkem z ∈ A	 pro kter� plat� z ≺ a	 je prvek z + �� Mno�inu v�ech
atom� Booleovy algebry A zna��me At�A�



��	� Atomy �!

V�imn�me si	 �e ekvivalentn� by �lo atomy de#novat jako prvky	 jejich� bez�
prost�edn�m p�edch�dcem je prvek �� Nap��klad Booleova algebra �{a,b} m� atomy
{a} a {b}�

Snadno se nahl�dne	 �e ka�d� kone�n� Booleova algebra obsahuje aspo� jeden
atom� plat� dokonce n�sleduj�c� siln�j�� tvrzen��

Pozorov�n	 ��
 Pro ka�d� prvek x �+ � kone�n� Booleovy algebry A existuje
atom a ∈ At�A takov�� �e a � x�

D�kaz� Nen��li x atom	 zvolme n�jak�ho jeho bezprost�edn�ho p�edch�dce x� �+
�� Nen��li ani x� atom	 zvolme jeho bezprost�edn�ho p�edch�dce x� �+ �� Iterac�
tohoto postupu mus�me po kone�n�m po�tu krok� narazit na n�jak� atom a	 a
pro ten jist� plat� a � x� �

Na druhou stranu existuj� nekone�n� Booleovy algebry	 kter� neobsahuj� ani
jeden atom �viz cvi�en� �����

Cvi�en�

I ���� Kter� prvky jsou atomy v n�sleduj�c�ch Booleov�ch algebr�ch�

�a v Booleov� algeb�e podmno�in �{a,b,c}	

�b obecn�ji v algeb�e �X 	 kde X je n�jak� mno�ina	

�c ve svazu d�litel� ��sla ��,

I ���� Ur�ete atomy Booleovy algebry ze cvi�en� ��"�

II ���� Uva�ujme n�sleduj�c� relaci∼ na mno�in� P�N v�ech podmno�in mno�
�iny p�irozen�ch ��sel N�

A ∼ B, pr�v� kdy� symetrick� rozd�l A 
 B je kone�n� mno�ina.

�a Doka�te	 �e ∼ je ekvivalence�

�b Ozna�me t��du ekvivalence ∼ obsahuj�c� prvek A symbolem �A�� De#nujme
na t�chto t��d�ch relaci � p�edpisem

�A� � �B�, pr�v� kdy� A−B je kone�n� mno�ina�

Uka�te	 �e tato de#nice je korektn�	 tj� �e nez�le�� na v�b�ru reprezentant�
t��d �A� a �B��

�c Doka�te	 �e relace � je uspo��d�n��

�d Doka�te	 �e mno�ina t��d ekvivalence ∼ s uspo��d�n�m � je Booleova alge�
bra	 kter� nem� ��dn� atomy� Popi�te spojen�	 pr�sek a komplement v t�to
Booleov� algeb�e�
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�� Stoneova v�ta o reprezentaci

De#nujme nejprve pojem isomor#smu mezi uspo��dan�mi mno�inami� Obecn�
�e�eno je isomor#smus bijekce	 kter� zachov�v� -v�e podstatn�.� U uspo��dan�ch
mno�in mus� zachov�vat uspo��d�n�	 zat�mco nap��klad u grup jde o jednotkov�
prvek a grupovou operaci �viz cvi�en� ����

De�nice ��� Isomor�smus uspo��dan�ch mno�in �X,� a �Y,� je bijekce f �
X → Y takov�	 �e pro ka�d� a, b ∈ X plat� a � b pr�v� kdy� f�a � f�b� Tyto
uspo��dan� mno�iny jsou isomorfn� �ps�no �X,� � �Y,�	 pokud mezi nimi
existuje isomor#smus�

Jak ukazuje cvi�en� ����	 isomor#smus dvou Booleov�ch algeber jako�to uspo�
��dan�ch mno�in zachov�v� i v�echny dosud uva�ovan� operace �nap�� supre�
mum�

De�nice ��� Nech) B + {a�, . . . , ak} je kone�n� mno�ina prvk� svazu �X,�
s nejmen��m prvkem �� Je�li k > �	 de#nujme supremum mno�iny B jako

supB +
�
. . . ��a� ∨ a� ∨ a� ∨ . . .

�
∨ ak. ����

D�le de#nujme sup ∅ + �	 sup {a} + a�

Tvrzen	 ���� Nech
 �X,� je svaz s nejmen��m prvkem � a B + {a�, . . . , ak} ⊂
X� Potom�

��� supB je nejmen�� horn� z�vora mno�iny B� tj� nejmen�� prvek x ∈ X
s vlastnost� ai � x pro ka�d� i�

��� ve vzorci ����� nez�le�� na po�ad� prvk� a�, . . . , ak ani na jejich uz�vorkov�n�
�a m� tak smysl ps�t supB + a� ∨ · · · ∨ ak��

D�kaz� Cvi�en� ����� �

Stoneova� v�ta o reprezentaci charakterizuje v�echny kone�n� Booleovy alge�
bry�

V�ta ���� �Stoneova v�ta� Ka�d� kone�n� Booleova algebra �A,� je iso�
morfn� s Booleovou algebrou ��At�A�,⊂�

D�kaz� Zkonstruujeme isomor#smus mezi uspo��dan�mi mno�inami �A,� a
��At�A�,⊂� Konkr�tn� pro x ∈ A nech)

x∗ + {a ∈ At�A � a � x}.
�Marshall Harvey Stone ������������



��
� Stoneova v�ta o reprezentaci � 

Zobrazen� x �→ x∗ p�i�azuje ka�d�mu prvku x ∈ A mno�inu atom� algebry A�
Pot�ebujeme uk�zat	 �e se jedn� o bijekci mezi A a �At�A� a �e plat� x � y	 pr�v�
kdy� x∗ ⊂ y∗� D�kaz rozd�l�me do �ty� ��st��

��� Pokud x � y� pak x∗ ⊂ y∗�
Toto je nejleh�� ��st d�kazu� Pro ka�d� a ∈ x∗ plat� a � x � y a z tranzitivity

je a ∈ y∗� Jinak �e�eno	 x∗ ⊂ y∗�
��� Pokud x∗ ⊂ y∗� pak x � y�
Nech) naopak x �� y� Podle tvrzen� ��� mus� b�t xy �+ x� V�imn�me si	 �e

x + x · � + x�y / 5y + xy / x5y,

z �eho� plyne	 �e x5y �+ �� Najd�me podle pozorov�n� ��! atom a � x5y� Z de#nice
in#ma je a � x a tedy a ∈ x∗� D�le je a � 5y a t�m p�dem nem��e b�t a � y	
proto�e bychom dostali a � y5y + �� a je v�ak atom� Tak�e a /∈ y∗� Atom a tedy
dosv�d�uje	 �e x∗ nen� podmno�inou y∗� T�m je po�adovan� implikace dok�z�na�

��� Zobrazen� x �→ x∗ je prost��
Vezm�me x �+ y ∈ A� Z antisymetrie mus� b�t bu* x �� y nebo y �� x� nech)

plat� prvn� varianta� Podle obm�ny implikace v bodu �� dost�v�me	 �e x∗ nen�
podmno�inou y∗� Speci�ln� x∗ �+ y∗ a tvrzen� je dok�z�no�

��� Zobrazen� x �→ x∗ je na�
Hled�me vzor libovoln� mno�iny atom� B + {a�, . . . , ak} ⊂ At�A	 tedy

takov� b ∈ A	 �e b∗ + B� Dok��eme	 �e tuto vlastnost m� prvek b + supB�
Pro ka�d� atom ai ∈ B jist� plat�	 �e ai � b� Ot�zkou je	 zda tato nerovnost

m��e platit i pro n�jak� atom c /∈ B� Dejme tomu	 �e ano	 tedy c � b� Rozepi�me
supB s pou�it�m symbolu / a zji�t�n�	 �e na z�vork�ch nez�le�� a m��eme je
vynechat�

c · b + c · �a� / · · ·/ ak + ca� / · · ·/ cak + � / · · ·/ � + �,

p�i�em� p�edposledn� rovnost vych�z� z faktu	 �e in#mum dvou r�zn�ch atom�
je nutn� �� Dok�zali jsme	 �e c · b �+ c	 a tedy c /∈ b∗� Z toho ji� plyne	 �e b∗ + B�
D�kaz v�ty je proveden� �

D�sledek ���� Po�et prvk� kone�n� Booleovy algebry A je v�dy mocnina ��sla
�� konkr�tn	 �m� kde m + |At�A|� �

D�sledek ���� Dv	 kone�n� Booleovy algebry se stejn�m po�tem prvk� jsou
isomorfn��

D�kaz� Nech) A,B jsou Booleovy algebry �s uspo��d�n�m	 kter� nebudeme
v�slovn� zmi�ovat a |A| + |B| + n� V�me	 �e A � �At�A� a B � �At�B�	 kde
uva�ovan� algebry podmno�in jsou uspo��d�ny inkluz�� Ov�em mno�iny At�A
a At�B jsou stejn� velk� �jejich velikost je log� n	 tak�e m��eme zvolit n�jakou
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bijekci g � At�A→ At�B� Tato bijekce podle cvi�en� ���� indukuje isomor#smus
�g mezi Booleov�mi algebrami �At�A� a �At�B�� Celkem vzato dost�v�me

A � �At�A� � �At�B� � B

a slo�en�m t�chto t�� isomor#sm� je isomor#smus mezi A a B� �

Cvi�en�

I ���� Uka�te	 �e jsou�li dv� Booleovy algebry isomorfn� �jako uspo��dan� mno�
�iny	 pak p��slu�n� isomor#smus zachov�v� i operace suprema	 in#ma a komple�
mentu	 tedy nap��klad

f�x / y + f�x / f�y

�kde se ov�em symbol / na ka�d� stran� rovnice vztahuje k jin� Booleov� algeb�e2

I ���� Nech) B a C jsou Booleovy algebry� Uka�te	 �e bijekce f � B → C spl�uj�c�
f�x / y + f�x / f�y a f�5x + f�x pro v�echna x, y ∈ B je isomor#smus
Booleov�ch algeber�

I ���� Doka�te tvrzen� �����

I ��� Nech) g � Y → Z je bijekce mezi kone�n�mi mno�inami� Zobrazen� g
indukuje zobrazen� �g � �Y → �Z 	 dan� p�edpisem

�g�A + {g�a � a ∈ A}

pro libovoln� A ⊂ Y � Uka�te	 �e �g je isomor#smus Booleov�ch algeber ��Y ,⊂
a ��Z ,⊂�

I ���
 Uka�te	 �e jsou�li g � X� → X� a h � X� → X� isomor#smy uspo��dan�ch
mno�in �X�,�� a �X�,��	 resp� �X�,�� a �X�,��	 potom slo�en� g◦h � X� →
X� je isomor#smem uspo��dan�ch mno�in �X�,�� a �X�,���

I ���� �a Najd�te v�echny navz�jem neisomorfn� uspo��dan� mno�iny o �
prvc�ch�

�b Doka�te	 �e stejn� velk� kone�n� line�rn� uspo��dan� mno�iny jsou iso�
morfn��

�c Najd�te dv� neisomorfn� line�rn� uspo��d�n� mno�iny v�ech p�irozen�ch
��sel�



���� Direktn� sou�in ��


� Direktn	 sou�in

D�sledkem Stoneovy v�ty je	 �e Booleovy algebry podmno�in jsou vlastn� �a�
na isomor#smus jedin�mi p�edstaviteli kone�n�ch Booleov�ch algeber� Uvid�me	
�e s pomoc� n�sleduj�c�ho pojmu lze tento fakt vyj�d�it v je�t� minimalisti�t�j��
podob��

De�nice ���� Direktn� sou�in Booleov�ch algeber �A�,�� a �A�,�� je kar�
t�zsk� sou�in A� ×A� s uspo��d�n�m ≤ de#novan�m -po slo�k�ch.�

�b�, b� ≤ �c�, c�, pokud b� �� c� a b� �� c�,

kde �b�, b� a �c�, c� jsou prvky sou�inu A�×A�� Je�li A� + A�	 mluv�me tak� o
direktn� mocnin	 Booleovy algebry A��

Direktn� sou�in Booleov�ch algeber je s�m Booleovou algebrou� Abychom toto
tvrzen� dok�zali	 mus�me z de#nic ov��it	 �e je to komplement�rn� distributivn�
svaz� P�edev��m je snadn� si v�imnout	 �e v sou�inu A� × A� existuj� suprema�
supremem dvojic �b�, b� a �c�, c� je dvojice �b� ∨ c�, b�∨ c�� �Doka�te� Podobn�
je tomu s in#my	 tak�e A�×A� je svaz� M� prvek �	 jeho� slo�ky jsou nulov� prvky
v A� resp� A�	 a podobn� de#novan� prvek �� Distributivita a komplement�rnost
plynou z faktu	 �e tyto vlastnosti maj� algebry A� resp� A�� Podrobn� d�kaz
nech�v�me na cvi�en� ��� �

P�	klad ���� Uva�me dvouprvkovou Booleovu algebru B� + {�, �} z obr� ����a�
Direktn� mocnina B�

� sest�v� ze v�ech dvojic prvk� � a �� M� tedy � prvky	 kter�
lze ps�t jako ��, ��, �� a ��� Obecn� n�tou direktn� mocninu Bn

� Booleovy algebry
B� lze ztoto�nit s mno�inou v�ech slov	 tvo�en�ch n�tic� symbol� � a �� Tato slova
jsou uspo��d�na -po slo�k�ch.	 tj� �a�a� . . . an ≤ �b�b� . . . bn	 pokud ai � bi pro
ka�d� i�

Tvrzen	 ��� Je�li X n�prvkov� mno�ina� pak �X � Bn
� �

D�kaz� Bez 
jmy na obecnosti �d�ky cvi�en� ���� m��eme p�edpokl�dat	 �e
X + {�, . . . , n}� Pro i ∈ X uva�me -slovo. wi + �� . . . ��� . . . � s jedni�kou pr�v�
na i�t�m m�st�� Isomor#smus f � �X → Bn

� je pak d�n p�edpisem

f�Y  +
X
i∈Y

wi,

kde Y ∈ �X a symbol
P

ozna�uje s��t�n� v Booleov� algeb�e Bn
� � Je snadn�

nahl�dnout	 �e f je opravdu isomor#smus� �

D�sledek ���
 Ka�d� kone�n� Booleova algebra je isomorfn� s Booleovou alge�
brou Bn

� pro n	jak� n�

D�kaz� Plyne p��mo ze Stoneovy v�ty a tvrzen� ����� �
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Cvi�en�

I ���� Uka�te podrobn�	 �e direktn� sou�in Booleov�ch algeber je Booleova al�
gebra� Jak� jsou jej� atomy,

I ���� Ur�ete hodnoty operac� /	 · a komplement v Booleov� algeb�e B�
�� V��

sledek porovnejte s tabulkou ����


�� Booleovsk� funkce

De�nice ���� Booleovsk� funkce n prom	nn�ch je libovoln� funkce f � Bn
� →

B��

P��kladem booleovsk� funkce � prom�nn�ch je funkce /	 kterou u� zn�me�
Jej� hodnoty ukazuje prvn� ��st tab� ����

Obvyklej�� tvar tabulky m� jeden ��dek pro ka�dou kombinaci hodnot pro�
m�nn�ch	 jako v tab� ���	 kter� ukazuje krom� funkce / i funkce · a komplement�
Jedn� se o tzv� pravdivostn� tabulky�

x y x / y
� � �
� � �
� � �
� � �

x y x · y
� � �
� � �
� � �
� � �

x 5x
� �
� �

Tabulka ���� Hodnoty booleovsk�ch funkc� /	 · a komplement�

Tvrzen	 ���� Mno�ina Fn v�ech booleovsk�ch funkc� n prom	nn�ch s uspo��d��
n�m ≤ dan�m p�edpisem

f ≤ g, pokud pro ka�d� x ∈ Bn
� plat� f�x � g�x,

je Booleova algebra�

D�kaz� Cvi�en� ����� �

Z�kladn� booleovsk� funkce je mo�n� kombinovat do funkc� slo�it�j��ch �t�eba
x5y/ 5xy� To je idea booleovsk�ch polynom�	 de#novan�ch n�sleduj�c�m rekurent�
n�m zp�sobem�

De�nice ���� �� V�razy �	 � a xi �pro libovoln� i + �, . . . , n jsou booleovsk�
polynomy v prom�nn�ch x�, . . . , xn�



��� Booleovsk� funkce ��

�� Jsou�li f a g booleovsk� polynomy v prom�nn�ch x�, . . . , xn	 pak v�razy
�f / g, �f · g a 5g rovn���

�� Dva booleovsk� polynomy v prom�nn�ch x�, . . . , xn jsou si rovny	 pokud
ur�uj� stejnou booleovskou funkci�

P�	klad ���� V�raz x⊕y �+ 5xy/x5y �tzv� symetrick� rozd�l x a y je booleovsk�
polynom v prom�nn�ch x, y� Plat� ov�em tak� x ⊕ y + �x / y�5x / 5y� M��eme
se o tom p�esv�d�it pravdivostn� tabulkou �tab� ����

Dal�� mo�nost� je p��m� v�po�et podle booleovsk�ch z�sad� Z distributivity
toti� m�me

�x / y�5x / 5y + x5x / x5y / y5x / y5y

+ � / x5y / y5x / �

+ 5xy / x5y. �

Dal��m d�le�it�m p��kladem booleovsk�ho polynomu je implikace x → y	
de#novan� vztahem x→ y �+ 5x / y�

x y x⊕ y �x / y�5x / 5y
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

Tabulka ���� Booleovsk� polynomy se stejnou pravdivostn� tabulkou�

Cvi�en�

I ���� Sestrojte pravdivostn� tabulky booleovsk�ch funkc�	 kter� jsou ur�eny
n�sleduj�c�mi polynomy v prom�nn�ch x a y�

�a x→ y	

�b y / x5y�

I ���� Je v�raz x�/x�/x� booleovsk�m polynomem v prom�nn�ch x�, . . . , x	,
Je roven booleovsk�mu polynomu x�,

I ���� Doka�te tvrzen� ��� � Popi�te suprema	 in#ma a komplementy v Booleov�
algeb�e Fn�
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I ���� Kolik prvk� m� mno�ina F� v�ech Booleovsk�ch funkc� dvou prom�n�
n�ch, Kolik mno�ina Fn,

I ���� Nech) | je She�erova� funkce B�
� → B� de#novan� tabulkou

x y x | y
� � �
� � �
� � �
� � �

Uka�te	 �e pomoc� She%erovy funkce je mo�n� vyj�d�it komplement	 spojen� a
pr�sek�


�� Sou�tov� a sou�inov� tvar

De�nice ���� Liter�l v prom�nn�ch x�, . . . , xn je libovoln� booleovsk� polynom
ve tvaru xi nebo 5xi	 kde i + �, . . . , n� Sou�inov� klauzule je booleovsk� polynom	
kter� je sou�inem kone�n� mnoha liter�l�� Booleovsk� polynom p je v sou�tov�m
tvaru		 je�li sou�tem sou�inov�ch klauzul�� Du�ln� pojmy �sou�tov� klauzule	 sou�
�inov� tvar jsou de#nov�ny n�sleduj�c�m p�irozen�m zp�sobem� Sou�tov� klau�
zule je booleovsk� polynom	 kter� je sou�tem kone�n� mnoha liter�l�� Polynom
p je v sou�inov�m tvaru	 pokud sou�inem sou�tov�ch klauzul��

P�	klad ���� Polynom x�x� / x� 5x� je zaps�n v sou�tov�m	 nikoli v�ak sou�i�
nov�m tvaru� Polynom x��x� / 5x�	 kter� je mu roven	 je zaps�n v sou�inov�m
tvaru� Polynom x��x� / 5x� / x�x� nen� ani v jednom z t�chto tvar��

Nask�t� se ot�zka	 zda ka�dou booleovskou funkci je mo�n� vyj�d�it boole�
ovsk�m polynomem v sou�tov�m tvaru� Uvid�me	 �e plat� mnohem v�c�

De�nice ���� Booleovsk� polynom p v prom�nn�ch x�, . . . , xn je v �pln�m
sou�tov�m tvaru	 jestli�e je v sou�tov�m tvaru a ka�d� ze s��tanc� �sou�inov�ch
klauzul� obsahuje pro ka�d� i + �, . . . , n bu*to liter�l xi nebo liter�l 5xi �ne v�ak
oba� Symetricky� p je v �pln�m sou�inov�m tvaru	 jestli�e je v sou�inov�m tvaru
a ka�d� z �initel� �sou�tov�ch klauzul� obsahuje pro ka�d� i + �, . . . , n liter�l xi

nebo 5xi�

P�	klad ���� Polynom 5xy/x5y v prom�nn�ch x, y je zaps�n v 
pln�m sou�tov�m
tvaru� Jeho alternativn� z�pis	 �x / y�5x / 5y	 je v 
pln�m sou�inov�m tvaru�

�Henry Maurice Sheffer ������������
�M�sto 
sou�tov� tvar� se tak� pou��v� o n�co odta�it�j	� term�n disjunktivn� norm�ln� forma

�DNF� m�sto 
sou�inov� tvar� pak konjunktivn� norm�ln� forma �KNF��



���� Sou�tov� a sou�inov� tvar ��

V�ta ��� Ka�dou nekonstantn� booleovskou funkci n prom	nn�ch lze zapsat
booleovsk�m polynomem n prom	nn�ch v �pln�m sou�tov�m ��pln�m sou�ino�
v�m� tvaru�

D�kaz� Dok��eme nejprve ��st o 
pln�m sou�tov�m tvaru� Uva�me libovoln�
a + �a�, . . . , an ∈ Bn

� � De#nujme sou�inovou klauzuli pa jako sou�in liter�l� xi

p�es v�echna i takov�	 �e ai + �	 a liter�l� 5xi p�es v�echna i takov�	 �e ai + ��
Ka�d� pa je tedy booleovsk� polynom v 
pln�m sou�tov�m tvaru	 kter� je nav�c
nenulov� jen pro jedin� z ∈ Bn

� �toti� z + a�
M�jme nyn� booleovskou funkci f 	 kterou chceme reprezentovat booleovsk�m

polynomem v 
pln�m sou�tov�m tvaru	 a nech) A ⊂ Bn
� je mno�ina v�ech z ∈ Bn

� 	
pro n�� je f�z + �� Polo��me�li

pf +
X
a∈A

pa,

pak pf je booleovsk� polynom v 
pln�m sou�tov�m tvaru a o�ividn� nab�v�
stejn�ch hodnot jako funkce f � Vzhledem k tomu	 �e f nen� konstantn� nulov�
funkce	 nen� sou�et v de#nici polynomu pf pr�zdn��

Pokud jde o vyj�d�en� v 
pln�m sou�inov�m tvaru	 sta�� vyj�d�it �nekon�
stantn� funkci 5f polynomem p f v 
pln�m sou�tov�m tvaru a upravit komplement
p f podle de Morganova pravidla do sou�inov�ho tvaru� �

Jednoduch�m d�sledkem v�ty ���� je odpov�* na v��e polo�enou ot�zku�
ka�d� booleovsk� funkce m� vyj�d�en� ve tvaru polynomu v sou�tov�m tvaru
�nepo�adujeme�li 
pln� sou�tov� tvar	 plat� toto tvrzen� i pro konstantn� funkce�

P�	klad ���
 Vyj�d��me v 
pln�m sou�tov�m a sou�inov�m tvaru booleovskou
funkci f v prom�nn�ch x	 y	 z	 zadanou pravdivostn� tabulkou ����

x y z f�x, y, z
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

Tabulka ���� Pravdivostn� tabulka funkce f �

'�dky tabulky	 kter� v d�kazu v�ty ���� odpov�daj� mno�in� A	 jsou zn��
zorn�ny tu�n�� Prvn� z nich nap�� odpov�d� prvku ���� ∈ B�

�	 tak�e p��slu�n�
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klauzule p����� je 5xy5z� �Ov��te	 �e 5xy5z nab�v� nenulov� hodnoty pr�v� pro tento
jedin� prvek� Podobn�mi �leny p�isp�j� i zbyl� dva tu�n� ��dky	 tak�e vyj�d�en�
funkce f v 
pln�m sou�tov�m tvaru je

pf + 5xy5z / 5xyz / xy5z.

Vyj�d��me f je�t� v 
pln�m sou�inov�m tvaru� Funkce 5f m� hodnotu � v�ude
tam	 kde f m� hodnotu �� Snadno tedy vid�me	 �e

p f + 5x5y5z / 5x5yz / x5y5z / x5yz / xyz.

�Ka�d� z p�ti klauzul� zde odpov�d� jednomu netu�n�mu ��dku� N�s ale zaj�m�
sou�inov� tvar pro funkci f � Vezmeme tedy komplement p f �

p f + 5x5y5z / 5x5yz / x5y5z / x5yz / xyz

+ 5x5y5z · 5x5yz · x5y5z · x5yz · xyz

+ �x / y / z�x / y / 5z�5x / y / z�5x / y / 5z�5x / 5y / 5z.

P�	klad ���� Uprav�me do 
pln�ho sou�tov�ho tvaru polynom

f�x, y + ��5xy · 5x / y.

Mohli bychom sestrojit tabulku a postupovat stejn� jako v minul�m p��kladu	 ale
uk��eme �e�en� s vyu�it�m booleovsk�ho po��t�n��

Nejprve se zbav�me komplementu v prvn� z�vorce�

f�x, y + ��5x / 5y · 5x / y + �x / 5y5x / y

+ x5x / 5y5x / y + 5x5y / y.

V�sledn� polynom je sice v sou�tov�m tvaru	 ne v�ak v 
pln�m sou�tov�m
tvaru	 proto�e druh� klauzule neobsahuje ��dn� liter�l prom�nn� x� Pou�ijeme
trik� vyn�sob�me tuto klauzuli v�razem x / 5x + � a uprav�me� Hodnoty funkce
se t�m nezm�n��

f�x, y + 5x5y / y + 5x5y / y�x / 5x + 5x5y / xy / 5xy,

a to je tak� hledan� vyj�d�en� polynomu f v 
pln�m sou�tov�m tvaru�

Cvi�en�

I ��� Rozhodn�te	 zda jsou n�sleduj�c� booleovsk� polynomy v sou�tov�m resp�
sou�inov�m tvaru�

�a x�x� / x�x�	

�b x��x� / 5x�	



���� Sou�tov� a sou�inov� tvar �!

�c x� / x�	

�d x�x�x�x��

I ���
 Vyj�d�ete booleovsk� funkce f�x, y, z a g�x, y, z polynomem �a v 
pl�
n�m sou�tov�m a �b v 
pln�m sou�inov�m tvaru�

x y z f�x, y, z
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

x y z g�x, y, z
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

I ���� Najd�te � r�zn� vyj�d�en� v sou�tov�m tvaru pro booleovsk� polynom
x�y / z�

I ���� Plat� v�ta ���� i pro konstantn� booleovsk� funkce, Lze funkci s kon�
stantn� hodnotou � �v n prom�nn�ch zapsat v 
pln�m sou�tov�m tvaru,

I ���� P�eve*te do 
pln�ho sou�tov�ho a 
pln�ho sou�inov�ho tvaru n�sleduj�c�
booleovsk� polynomy v prom�nn�ch x, y, z�

�a x→ �y → x	

�b x⊕ �y → z	

�c y�x / 5yz	

�d ��5xy⊕ z��xz→ y�

I ���� P�eve*te booleovsk� polynomy do 
pln�ho sou�inov�ho tvaru	 a to �i
pomoc� booleovsk�ho kalkulu	 �ii pomoc� tabulky�

�a x→ ��y / 5xz⊕ 5z	

�b ��x5y⊕ �y5z⊕ �z5x�

I ���� Kolik je Booleovsk�ch funkc� n prom�nn�ch	 jejich� 
pln� sou�inov� tvar
je z�rove� tvarem sou�tov�m,

II ���� Doka�te	 �e pro ka�dou Booleovskou funkci je z�pis v �pln�m sou�tov�m
tvaru jednozna�n��
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Kapitola 


Grafy

Touto kapitolou za��n� druh� ��st na�eho textu	 kter� je v�nov�na teorii graf��
Sezn�m�me se v n� s n�kter�mi z�kladn�mi grafov�mi pojmy�

��� De�nice

De�nice ��� Graf G je dvojice G + �V, E	 kde V je kone�n� mno�ina a E ⊂�
V
�

�
	 p�i�em� �

V

�

�
+ {{x, y} � x, y ∈ V a x �+ y}

je mno�ina v�ech dvouprvkov�ch mno�in �neuspo��dan�ch dvojic prvk� mno�iny
V � Prvky mno�iny� V naz�v�me vrcholy ��asto tak� uzly	 prvky mno�iny E pak
hrany grafu G� Vrcholy x, y ∈ V jsou sousedn�	 pokud {x, y} ∈ E�

V obvykl�m zn�zorn�n� grafu jsou vrcholy zastoupeny body v rovin� a ka�d�
hrana {x, y} �arou spojuj�c� p��slu�nou dvojici bod� jako na obr� ����

Pot�ebujeme�li se odk�zat na mno�inu vrchol� resp� hran n�jak�ho grafu G	
pou�ijeme z�pis V �G resp� E�G�

V�imn�me si	 �e na�e de#nice grafu neumo��uje	 aby mezi dv�ma vrcholy vedla
v�ce ne� jedna hrana �tzv� n�sobn� hrany� Nepovoluje tak� tzv� smy�ky	 tj� hrany	
kter� spojuj� vrchol se sebou sam�m� V n�kter�ch situac�ch je vhodn�j�� uva�ovat
grafy	 kter� n�sobn� hrany nebo smy�ky maj�� My se v�ak zat�m p�idr��me na��
jednoduch� de#nice�

Dal�� d�le�it� zji�t�n� je	 �e na�e grafy jsou neorientovan�	 jejich hrany ne�
maj� sm�r	 proto�e jsou de#nov�ny jako neuspo��dan� dvojice vrchol�� N�kdy
budeme pro jednoduchost zapisovat hranu {x, y} prost� jako xy� je ale t�eba m�t
na pam�ti	 �e v neorientovan�m grafu nen� rozd�l mezi hranami xy a yx�

�Ust�len� ozna�en� V � E poch�z� z anglick� terminologie! anglick� term�n pro vrchol je
vertex� pro hranu edge�

� 
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Obr�zek ���� P��klady graf��

Budeme tak� uva�ovat p�edev��m o kone�n�ch grafech	 tedy takov�ch	 jejich�
mno�ina vrchol� je kone�n�� �Mus� pak b�t kone�n� i mno�ina hran,

Pojem neorientovan�ho grafu je velice bl�zko pojmu symetrick� relace� Je�li
R antire0ex�vn�� symetrick� relace na mno�in� X	 pak j� lze p�i�adit neoriento�
van� graf G s mno�inou vrchol� V �G + X	 ve kter�m prvky x, y ∈ X jsou
spojeny hranou �tedy {x, y} ∈ E�G	 pokud xR y� Tato korespondence plat� i
opa�n�� Lze dokonce i odstranit po�adavek antire0exivity	 pokud ov�em v grafu
G povol�me smy�ky�

��� N�kter� z�kladn	 grafy

Uk��eme si p��klady graf�	 kter� jsou natolik d�le�it�	 �e si zaslou�ily vlastn�
jm�na a ozna�en�� Nech) n je p�irozen� ��slo a ozna�me �n� + {�, . . . , n}� V�echny
d�le de#novan� grafy maj� mno�inu vrchol� �n��

 pln� graf na n vrcholech �zna�� se Kn obsahuje jako hrany v�echny neu�
spo��dan� dvojice prvk� �n�	 tak�e

V �Kn + �n�,

E�Kn +

�
�n�
�

�
.

K�

Diskr�tn� graf Dn na n vrcholech nem� ��dn� hrany�

V �Dn + �n�,

E�Dn + ∅.
D�

�Relace R je antire�ex�vn�� pokud pro ��dn� x neplat� xR x�



	��� Isomor�smus a podgrafy ��

Cesta Pn na n vrcholech je de#nov�na takto�

V �Pn + �n�,

E�Pn + {{i, i / �} � � ≤ i < n}.
P� 1

6

Kru�nice Cn na n ≥ � vrcholech vznikne p�id�n�m jedn� hrany�

V �Cn + �n�,

E�Cn + E�Pn ∪ {{�, n}}.
C�

��� Isomor�smus a podgrafy

Pod�vejme se na dvojici graf� G	 H 	 zn�zorn�n�ch na obr� ���� Jsou to rozhodn�
r�zn� grafy� Nejde ani tak o to	 �e se li�� zp�sob nakreslen� � ka�d� graf lze
nakreslit mnoha zp�soby	 a nez�le�� na tom	 zda jsou ��ry p�edstavuj�c� hrany
rovn� �i zda se t�eba k�����

Grafy G	 H jsou nicm�n� r�zn� u� proto	 �e maj� r�zn� mno�iny vrchol�

V �G + {�, �, �, �, �} a V �H + {a, b, c, d, e}.
Nem��e tedy j�t o toto�n� grafy�

Je to ale jedin� rozd�l, Jin�mi slovy	 bylo by mo�n� vrcholy grafu H -p�ezna�it.
tak	 abychom dostali p�esn� graf G, Tato ot�zka sm��uje k pojmu isomor#smu
graf�� $ten��e	 kter� zn� de#nici isomor#smu grup �kap� � nebo uspo��dan�ch
mno�in �kap� � by de#nice pro grafy nem�la p�ekvapit�

De�nice ��� Isomor�smus graf� G a H je bijekce f � V �G→ V �H	 pro kterou
plat�	 �e dvojice {x, y} je hranou grafu G	 pr�v� kdy� dvojice {f�x, f�y} je
hranou grafu H � Grafy G, H 	 mezi kter�mi existuje isomor#smus	 jsou isomorfn�
�ps�no G � H�

Grafy na obr� ��� isomorfn� jsou� sta�� uv��it bijekci	 kter� prvky �, �, �, �, �
zobraz� po �ad� na prvky a, b, c, d, e� �Ov��te podm�nku v de#nici isomor#smu�
Tyto grafy ov�em nejsou isomorfn� s ��dn�m z graf� na obr� ����

N�sleduj�c� de#nice popisuje situaci	 kdy je jeden graf -obsa�en. v grafu jin�m�

De�nice ��� Graf H je podgrafem grafu G �ps�no H ⊂ G	 pokud V �H ⊂
V �G a E�H ⊂ E�G�
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Obr�zek ���� R�zn�	 ale isomorfn� grafy�

Siln�j�� variantou pojmu podgrafu je pojem indukovan�ho podgrafu	 u kte�
r�ho vy�adujeme	 aby obsahoval v�echny hrany	 kter� ve -v�t��m. grafu na dan�
mno�in� vrchol� existuj��

De�nice ��� Graf H je indukovan�m podgrafem grafu G	 pokud V �H ⊂ V �G
a E�H + E�G ∩ �V �H�

�

�
� Ka�d� mno�ina X ⊂ V �G tedy ur�uje pr�v� jeden

indukovan� podgraf H grafu G takov�	 �e V �H + X� Tomuto podgrafu ��k�me
indukovan� podgraf na mno�in	 X�

Graf na obr� ���a je nap��klad podgrafem grafu na obr� ���b	 ale nen� jeho
indukovan�m podgrafem�

Cvi�en�

I ��� Doka�te	 �e kone�n� grafy s r�zn�m po�tem vrchol� nemohou b�t iso�
morfn��

I ��� Doka�te	 �e relace -b�ti isomorfn�. na mno�in� v�ech kone�n�ch graf� je
ekvivalence�

I ��� Najd�te isomor#smus mezi grafy na obr� ���� �Poznamenejme	 �e graf	
kter� je s nimi isomorfn�	 se obvykle ozna�uje symbolem K�,��

I ��� Kolik hran maj� grafy Kn	 Dn	 Pn a Cn,

II ��� Bu* G neorientovan� graf �bez smy�ek a n�sobn�ch hran na � vrcholech�
Doka�te	 �e G obsahuje mno�inu U t�� vrchol� takovou	 �e indukovan� podgraf
na U je diskr�tn� nebo 
pln� graf� �Jde o velmi speci�ln� p��pad slavn� Ramseyovy
v	ty�
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Obr�zek ���� Dva isomorfn� grafy�

��
 Stupn�

De�nice ��� Stupe! vrcholu v grafu G je po�et hran grafu G	 kter� obsahuj�
vrchol v� Zna�� se dG�v�

V grafu G� na obr� ���a je nap��klad dG�
�v + � pro ka�d� vrchol v�

Pozorov�n	 �� V grafu o n vrcholech je stupe! ka�d�ho vrcholu nejv��e n− ��

N�sleduj�c� zaj�mav� v�ta ��k�	 �e ��dn� graf nem��e m�t lich� po�et vrchol�
lich�ho stupn�� V angli�tin� se j� n�kdy ��k� Handshaking lemma	 lemma o pod�n�
ruky	 proto�e ji m��eme parafr�zovat n�sledovn�� Dejme tomu	 �e na n�jak� oslav�
se host� navz�jem v�taj� pod�n�m ruky	 ne v�ak nutn� ka�d� s ka�d�m �t�eba
proto	 �e se v�ichni neznaj�� Pak po�et lid�	 kte�� si pot�esou rukou s lich�m
po�tem osob	 bude za v�ech okolnost� sud��

V�ta ��
 Po�et vrchol� lich�ho stupn	 je v ka�d�m grafu sud��

D�kaz� Nech) S je sou�et stup�� v�ech vrchol� v grafu G�

S +
X

v∈V �G�

dG�v.

Ka�d� dvojice �v, e	 kde e je hrana obsahuj�c� vrchol v	 k ��slu S p�isp�je jed�
ni�kou� Ka�d� hrana m� ov�em dva konce a p�isp�v� tak pr�v� dvakr�t� Jinak
�e�eno	

S + �m,

kde m je po�et hran grafu G� $�slo S je tedy sud� a z toho u� plyne tvrzen� v�ty�
�

Cvi�en�

I �� Ur�ete stupn� vrchol� v grafech Kn	 Dn	 Pn a Cn�
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��� Soubor stup��

Nech) G je graf �i nad�le bez smy�ek a n�sobn�ch hran� Soubor stup!� nebo
tak� sk"re grafu G je posloupnost ��sel	 kterou z�sk�me	 kdy� se�ad�me stupn�
v�ech vrchol� v grafu G od nejv�t��ho k nejmen��mu� Nap��klad sk&re grafu na
obr� !���a je ��, �, �, � a graf na obr� !���b m� sk&re ��, �, �, �, ��

Budeme se zab�vat p�edev��m ot�zkou	 kter� nerostouc� posloupnosti ��sel
jsou grafov�	 tj� maj� tu vlastnost	 �e jsou souborem stup�� n�jak�ho grafu� Je
toti� jasn�	 �e n�kter� nerostouc� posloupnosti ��sel grafov� nejsou	 t�eba ��, �, �
nebo ��, �� Na druhou stranu	 jak ukazuje cvi�en� ��"	 jedn� grafov� posloupnosti
m��e obecn� odpov�dat n�kolik neisomorfn�ch graf��

P�i letm�m pohledu na cvi�en� ���� se ukazuje	 �e zodpov�zen� t�to ot�zky
metodou pokusu a omylu m��e b�t n�ro�n� 
kol �zkuste to2� (�inn�m n�strojem
je v�ak n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ��� Nech
 d + �d�, . . . , dn je nerostouc� posloupnost a n ≥ �� Posloupnost
d je grafov�� pr�v	 kdy� je grafov� posloupnost

d′ + �d� − �, d� − �, . . . , dd��� − �, dd���, . . . , dn.

D�kaz� -⇐.� Nech) je d�na posloupnost d a nech) d′ je sk&re grafu G′� P�idejme
ke grafu G′ nov� vrchol v a spojme jej hranami s d� vrcholy nevy���ch stup���
V�sledn� graf m� sk&re d�

-⇒.� Dejme tomu	 �e d je sk&re grafu G� P��mo�ar�m odstran�n�m vrcholu w
s nejvy���m stupn�m bohu�el nemus�me dostat graf se sk&re d′ � k tomu bychom
pot�ebovali	 aby sousedy vrcholu w bylo d� vrchol�	 jejich� stupn� jsou nejvy���
hned po w� Na�� strategi� proto bude upravit G na graf se stejn�m sk&re	 kter�
tuto vlastnost m��

Nech) H je libovoln� graf se sk&re d� Se�a*me jeho vrcholy do posloupnosti
�v�, . . . , vn tak	 �e stupe� vrcholu vi je di �jinak na v�b�ru se�azen� nez�le���
De#nujme kvalitu q�H grafu H jako nejv�t�� i	 pro kter� plat�	 �e vrchol v�
soused� se v�emi vrcholy v�, . . . , vi� �Pokud jsou nesousedn� ji� vrcholy v�, v�	
polo��me q�H + �� Nech) H� je graf s nejvy��� mo�nou kvalitou mezi v�emi
grafy se sk&re d�

P�edpokl�dejme nejprve	 �e q�H� je nejv��e d�� Mezi d� vrcholy v�, . . . , vd���

je tedy vrchol vj 	 kter� nesoused� s vrcholem v�� Proto�e stupe� vrcholu v� je d�	
mus� nutn� existovat n�jak� jeho soused vk	 kde k > d� /�� Tvrd�me	 �e existuje
vrchol v� s vlastnost�

vjv� ∈ E�H, ale vkv� /∈ E�H. ����

Jinak by toti� ka�d� soused vrcholu vj byl i sousedem vrcholu vk	 a s ohledem na
vrchol v� bychom dostali dj < dk� To je nemo�n�	 proto�e j < k a posloupnost d
je nerostouc�� Vrchol v� s vlastnost� ���� tedy existuje�



	�	� Soubor stup�� ��

v�

vj vk

v1

v�

vj vk

v1

Obr�zek ���� Zv��en� kvality grafu v d�kazu v�ty ��"� Hrany jsou zn�zorn�ny
pln�	 -nehrany. ��rkovan��

Vrcholy v�	 vj 	 vk a v� tvo�� -kon#guraci. na lev� stran� obr� ���� Pokud hrany
v�vk a vjv� nahrad�me v grafu H� hranami v�vj a vkv�	 stupn� vrchol� �a tedy
ani sk&re se nezm�n�	 ale kvalita v�sledn�ho grafu bude vy���� To je spor s ma�
ximalitou q�H��

Dok�zali jsme	 �e q�H� > d�	 tak�e vrchol v� soused� s vrcholy v�, . . . , vd����
Nyn� ov�em graf vznikl� odstran�n�m vrcholu v� z grafu H� m� sk&re d′� Posloup�
nost d′ je tedy grafov�	 co� jsme cht�li dok�zat� �

Cvi�en�

I ��
 Zjist�te sk&re graf��

�a 
pln� bipartitn� graf Kp,q �p �erven�ch a q modr�ch vrchol�	 ka�d� dva
r�znobarevn� jsou spojeny hranou	

�b Hasse�v diagram Booleovy algebry �X 	 kde X + {�, . . . , k}�
I ��� Najd�te dvojici neisomorfn�ch graf� se stejn�m sk&re�

I ��� Pro kter� n existuje graf se sk&re �n, n− �, . . . , �,

I ���� Rozhodn�te	 zda n�sleduj�c� posloupnost je souborem stup�� n�jak�ho
grafu	 a p��padn� takov� graf najd�te�

�a ��, �, �, �, �, �	

�b ��, �, �, �, �, �, ��

�c �!, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �	

II ���� Graf je k�regul�rn�	 pokud v�echny jeho vrcholy maj� stupe� k�

�a Doka�te	 �e na n vrcholech existuje ��regul�rn� graf	 pr�v� kdy� n je sud��

�b Charakterizujte dvojice �n, k s vlastnost�	 �e existuje n�jak� k�regul�rn�
graf na n vrcholech�
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Kapitola �

Cesty v grafu

T�matem t�to kapitoly jsou cesty v grafech a r�zn� jejich modi#kace� Pomoc� cest
zavedeme souvisl� grafy a odvod�me n�kter� jejich vlastnosti� P�edstav�me rovn��
eulerovsk� a hamiltonovsk� grafy a prozkoum�me p�ekvapiv� rozd�l v obt��nosti
algoritmick�ho rozpozn�v�n� graf� z t�chto dvou t��d�

��� Sled� cesta a tah

De�nice �� Sled �z vrcholu u do vrcholu v v grafu G je libovoln� posloupnost
�u + v�, v�, . . . , vk + v	 kde vi jsou vrcholy grafu G a pro ka�d� i + �, . . . , k je
vi−�vi hranou grafu G� $�slo k je d�lka tohoto sledu� '�k�me	 �e sled proch�z�
vrcholy v�, . . . , vk nebo �e na n�m tyto vrcholy le���

Sled je tedy jak�si proch�zka po grafu	 p�i kter� v ka�d�m kroku p�ech�z�me
po hran� mezi sousedn�mi vrcholy� V r�mci t�to proch�zky m��eme libovoln�
vrchol nav�t�vit v�cekr�t	 m��eme dokonce i proj�t v�cekr�t po t��e hran��

De�nice �� Cesta z u do v v grafu G je sled �u + v�, v�, . . . , vk + v	 ve kter�m
se ka�d� vrchol vi objevuje pouze jednou�

Za zm�nku stoj� trivi�ln� p��pad uveden�ch de#nic	 toti� sled �u	 kde u ∈ V �
Jedn� se o sled nulov� d�lky z u do u	 kter� je z�rove� i cestou�

Cvi�en�

I �� Uva�me libovolnou cestu �v�, . . . , vk v grafu G� Nech) V ′ + {v�, . . . , vk}
je mno�ina vrchol�	 kter�mi tato cesta proch�z�	 a E ′ + {vi−�vi � i + �, . . . , k} je
mno�ina hran	 kter� pou��v�� Doka�te	 �e podgraf �V ′, E ′ grafu G je isomorfn�
s grafem Pk�� de#novan�m v odd�lu ����

�!
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��� Homomor�smy

Alternativn� de#nice sledu a cesty je zalo�ena na pojmu homomor#smus�

De�nice �� Homomor�smus grafu G do grafu H je zobrazen� f � V �G →
V �H s vlastnost�	 �e pro ka�dou hranu xy grafu G je f�xf�y hranou grafu H �

V�imn�me si	 �e oproti pojmu isomor#smus z odd�lu ��� nemus� f b�t bijekce	 a
�e nam�sto ekvivalence je zde vy�adov�na jedin� implikace�

Nyn� ji� m��eme podat alternativn� de#nici sledu v grafu G� je to libovoln�
homomor#smus n�jak� cesty Pk �viz odd�l ��� do G� Rozd�l oproti de#nici ��� je
jen form�ln�� posloupnost vrchol� a hran je tu nahrazena zobrazen�m�

Ka�d� homomor#smus f grafu G do grafu H indukuje zobrazen� f ∗ � E�G→
E�H p�edpisem

f ∗�xy + f�xf�y ∈ E�H.

De�nice �� Nech) f je homomor#smus grafu G do grafu H � 'ekneme	 �e f je

• vrcholov� monomor�smus� pokud f � V �G→ V �H je prost� zobrazen�	

• vrcholov� epimor�smus� pokud f je zobrazen� na	

• hranov� monomor�smus� pokud f ∗ je prost�	

• hranov� epimor�smus� pokud f ∗ je na�

Cestu v grafu G nyn� m��eme ekvivalentn� de#novat jako vrcholov� mono�
mor#smus z n�jak� cesty Pk do grafu G� Pozd�ji	 nap�� v odd�lu ���	 se sezn�m�me
s dal��mi pojmy	 kter� se daj� de#novat pomoc� homomor#sm��

Cvi�en�

I �� Najd�te p��klad homomor#smu mezi dv�ma grafy	 kter� je vrcholov�m
monomor#smem a hranov�m epimor#smem	 ale nen� isomor#smem�

��� Souvisl� grafy

De�nice �� Graf G je souvisl�	 pokud pro ka�d� dva vrcholy x, y existuje
v grafu G cesta z x do y� V opa�n�m p��pad� je graf G nesouvisl��

Nech) G je graf s mno�inou vrchol� V � De#nujme na V relaci ∼ p�edpisem

x ∼ y, pokud v G existuje cesta z x do y�

Jedn� se o ekvivalenci, Ur�it� je to relace re0ex�vn� �d�ky existenci cesty d�lky
� a symetrick� �proto�e p�e�teme�li cestu pozp�tku	 bude to podle de#nice zase




��� Souvisl� grafy � 

cesta� Pokud jde o tranzitivitu	 m�me�li cestu z x do y a cestu z y do z	 zd� se
jako p�irozen� idea -slo�en�m. t�chto cest z�skat cestu z x do z� Pot�� je ov�em
v tom	 �e v�sledkem slo�en� nemus� b�t cesta	 proto�e p�vodn� dv� cesty se mohou
libovoln� prot�nat� Pom��e n�m v�ak n�sleduj�c� tvrzen��

Tvrzen	 � Existuje�li v grafu G sled z vrcholu x do vrcholu y� potom x ∼ y�

D�kaz� Chceme uk�zat	 �e existuje�li sled z x do y	 pak existuje tak� cesta z x
do y� Nech) tedy �x + v�, v� . . . , vk−�, vk + y je sled z x do y	 a zvolme jej tak	
aby k bylo nejmen�� mo�n� �tj� aby ��dn� sled z x do y nem�l men�� d�lku�
Tvrd�me	 �e takov�to minim�ln� sled �ozna�me jej S ji� mus� b�t cestou�

Dejme tomu	 �e nen�� Pak se v n�m mus� n�jak� vrchol opakovat	 tj� pro n�jak�
i �+ j mus� b�t vi + vj � Pokud z na�eho sledu

�x + v�, . . . , vi−�, vi, vi��, . . . , vj−�, vj , vj��, . . . , vk + y

vypust�me ��st od vi�� do vj v�etn�	 dostaneme posloupnost

�x + v�, . . . , vi−�, vi, vj��, . . . , vk + y,

kter� je podle de#nice rovn�� sledem �vrcholy vi a vj�� jsou toti� sousedn�� Nav�c
jde o sled z x do y	 kter� je krat�� ne� S� To je spor� �

D�sledek �
 Relace ∼ na mno�in	 V je ekvivalence�

D�kaz� Pov�imli jsme si	 �e re0exivita a symetri�nost plat� z jednoduch�ch
d�vod�� Doka�me tranzitivitu� P�edpokl�dejme x ∼ y a y ∼ z� Nech) �x +
v�, . . . , vk + y je cesta z x do y a �y + w�, . . . , w� + z je cesta z y do z� Potom
posloupnost

�x + v�, v�, . . . , vk−�, vk + w�, w�, . . . , w�−�, w� + z

je sled z x do z �t�eba�e to nemus� b�t cesta a podle tvrzen� ��� je x ∼ z� �

De�nice �� Komponenty grafu G jsou v�echny indukovan� podgrafy grafu G
na jednotliv�ch t��d�ch ekvivalence ∼�

Je�li tedy K komponenta grafu G	 pak V �K je jednou ze t��d ekvivalence ∼�
Je jasn�	 �e K je souvisl� graf	 proto�e prvky t��e t��dy libovoln� ekvivalence jsou
ka�d� s ka�d�m v relaci� Na druhou stranu je K maxim�ln� souvisl� podgraf grafu
G� nejde jej roz���it o dal�� vrchol	 nem��li ztratit souvislost� Ze ��dn�ho vrcholu
komponenty K toti� nevede hrana do ��dn�ho vrcholu mimo ni �cvi�en� ����

Mohlo by se zd�t	 �e komponenty grafu lze snadno ur�it -na prvn� pohled.	
ale u v�t��ch nebo nep�ehledn� zadan�ch graf� to tak trivi�ln� b�t nemus� �viz
cvi�en� ���� P�esto je pravda	 �e z algoritmick�ho hlediska je ur�en� komponent a
testov�n� souvislosti grafu snadn�m probl�mem� K ob�ma 
�el�m lze pou��t nap��
Dijkstr�v algoritmus	 kter� pop��eme v odd�lu ���� �viz ale tak� cvi�en� ��!�
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�a� �b�

Obr�zek ���� Ur�ete po�et komponent�

Cvi�en�

I �� Doka�te	 �e je�li K komponenta grafu G	 u ∈ V �K a v /∈ V �K	 pak mezi
u a v nen� hrana�

I �� Doka�te	 �e graf je souvisl� pr�v� tehdy	 kdy� m� jedinou komponentu�

I �� Ur�ete po�et komponent graf� na obr� ����

II � Cesta P v grafu G je nejdel��	 pokud G neobsahuje cestu s v�ce vrcholy�
Uka�te	 �e dv� nejdel�� cesty v souvisl�m neorientovan�m grafu G maj� spole�n�
alespo� jeden vrchol�

I �
 Formulujte algoritmus	 kter� zjist�	 zda je zadan� graf souvisl�	 a p��padn�
ur�� jeho komponenty� Vstupem algoritmu je seznam vrchol� a hran grafu�

��
 Vlastnosti souvisl�ch graf�

De�nice �� Nech) v je vrchol grafu G� Graf G−v	 vznikl� odstran	n�m vrcholu
v	 je de#nov�n jako indukovan� podgraf grafu G na mno�in� V �G− {v}�

N�sleduj�c� v�ta ukazuje	 �e souvisl� graf v�dy obsahuje vrchol	 jeho� odstra�
n�n�m neztrat� souvislost� Jej� d�kaz vtipn� pou��v� p�edpoklad maximality�

V�ta ��� Ka�d� souvisl� graf G obsahuje vrchol v s vlastnost�� �e G − v je
souvisl� graf�




��� Vlastnosti souvisl�ch graf� !�

D�kaz� Nech) P + �v�, . . . , vk je cesta maxim�ln� mo�n� d�lky v grafu G�
Tvrd�me	 �e vrchol v� m� po�adovanou vlastnost� Dejme tomu	 �e G − v� je
nesouvisl� graf� Cesta P−v� mus� zjevn� cel� le�et v jedn� komponent� grafu G−
v�� Krom� t�to komponenty existuje alespo� jedna dal�� komponenta C� Z vrcholu
v� mus� v�st do komponenty C n�jak� hrana	 co� n�m umo��uje prodlou�it cestu
P � T�m dost�v�me spor s maximalitou� �

V�imn�me si	 �e m�sto vrcholu v� jsme stejn� tak mohli zvolit druh� konec
cesty P 	 vrchol vk� Pokud m� tedy graf G v�ce ne� jeden vrchol	 pak existuj�
dokonce alespo� dva vrcholy spl�uj�c� podm�nku v�ty �����

Zave*me nyn� n�sleduj�c� konvenci� bude�li z kontextu jasn�	 o kter�m grafu
se hovo��	 bude n ozna�ovat po�et jeho vrchol� a m po�et jeho hran�

V�ta ��� V souvisl�m grafu je m ≥ n− ��

D�kaz� V�tu dok��eme indukc�� Pro n + � se jedn� o graf na jednom vrcholu	
a ten je souvisl�� P�edpokl�dejme	 �e v�ta plat� pro v�echny grafy s m�n� ne� n
vrcholy	 kde n > �	 a doka�me ji pro libovoln� graf G s n vrcholy� Nech) G m� m
hran� Podle v�ty ���� v grafu G existuje vrchol v	 kter� lze odstranit bez poru�en�
souvislosti� Graf G − v m� n′ + n − � vrchol� a po�et m′ jeho hran je nejv��e
m − � �do vrcholu v vedla alespo� jedna hrana� Z induk�n�ho p�edpokladu je
m′ ≥ n′ − �	 a tedy

m ≥ m′ / � ≥ �n′ − � / � + n− �,

co� jsme cht�li dok�zat� �

Jak� je vztah souvislosti grafu a po�tu jeho hran, Intuitivn� je z�ejm�	 �e se
zvy�uj�c�m se po�tem hran roste �ance	 �e graf bude souvisl�� Na druhou stranu�
p�id�me�li k 
pln�mu grafu na n − � vrcholech jeden izolovan� vrchol	 z�sk�me
nesouvisl� graf s velmi vysok�m po�tem hran�

Tomuto p��kladu bychom se vyhnuli	 kdybychom po�adovali	 aby ka�d� vr�
chol m�l dostate�n� velk� stupe�� Zde je extr�mn�m �v teorii graf� se ��k� tak�
extrem�ln�m p��kladem disjunktn� sjednocen� dvou 
pln�ch graf� na n/�� vrcho�
lech� to je nesouvisl� a ka�d� vrchol m� stupe� n/� − �� Tento p��klad ukazuje	
�e n�sleduj�c� v�tu nen� mo�n� zlep�it�

V�ta ��� Jsou�li stupn	 v�ech vrchol� v grafu G alespo! n/�� pak je G souvisl�
graf�

D�kaz� Dejme tomu	 �e v�ta neplat� a G je nesouvisl�� M� tedy aspo� dv�
nepr�zdn� komponenty A	B� Alespo� jedna z t�chto komponent �dejme tomu A
m� nejv��e n/� vrchol�	 jinak by po�et vrchol� v cel�m grafu nemohl b�t n�
Z libovoln�ho vrcholu v komponenty A vedou hrany jen do ostatn�ch vrchol� t�to
komponenty	 kter�ch je nejv��e n/�− �� Stupe� vrcholu v tedy mus� b�t men��
ne� n/�	 co� je spor s na��m p�edpokladem� �
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Cvi�en�

I �� Doka�te	 �e v grafu s k komponentami plat� m ≥ n− k�

II �� Doka�te	 �e graf	 ve kter�m jsou stupn� v�ech vrchol� alespo� δ	 m�
m�n� ne� n/δ komponent�

��� Kru�nice

De�nice ��� Uzav�en� sled v grafu G je sled �v�, . . . , vk	 ve kter�m plat� v� +
vk� Kru�nice v grafu G je uzav�en� sled d�lky alespo� �	 ve kter�m se vrchol v�
objevuje pr�v� dvakr�t a ka�d� ostatn� vrchol nejv��e jednou� $�slo k je d�lka
dan� kru�nice�

Kru�nici a uzav�en� sled v grafu G m��eme ekvivalentn� de#novat pomoc�
pojm� z odd�lu ���� uzav�en� sled v grafu G nen� nic jin�ho ne� homomor#smus
n�jak� kru�nice Ck �viz odd�l ��� do G� Takov� homomor#smus je kru�nic� v grafu
G	 pr�v� kdy� je to vrcholov� monomor#smus�

Ve cvi�en� ��� jsme vid�li	 �e cesty d�lky k v grafu G lze ztoto�nit s pod�
grafy isomorfn�mi s grafem Pk��� Podobn� ztoto�n�me kru�nice d�lky k v grafu G
s podgrafy isomorfn�mi s grafem Ck� M��eme tak mluvit o mno�in� hran n�jak�
kru�nice v grafu G a podobn��

V minul�m odd�lu jsme de#novali operaci odstran�n� vrcholu z grafu� Jej�
p�irozenou obdobou je operace odstran�n� hrany� Jedn� se o pouh� smaz�n� hrany
se zachov�n�m jej�ch koncov�ch vrchol��

De�nice ��� Je�li e hrana grafu G + �V, E	 potom graf G− e vznikl� odstra�
n	n�m hrany e je de#nov�n jako graf �V, E − {e}�
V�ta ��� Je�li e hrana souvisl�ho grafu G� kter� le�� na n	jak� kru�nici� potom
G− e je souvisl� graf�

D�kaz� Nech) e + xy je hranou kru�nice C� V kru�nici C existuj� dv� cesty
z vrcholu x do vrcholu y� tu z nich	 kter� m� d�lku v�t�� ne� �	 ozna�me P �

Dokazujeme	 �e G−e je souvisl� graf� K tomu sta�� naj�t sled mezi libovoln�mi
dv�ma vrcholy u, v� Nech) S je cesta z u do v v �souvisl�m grafu G� Pokud S
nepou��v� hranu e	 je cestou i v grafu G−e� Pokud ji pou��v�	 m��eme tuto hranu
nahradit cestou P � P�esn�ji �e�eno	 pokud S + �u + s�, s�, . . . , si + x, si�� +
y, . . . , sk + v a P + �x + p�, p�, . . . , p� + y	 vezmeme

S ′ + �u + s�, s�, . . . , si−�, x + p�, p�, . . . , p� + y, si��, . . . , sk + v,

co� je sled v grafu G − e� �V p��pad�	 �e S hranu e pou��v� v opa�n�m sm�ru	
tedy si + y	 si�� + x	 vlo��me i cestu P obr�cen�� D�kaz je hotov� �

Implikace ve v�t� ���� se dokonce d� zes�lit na ekvivalenci �viz cvi�en� �����




�
� Eulerovsk� a hamiltonovsk� grafy !�

Cvi�en�

I ��� Doka�te	 �e je�li G− e souvisl� graf	 pak hrana e grafu G le�� na n�jak�
kru�nici�

��� Eulerovsk� a hamiltonovsk� grafy

Ji� v �"� stolet� zkoumal Leonhard Euler ��!�!3�"�� n�sleduj�c� probl�m�� za
jak�ch podm�nek existuje sled	 kter� pou��v� ka�dou hranu dan�ho grafu pr�v�
jednou, Touto ot�zkou se dost�v�me k pojmu tah�

De�nice �� Tah z u do v v grafu G je sled �u + v�, v�, . . . , vk + v	 ve kter�m
se mohou opakovat vrcholy	 ale hrany vi−�vi jsou pro r�zn� i r�zn�� Uzav�en� tah
je tah	 kter� je uzav�en�m sledem� Uzav�en� tah je eulerovsk�	 pokud pou��v�
ka�dou hranu grafu G�

Podobn� jako sledy	 cesty a kru�nice v grafu	 i tah se d� snadno ekvivalentn�
de#novat pomoc� pojmu homomor#smus �viz cvi�en� ����� V dal��m textu se
n�m bude hodit n�sleduj�c� pozorov�n��

Lemma ��
 Nech
 T je tah z vrcholu x do vrcholu y v grafu G� Ozna�me po�et
hran tahu T � obsahuj�c�ch vrchol z ∈ V �G� symbolem dT �z� Pak plat�� �e dT �z
je sud�� pr�v	 kdy� T je uzav�en� tah nebo z /∈ {x, y}�

D�kaz� Nech) T + �v�, . . . , vk	 kde x + v� a y + vk� Opat�eme ka�dou hranu
vivi�� tahu T �ipkou z vrcholu vi do vrcholu vi��� Kolik �ipek sm��uje do vrcholu
z a kolik ven,

Ka�d�mu v�skytu vrcholu z v tahu T odpov�d� n�jak� index i s vlastnost�
z + vi� Ozna�me v�skyt jako vnit�n�	 je�li � < i < k� Ka�d� vnit�n� v�skyt
p�isp�v� jednu �ipku sm�rem do z �na hran� vi−�vi a jednu �ipku ven �hrana
vivi��� Vnit�n� v�skyty zachov�vaj� rovnov�hu mezi po�ty �ipek v obou sm�rech
a je p�i nich tedy pou�it sud� po�et hran� Tyto hrany nemaj� na paritu ��sla dT �z
vliv a m��eme je tedy ignorovat� ostatn� hrany ozna��me jako podstatn� �pro z�

Pokud z /∈ {x, y}	 pak vrchol z nen� obsa�en v ��dn� podstatn� hran�	 tak�e
dT �z je sud�� M��eme tedy p�edpokl�dat	 �e z + x �p��pad z + y je symetrick�
a nemus�me jej uva�ovat zvl��)� Je�li tah T uzav�en�	 pak podstatn� hrany ob�
sahuj�c� vrchol z jsou v�v� a vkv�	 tak�e i v tomto p��pad� je dT �z sud� ��slo�
Kone�n� pokud tah T nen� uzav�en�	 pak jedinou podstatnou hranou obsahuj�c�
vrchol z je hrana v�v�	 tak�e dT �z je lich�� Slo�en�m v�ech t�� p��pad� dostaneme
po�adovanou ekvivalenci� �

�Euler ilustroval sv� v�sledky na slavn�m p��kladu! uk�zal� �e nen� mo�n� p�ej�t b�hem jedin�
proch�zky pr�v� jednou p�es ka�d� z most� ve m�st� Kr�lovci �K"nigsberg� dne	n� Kaliningrad�
a vr�tit se na stejn� m�sto�
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Eulerova odpov�* na ot�zku	 kter� grafy maj� eulerovsk� tah	 je obsa�ena
v n�sleduj�c� v�t��

V�ta ��� Souvisl� graf G m� eulerovsk� tah� pr�v	 kdy� v�echny jeho vrcholy
maj� sud� stupe!�

D�kaz� -⇒.� Eulerovsk� tah je uzav�en�	 tak�e tvrzen� plyne z lemmatu ���!�
-⇐.� Nech) M je uzav�en� tah maxim�ln� mo�n� d�lky� Dok��eme	 �e M

obsahuje ka�dou hranu grafu G� Pro d�kaz sporem p�edpokl�dejme	 �e neobsahuje
hranu e + xy� Nejprve najdeme hranu e�	 kter� rovn�� nen� obsa�ena v tahu M 	
ale tento tah proch�z� alespo� jedn�m z jej�ch koncov�ch vrchol�� Jak ji naj�t,
M��eme p�edpokl�dat	 �e tah M neproch�z� vrcholem x	 jinak sta�� vz�t e′ + e�
Ze souvislosti grafu G existuje cesta z x do n�jak�ho vrcholu	 kter�m proch�z�
tah M � Nejkrat�� takov� cesta �ozna�me ji P  jist� neobsahuje ��dnou hranu tahu
M 	 jinak bychom ji mohli zkr�tit� Na druhou stranu je d�lka cesty P alespo� �
�proto�e tah M neobsahuje vrchol x� Zvolme tedy za hranu e� posledn� hranu
cesty P � Ta m� po�adovan� vlastnosti� nele�� na tahu M 	 ale ten proch�z� jedn�m
z jej�ch koncov�ch vrchol��

Najdeme nyn� uzav�en� tah T 	 kter� neobsahuje ��dnou hranu tahu M � Zkon�
struujeme jej postupn�m p�id�v�n�m hran� Nech) z� je koncov� vrchol hrany e�	
kter� le�� na tahu M � Ozna�me druh� koncov� vrchol symbolem z� a de#nujme
v�choz� �neuzav�en� tah T� + �z�, z�� Podle lemmatu ���! je po�et hran tahu
M 	 obsahuj�c�ch vrchol z�	 sud�� Celkov� stupe� tohoto vrcholu je rovn�� sud�	
tak�e krom� hrany e� + z�z� mus� existovat je�t� n�jak� hrana e� obsahuj�c�
vrchol z�	 kterou tah M neproch�z�� Polo�me T� + �z�, z�, z�	 kde z� je druh�
koncov� vrchol hrany e��

V i�t�m kroku konstrukce m�me zkonstruov�n tah Ti	 kter� kon�� ve vrcholu
zi� Je�li zi + z�	 jsme hotovi	 proto�e Ti je uzav�en� tah s po�adovanou vlastnost��
Jinak podle lemmatu ���! je z hran obsahuj�c�ch vrchol zi sud� po�et obsa�en
v tahu M a lich� po�et v tahu Ti� Proto�e stupe� vrcholu zi je sud�	 existuje
hrana ei��	 kter� z n�j vych�z� a nen� obsa�ena z ��dn�m z tah� M a Ti� P�id�n�m
druh�ho koncov�ho vrcholu zi�� hrany ei�� k tahu Ti z�sk�me del�� tah Ti���

Graf G obsahuje kone�n� po�et hran	 a tak po kone�n�m po�tu krok� mus�
nastat situace zi + z�� T�m je existence tahu T dok�z�na� Zb�v� si v�imnout	 �e
tah T lze pou��t k prodlou�en� tahu M � Sta�� proch�zet po tahu M a� k n�jak�mu
v�skytu vrcholu z�	 proj�t cel� uzav�en� tah T 	 a pot� proj�t zb�vaj�c� ��st tahu
M � V�sledn� uzav�en� tah M ′ m� v�t�� d�lku ne� M �v�me toti�	 �e d�lka tahu
T je nenulov�2 a to je spor� �

Graf	 kter� m� n�jak� eulerovsk� tah	 se naz�v� eulerovsk� graf� Podle v��
ty ���" je snadn� poznat	 zda je dan� graf eulerovsk�� sta�� zkontrolovat	 zda je
souvisl� a zda v�echny stupn� jsou sud�� Nen� tedy pot�eba nap�� zkou�et v�echny
mo�n� tahy a zji�)ovat	 zda n�kter� n�hodou nen� eulerovsk��




�
� Eulerovsk� a hamiltonovsk� grafy !�

Nab�z� se mal� modi#kace uva�ovan�ho pojmu� Eulerovsk� tah je uzav�en�
sled	 pou��vaj�c� ka�dou hranu pr�v� jednou� Co se zm�n�	 budeme�li po�adovat	
aby dan� uzav�en� sled obsahoval ka�d� vrchol pr�v� jednou, Takov� sled mus�
b�t kru�nic�� Kru�nice	 kter� proch�z� v�emi vrcholy grafu	 se naz�v� hamilto�
novsk�	 a graf obsahuj�c� n�jakou takovou kru�nici je hamiltonovsk� graf�

N�zev je odvozen od jm�na irsk�ho matematika Williama Rowana Ha�

miltona ��"��3�"��� Ten v roce �"�! vynalezl hlavolam	 jeho� zad�n�m bylo
naj�t -cestu. po hran�ch tzv� dvan�ctist�nu �trojrozm�rn�ho mnohost�nu o ��
vrcholech	 kter� nav�t�v� ka�d� vrchol pr�v� jednou a vr�t� se na v�choz� m�sto�
(loha je ekvivalentn� s nalezen�m hamiltonovsk� kru�nice v grafu na obr� ���	
kter�mu se rovn�� ��k� dvan�ctist�n�

Obr�zek ���� Dvan�ctist�n s vyzna�enou hamiltonovskou kru�nic��

Existuje n�jak� krit�rium ve stylu v�ty ���"	 kter� by n�m umo��ovalo snadno
a rychle poznat hamiltonovsk� grafy, Vzhledem k podobnosti pojm� eulerovsk�
tah a hamiltonovsk� kru�nice by se to mohlo zd�t pravd�podobn�� Odpov�* na
tuto ot�zku v�ak pon�kud p�ekvapiv� nen� zn�ma a v�e nasv�d�uje tomu	 �e ta�
kov� krit�rium neexistuje� Na druhou stranu je zn�ma cel� �ada posta�uj�c�ch
podm�nek pro existenci hamiltonovsk� kru�nice� Lze nap��klad uk�zat	 �e hamil�
tonovsk� je ka�d� graf	 pro kter� je spln�n p�edpoklad v�ty ���� �toto zes�len�
v�ty ����	 tzv� Diracova v	ta	 pat�� ke klasick�m v�sledk�m teorie graf��

Abychom mohli p�esn�ji popsat rozd�l mezi probl�my rozpozn�v�n� hamilto�
novsk�ch a eulerovsk�ch graf�	 pot�ebujeme se stru�n� zm�nit o v�po�etn� slo�i�
tosti�

Cvi�en�

I ��� De#nujte tah a uzav�en� tah pomoc� pojm� z odd�lu ����

I ��� Najd�te eulerovsk� tah v grafu na obr� ����
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� Cesty v grafu

I ��� Doka�te	 �e souvisl� graf G m� �uzav�en� nebo neuzav�en� tah obsa�
huj�c� ka�dou hranu p�esn� jednou	 pr�v� kdy� G m� nejv��e dva vrcholy lich�ho
stupn��

1 2

3

4
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Obr�zek ���� Graf ve cvi�en� �����

�� �asov� slo�itost algoritmu

P�edstavme si n�jak� algoritmus A	 kter� pro libovoln� graf G �vstupn� graf  roz�
hodne	 zda m� G ur�itou vlastnost �t�eba zda je eulerovsk�� Takov� algoritmus
sest�v� z mno�stv� element�rn�ch operac� jako je se�ten� dvou ��sel nebo zji�t�n�	
zda mezi ur�it�mi dv�ma vrcholy grafu G vede hrana�� Po�et element�rn�ch ope�
rac�	 kter� si proveden� algoritmu vy��d�	 samoz�ejm� z�vis� na vstupn�m grafu G�
ozna�me tento po�et f�G� #asov� slo�itost algoritmu A je funkce f � N→ N	
de#novan� vztahem

f�n + max
G

f�G,

kde G prob�h� v�echny grafy na n vrcholech� Jde tedy o po�et element�rn�ch ope�
rac�	 nutn�ch -v nejhor��m p��pad�. pro zpracov�n� grafu na n vrcholech� $asov�
slo�itost m��e b�t vyj�d�ena i pomoc� jin�ch parametr� vstupn�ho grafu	 ne� je
po�et vrchol�	 a lze ji analogicky de#novat i pro algoritmy	 kter� pracuj� s jin�mi
strukturami ne� s grafy�

Vra)me se k rozpozn�v�n� eulerovsk�ch graf�� Navr�en� algoritmus proch�z�
jeden vrchol po druh�m a testuje	 zda jeho stupe� je sud�� Pokud jde o vstupn�
graf G	 p�edpokl�dejme	 �e pro ka�d� vrchol grafu G je zad�n seznam jeho sou�
sed�� Jak� je �asov� n�ro�nost tohoto algoritmu, Pro ka�d� z n vrchol� je t�eba
spo��tat stupe�	 a to obn��� zjistit existenci nebo neexistenci ka�d� z n − � po�
tenci�ln�ch hran vedouc�ch z tohoto vrcholu� $asov� slo�itost je tedy n�n−�� Je
to tedy kvadratick� funkce prom�nn� n� pokud n�m sta�� odhadnout -��dovou.

�P�esn� vymezen� element�rn�ch operac�� tvaru vstupn�ch dat atd� je obecn� velmi d�le�it��
n�m v	ak bude sta�it tento intuitivn� pohled na v�c�




��� �asov� slo�itost algoritmu !!

z�vislost �asov� slo�itosti na n	 �ekneme	 �e �asov� slo�itost je O�n�� �Obecn�
pro dv� funkce g, h � N → N p��eme g + O�h	 pokud existuje konstanta c tak	
�e pro dost velk� n plat� g�n < c · h�n� N�� algoritmus je tedy polynomi�ln�	
jeho �asov� slo�itost je ur�ena polynomem�

Jak testovat	 zda je dan� graf hamiltonovsk�, Nejsou k dispozici o mnoho lep��
metody ne� -hrub� s�la.	 nap�� zkou�et hamiltonovskou kru�nici vybudovat po�
stupn�m prodlu�ov�n�m cesty	 v p��pad� ne
sp�chu se vracet zp�t a prob�rat dal��
mo�nosti �tzv� backtracking� P��klad podobn�ho postupu uvid�me v odd�lu �����
V ka�d�m vrcholu m�me obvykle n�kolik mo�nost�	 jak postupovat d�le	 tak�e
po�et v�ech situac�	 kter� je t�eba probrat	 se s ka�d�m dal��m vrcholem alespo�
zdvojn�sobuje� $asov� slo�itost takov�ho algoritmu je katastrof�ln�� je vy��� ne�
libovoln� polynom	 je to exponenci�ln� funkce n	 jako je nap�� funkce �n �nebo
je�t� hor��� Zde z teoretick�ho hlediska vede d�lic� ��ra mezi rychl�mi a poma�
l�mi algoritmy� -rychl�. �neboli efektivn� je algoritmus s polynomi�ln� �asovou
slo�itost�	 -pomal�. jsou ty ostatn��� Rozd�l mezi polynomi�ln� a exponenci�ln�
�asovou slo�itost� ilustruje tabulka ���	 ve kter� je uvedena doba prov�d�n� al�
goritmu s �asovou slo�itost� n� resp� �n pro r�zn� velikosti vstupn�ch dat n a za
p�edpokladu	 �e proveden� jedn� operace trv� � mikrosekundu�

�� �� �� ��� ���
n� � ms " ms ��� ms � s " s
�n � ms � s �� let � · ���� let � · ���� let

Tabulka ���� Polynomi�ln� a exponenci�ln� �asov� slo�itost�

P�esto�e se ob� 
lohy popsan� v odd�lu ��� �rozhodov�n�	 zda je graf eulerov�
sk� resp� hamiltonovsk� zdaj� velmi podobn�	 n�ro�nost jejich algoritmick�ho
�e�en� je dramaticky rozd�ln�� Probl�m zji�)ov�n� hamiltonovskosti toti� pat��
do velk� t��dy tzv� NP��pln�ch probl�m�� Jde o velmi obt��n� probl�my	 pro
kter� nen� zn�m efektivn� algoritmus	 ale z�rove� nen� dok�z�na jeho neexistence�
Ot�zka	 zda takov� algoritmus existuje	 pat�� k nejv�t��m otev�en�m probl�m�m
sou�asn� matematiky�

O �asov� slo�itosti algoritm� se lze dozv�d�t v�ce nap�� v p�edn��ce �"� nebo
v knize ���� My se k tomuto t�matu vr�t�me p�edev��m v odd�lu ����	 kde budeme
analyzovat �asovou slo�itost tzv� Dijkstrova algoritmu� S dal��m NP�
pln�m pro�
bl�mem	 tzv� probl�mem obchodn�ho cestuj�c�ho	 se sezn�m�me v odd�lu �����

�M��e se samoz�ejm� st�t� �e je exponenci�ln� algoritmus pro 
rozumn�� hodnoty n rychlej	�
ne� t�eba polynomi�ln� algoritmus se slo�itost� �������n�� Na druhou stranu praxe ukazuje� �e
se pro #lohy �e	iteln� efektivn�m algoritmem zpravidla da�� postupn� sn��it �asovou slo�itost
algoritmu do 
rozumn�ch� mez�� Ke vz�cn�m v�jimk�m zat�m pat�� tzv� probl�m�line�rn�ho

programov�n��
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Kapitola �

Stromy

Stromy jsou jednou z nejd�le�it�j��ch t��d graf�� O tom sv�d�� i mno�stv� v�t	
kter� je z r�zn�ch pohled� charakterizuj�� N�kolik z nich dok��eme v t�to kapi�
tole� P�edstav�me tak� dv� praktick� aplikace strom�� prvn� se t�k� vyhled�v�n�
v line�rn� uspo��dan� mno�in�	 druh� optim�ln�ho k&dov�n� symbol� z n�jak�
abecedy�

�� De�nice

De�nice 
�� Strom je souvisl� graf	 kter� neobsahuje ��dnou kru�nici� List
stromu T je libovoln� vrchol	 jeho� stupe� v T je ��

�a� �b� �c�

Obr�zek !��� Stromy�

N�kolik p��klad� strom� ukazuje obr� !��� Tyto stromy maj� �zleva doprava
�	 � a �� list��

Tvrzen	 
�� Ka�d� strom m� alespo! dva listy�

D�kaz� Vezm�me cestu P maxim�ln� mo�n� d�lky ve stromu T � Nech) x je
koncov� vrchol cesty P � Ka�d� soused vrcholu x mus� le�et na cest� P 	 jinak
by bylo mo�n� ji prodlou�it� Dejme tomu	 �e x nen� list a m� tedy alespo� dva

! 
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sousedy y�	 y�� Sled	 kter� dostaneme	 pokud vyjdeme z vrcholu x do vrcholu y�	
d�le po cest� P do y� a zp�t do x	 je kru�nic� v grafu T � Ten je ale stromem
a ��dnou kru�nici neobsahuje	 tak�e x je skute�n� list� Dal��m listem je druh�
koncov� vrchol cesty P � �

V tomto odd�lu si uk��eme t�i d�le�it� v�ty	 z nich� ka�d� charakterizuje
stromy z jin�ho hlediska� v�ta !�� podle po�tu cest mezi dv�ma vrcholy	 v�ta !��
podle po�tu hran a kone�n� v�ta !�� podle nesouvislosti jist�ch podgraf� �tzv�
faktor��

Z de#nice je graf souvisl�	 obsahuje�li alespo� jednu cestu mezi ka�dou dvojic�
vrchol�� Pokud podm�nku zes�l�me a budeme po�adovat existenci pr�v� jedn�
cesty	 pak podle n�sleduj�c� v�ty budou t�to podm�nce vyhovovat pr�v� v�echny
stromy�

V�ta 
�� Graf G je strom� pr�v	 kdy� pro ka�d� dva vrcholy u, v ∈ V �G existuje
v grafu G pr�v	 jedna cesta z u do v�

D�kaz� -⇒.� Strom G je z de#nice souvisl�	 tak�e alespo� jedna cesta mezi
ka�d�mi dv�ma vrcholy existuje� Nech) P, Q jsou dv� cesty z vrcholu u do vrcholu
v	 p�i�em�

P + �u + p�, p�, . . . , pk + v,

Q + �u + q�, q�, . . . , q� + v.

Nech) i je nejmen�� index takov�	 �e pi �+ qi� Vzhledem k tomu	 �e cesty P a Q
jsou r�zn�	 ale za��naj� v t�m�e vrcholu	 plat� � ≤ i ≤ k, �� Zvolme j nejmen��
takov�	 �e j > i a qj le�� na cest� P � V�me	 �e p�inejmen��m q� na P le��	 proto
takov� index j jist� existuje� De#nujme sled S n�sleduj�c�m zp�sobem� vyjdeme
z vrcholu pi−� po cest� P do pj a odtud po cest� Q zp�t do qi−� + pi−�� Je jasn�	
�e S je kru�nice v grafu G	 co� je spor s p�edpokladem	 �e G je strom� Mezi u a
v je tedy jen jedin� cesta�

-⇐.� Graf G	 ve kter�m mezi ka�d�mi dv�ma vrcholy existuje n�jak� cesta	
je jist� souvisl�� Pokud by obsahoval kru�nici	 vedly by mezi libovoln�mi dv�ma
vrcholy t�to kru�nice alespo� dv� cesty� Graf G	 kter� spl�uje n�� p�edpoklad	 je
tedy stromem� �

Podle v�ty ���� m� souvisl� graf na n vrcholech aspo� n−� hran� N�sleduj�c�
v�ta ��k�	 �e stromy lze charakterizovat jako grafy	 u nich� v tomto doln�m odhadu
po�tu hran plat� rovnost�

V�ta 
�� Graf G je strom� pr�v	 kdy� je souvisl� a m� n− � hran�

D�kaz� -⇒.� Strom je z de#nice souvisl�� Uk��eme indukc� podle po�tu vrchol�	
�e m� n− � hran� Pro strom na jednom vrcholu tvrzen� jist� plat�� Nech) je d�n
strom G s n > � vrcholy a nech) v je n�kter� jeho list �existuje podle tvrzen� !���



���� De�nice "�

Graf G − v je strom �jak je vid�t z de#nice a m� n − � vrchol� a m − � hran�
Podle induk�n�ho p�edpokladu je m− � + �n− �− � a tedy m + n− �	 co� jsme
cht�li dok�zat�

-⇐.� Pot�ebujeme dok�zat	 �e souvisl� graf s n vrcholy a n − � hranami ne�
obsahuje kru�nici� Op�t pou�ijeme indukci podle n	 p�i�em� pro n + � je tvrzen�
trivi�ln�� Nech) souvisl� graf G m� n− � hran� Kdyby stupn� v�ech vrchol� byly
v�t�� ne� �	 pak jejich sou�et je alespo� �n a po�et hran �kter� je p�esn� polovinou
z tohoto ��sla by byl alespo� n� Proto G mus� obsahovat n�jak� vrchol stupn�
nejv��e �� Stupe� � v�ak d�ky souvislosti m��eme vylou�it� Nech) tedy v je vrchol
stupn� �� Graf G − v m� n − � vrchol�	 n − � hran a je souvisl�� Podle induk��
n�ho p�edpokladu je to strom� Op�tovn�m p�id�n�m vrcholu v nem��e vzniknout
kru�nice	 tak�e stromem je i cel� graf G� �

P�ed uveden�m posledn� charakterizace strom� pot�ebujeme je�t� jeden po�
jem� Oboj� se n�m bude hodit pozd�ji	 a� budeme hovo�it o souvislostech mezi
grafy a maticemi�

De�nice 
�� Faktor grafu G je libovoln� jeho podgraf	 jeho� mno�ina vrchol�
je V �G� Faktor je vlastn�	 je�li r�zn� od grafu G�

V�ta 
� Graf G je strom� pr�v	 kdy� je souvisl� a nem� ��dn� souvisl� vlastn�
faktor�

D�kaz� -⇒.� Nech) strom G m� souvisl� vlastn� faktor F � Proto�e F �+ G	
existuje n�jak� hrana e ∈ E�G−E�F � Podle v�ty ���� mus� G−e b�t nesouvisl�
graf	 proto�e G neobsahuje ��dnou kru�nici� Graf F je ov�em faktorem grafu G−e
a mus� tak b�t rovn�� nesouvisl�� To je spor�

-⇐.� Nech) G je graf	 kter� nem� souvisl� vlastn� faktor� Dejme tomu	 �e
obsahuje kru�nici C� Pro e ∈ E�C je op�t podle v�ty ���� G − e souvisl� graf�
Jedn� se v�ak o vlastn� faktor grafu G	 a to je spor� Vzhledem k tomu	 �e souvislost
grafu G p�edpokl�d�me	 je v�ta dok�z�na� �

Jak lze zjistit	 zda je dan� graf G stromem, Stejn� jako u testov�n� souvislosti
je to patrn� -na prvn� pohled. u mal�ch graf� nakreslen�ch p�ehledn�m obr�z�
kem� P�edstav�me�li si v�ak t�eba graf s des�tkami tis�c vrchol�	 nav�c zadan�
matic�	 jak to uvid�me v kapitole  	 pak s prvn�m pohledem mo�n� nevysta��me�
Snadn� postup v�ak nab�z� v�ta !��	 podle n�� sta�� spo��tat	 zda m� graf n− �
hran	 a otestovat	 zda je souvisl� �nap�� pomoc� Dijkstrova algoritmu	 se kter�m
se sezn�m�me v odd�lu ����	 nebo algoritmu ze cvi�en� ��!� Nen� tedy pot�eba
zji�)ovat	 zda graf G obsahuje n�jakou kru�nici�

Cvi�en�

I 
�� Kolik existuje r�zn�ch strom� na mno�in� V + {�, �, �, �}, Kolik existuje
navz�jem neisomorfn�ch strom� na mno�in� V ,
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�� Kostry

De�nice 
�
 Kostrou souvisl�ho grafu G je ka�d� jeho faktor	 kter� je stromem�
Jinak �e�eno	 kostra grafu G je souvisl� podgraf bez kru�nic	 kter� obsahuje
v�echny vrcholy grafu G�

Obr� !�� ukazuje � r�zn� kostry t�ho� grafu� Upozorn�me	 �e dosti �astou
chybou je z�m�na pojm� kostra a strom� Rozd�l je ale podstatn�� konkr�tn� graf
m��e nebo nemus� b�t stromem	 ale pojem kostra se v�dy v��e je�t� k dal��mu
grafu	 nap�� v ot�zce -Je graf G kostrou grafu H,.

Obr�zek !��� T�i kostry t�ho� grafu �zn�zorn�ny tu�n��

M� ka�d� graf kostru, Z toho	 �e ka�d� faktor nesouvisl�ho grafu je nesouvisl�	
vid�me	 �e nesouvisl� graf ��dnou kostru m�t nem��e� Na druhou stranu plat�
n�sleduj�c� tvrzen��

Tvrzen	 
�� Ka�d� souvisl� graf m� alespo! jednu kostru�

D�kaz� Nech) G + �V, E je souvisl� graf� Uva�me mno�inu hran M 	 kter� m�
vlastnost	 �e

faktor �V, M grafu G neobsahuje kru�nice �!��

a je s touto vlastnost� maxim�ln� vzhledem k inkluzi� �Takov� mno�ina existuje	
proto�e nap��klad i pr�zdn� mno�ina spl�uje podm�nku �!��� Tvrd�me	 �e faktor
�V, M je souvisl��

Dejme tomu	 �e to tak nen� a uva�me komponenty A, B grafu �V, M� V souvis�
l�m grafu G mezi A a B jist� vede n�jak� hrana e� P�id�n�m t�to hrany k mno�in�
M kru�nice vzniknout nem��e	 to by toti� vedlo ke sporu s v�tou ����� Proto mno�
�ina M ∪{e} m� rovn�� vlastnost �!�� a dost�v�me spor s maximalitou mno�iny
M � �

Stromy a kostry maj� �adu praktick�ch aplikac�� S n�kter�mi z nich se v dal��m
textu sezn�m�me�

• bin�rn� a dal�� stromy slou�� jako datov� struktury algoritm� �odd�ly !�� a
!��	
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• minim�ln� kostra se objevuje v 
loh�ch	 kde je c�lem naj�t optim�ln� pro�
pojen� jist�ch objekt� �odd�l ����	

• rozhodovac� strom se pou��v� k modelov�n� rozhodovac�ch proces� �je po�
ps�n v odd�lu �����

Kostry graf� se rovn�� uplat�uj� p�i anal�ze elektrick�ch obvod� �tzv� metoda
stavov�ch prom�nn�ch�

Ve cvi�en�ch k tomuto odd�lu je zad�n�m spo��tat kostry r�zn�ch graf�� K t�to
ot�zce se vr�t�me v kapitole  	 kde odvod�me souvislost mezi po�tem koster grafu
a determinantem jist� matice�

Cvi�en�

I 
�� Ur�ete po�et koster�

�a stromu na n vrcholech	

�b kru�nice Cn	

�c grafu	 kter� vznikne	 p�id�me�li k C�n t�tivu spojuj�c� dva vrcholy ve vzd��
lenosti n�

I 
�� Nech) M�n je graf tvo�en� n disjunktn�mi hranami na �n vrcholech� Ur�ete
po�et koster grafu G	 kter� vznikne p�id�n�m nov�ho vrcholu a jeho spojen�m
s ka�d�m vrcholem z V �M�n� �G je tedy n troj
heln�k� slepen�ch �za vrchol��

II 
�� Nech) G je graf na mno�in� vrchol� {�, . . . , n}∪{v, w}	 v n�m� je ka�d�
vrchol z {�, . . . , n} spojen hranou jak s v	 tak s w	 a jin� hrany G nem�� Ur�ete

�a po�et koster grafu G	

�b po�et koster grafu G / vw	 kter� vznikne z G p�id�n�m hrany vw�

�� Bin�rn	 stromy

Stromy maj� �irok� uplatn�n� jako datov� struktury pro r�zn� algoritmy� Uk��eme
si dva p��klady pou�it� tzv� bin�rn�ch strom�� Nejprve jejich de#nici�

Ko�enov� strom je dvojice �T, r	 kde T je strom a r jeho vrchol	 kter�mu
budeme ��kat ko�en� Hloubka h�w vrcholu w ∈ V �T  je d�lka cesty P �w z ko�ene
r do w� Vrchol v je rodi�em vrcholu w	 pokud je jeho sousedem na cest� P �w �pak
tak� �ekneme	 �e w je potomkem vrcholu v� Bin�rn� strom je ko�enov� strom	
v n�m� m� ka�d� vrchol nejv��e dva potomky a ka�d� potomek je ozna�en jako
lev� nebo prav�� 1�dn� rodi� samoz�ejm� nem� dva potomky stejn�ho typu�
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�a� �b�

Obr�zek !��� Bin�rn� stromy�

V obvykl�m zn�zorn�n� bin�rn�ho stromu je ko�en naho�e a lev� resp� prav�
potomek na p��slu�n� stran� pod sv�m rodi�em� P��klady bin�rn�ch strom� jsou
na obr� !���

Bin�rn� stromy se dob�e hod� k reprezentaci line�rn�ch uspo��d�n�� Dejme
tomu	 �e pot�ebujeme implementovat algoritmus	 kter� pracuje s abecedn� se�a�
zen�m seznamem n osob	 p�i�em� ka�d� osob� odpov�d� n�jak� z�znam� Seznam
je obs�hl� a vzhledem k �ast�m p��stup�m pot�ebujeme	 aby �as nutn� k nalezen�
konkr�tn�ho z�znamu byl co nejmen��� Jako ilustraci pou�ijme jm�na z jednoho

norov�ho t�dne v kalend��i� �Ka�d� z�znam obsahuje je�t� dal�� informace	 kv�li
kter�m se vlastn� vyhled�v�n� prov�d�� Pro n�� v�klad v�ak nejsou d�le�it��

Apolena Bo�ena Ji�ina Mojm�r Slav�na Valent�n V�nceslav
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Jak efektivn� naj�t z�znam odpov�daj�c� ur�it�mu jm�nu, Jednou mo�nost� je
proch�zet z�znamy od za��tku jeden po druh�m a hledat ten spr�vn�� Pak ov�em
v nejhor��m p��pad� mus�me proj�t v�ech n z�znam� �a v pr�m�ru n/� z�znam��

Tento �as v�ak lze v�razn� zkr�tit s pou�it�m vyhled�vac�ho stromu� Bin�rn�
vyhled�vac� strom pro line�rn� uspo��danou mno�inu �X,≤ je bin�rn� strom	
jeho� vrcholy jsou prvky mno�iny X a v n�m� pro ka�d� vrchol v plat�	 �e je�li
� lev� potomek vrcholu v	 pak � < v	 a podobn� pro prav�ho potomka p vrcholu
v je p > v� �Adjektivum bin�rn� budeme pro stru�nost vynech�vat� V na�em
p��kladu je mno�inou X mno�ina z�znam�	 uspo��dan� podle abecedy� P��klad
vyhled�vac�ho stromu pro mno�inu X je na obr� !���

Ozna�me jm�no p��slu�n� vrcholu v symbolem a�v� Jak se v na�em stromu
vyhled� z�znam pro konkr�tn� jm�no x, Za�neme od ko�ene r a porovn�me slova
x a a�r �v abecedn�m uspo��d�n�� Je�li x + a�r	 na�li jsme hledan� z�znam� Po�
kud x < a�r	 p�ejdeme k lev�mu potomku vrcholu r	 jinak k prav�mu potomku�
Test se opakuje a� do nalezen� shody�

Ve stromu na obr� !�� lze libovoln� z�znam vyhledat nejv��e ve t�ech kroc�ch�
Bez pou�it� vyhled�vac�ho stromu bychom k vyhled�n� jm�na V�nceslav pot�e�
bovali ! krok�� Ne ka�d� vyhled�vac� strom pro danou mno�inu n�m v�ak nab�z�
takov� zlep�en�� Nap��klad u stromu na obr� !�� pot�ebujeme v nejhor��m p��pad�
rovn�� ! krok��
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Apolena

Božena

Jǐrina

Mojmı́r

Slavěna

Valentýn

Věnceslav

Obr�zek !��� Vyhled�vac� strom pro mno�inu z�znam��

Apolena

Božena

Jǐrina

Mojmı́r

Slavěna

Valentýn

Věnceslav

Obr�zek !��� Jin� vyhled�vac� strom�
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Kolik krok� tedy trv� vyhled�n� z�znamu v obecn�m vyhled�vac�m stromu,
De#nujme hloubku vyhled�vac�ho stromu T jako maxim�ln� hloubku h�v n�ja�
k�ho jeho vrcholu �p�ipome�me	 �e hloubka vrcholu je de#nov�na na za��tku
tohoto odd�lu� K vyhled�n� z�znamu ve stromu hloubky d je pak v nejhor��m
p��pad� pot�eba d krok��

Pro danou uspo��danou mno�inu ale m�me na v�b�r z mnoha strom�� Jak�
nejmen�� hloubky lze dos�hnout, 'ekneme	 �e vyhled�vac� strom pro mno�inu X
je optim�ln�	 m��li mezi v�emi vyhled�vac�mi stromy pro X minim�ln� hloubku�

V�ta 
�� Hloubka h�n optim�ln�ho vyhled�vac�ho stromu pro n�prvkovou mno�
�inu X je

h�n + �log��n / �� − �, �!��

kde �log��. . . � ozna�uje horn� celou ��st z dvojkov�ho logaritmu�

D�kaz� Nejprve doka�me	 �e h�n je v�t�� nebo rovno v�razu na prav� stran�
nerovnosti �!��� Nech) T je libovoln� bin�rn� strom na n vrcholech� Ozna�me
jeho hloubku d� Pro � ≤ i ≤ d je po�et vrchol� stromu T s hloubkou rovnou i
nejv��e �i� Odtud

n ≤ �� / �� / · · ·/ �d + �d�� − �,

tak�e d ≥ log��n/�−�� Proto�e d je cel� ��slo	 plat� dokonce d ≥ �log��n/�−���
Spl�uje�li tuto nerovnost hloubka ka�d�ho stromu na n vrcholech	 mus� platit i
�!���

V opa�n�m sm�ru pot�ebujeme zkontruovat vyhled�vac� strom pro mno�inu
X	 jeho� hloubka bude rovna prav� stran� nerovnosti �!��� Nejprve najdeme
strom S	 ve kter�m

ka�d� vrchol o hloubce nejv��e h�S− � m� oba potomky	 �!��

a potom uk��eme	 �e strom S m� po�adovanou vlastnost�
Ozna�me X + {x�, . . . , xn}	 kde x� < · · · < xn� Je�li n ≤ �	 pak snadno na�

jdeme strom pro X s hloubkou � nebo �	 kter� trivi�ln� spl�uje podm�nku �!���
Pro v�t�� n za ko�en stromu S zvolme medi�n posloupnosti x�, . . . , xn	 tj� prvek
xm	 kde m + �n/�� �medi�n je obecn� prost�edn� prvek monot&nn� posloup�
nosti� Pro uspo��dan� mno�iny X� + {x�, . . . , xm−�} a X� + {xm��, . . . , xn}
rekurz�vn�m zp�sobem zkonstruujme bin�rn� vyhled�vac� stromy S� a S� s vlast�
nost� �!��� Strom S z�sk�me tak	 �e lev�m potomkem ko�ene xm u�in�me ko�en
stromu S� a prav�m potomkem ko�en stromu S�� Vid�me	 �e podm�nka �!��
z�stane zachov�na�

Zb�v� ur�it hloubku d + h�S stromu S� Z podm�nky �!�� plyne	 �e pro
� ≤ i ≤ d− � obsahuje strom S p�esn� �i vrchol� o hloubce i� M� tedy p�esn�

� / � / �� / · · ·/ �d−� + �d − �
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vrchol� o hloubce men�� ne� d� Z de#nice nav�c mus� obsahovat alespo� jeden
vrchol o hloubce d	 tak�e

n ≥ �d.

Po p�i�ten� jedni�ky k ob�ma stran�m a zlogaritmov�n� snadno zjist�me	 �e plat�

d ≤ �log��n / �� − �,

��m� je d�kaz hotov� �

D�sledkem v�ty !� je	 �e s pou�it�m vhodn�ho vyhled�vac�ho stromu lze
v n�prvkov� uspo��dan� mno�in� vyhled�vat v po�tu krok�	 kter� je omezen lo�
garitmickou funkc� n� �S pou�it�m formalismu z odd�lu ��! bychom �ekli	 �e po�et
krok� je O�logn� Oproti line�rn�mu po�tu krok� bez pou�it� vyhled�vac�ho
stromu jde o zna�n� zlep�en��

V na�em p��kladu p�edpokl�d�me	 �e vyhled�vac� strom je statick� � sta�� jej
jednou zkonstruovat a ji� se nem�n�� Existuj� tak� algoritmy	 pomoc� kter�ch lze
do vyhled�vac�ch strom� p�id�vat vrcholy nebo je odeb�rat	 a to p�i zachov�n�
efektivity dan�ho stromu� V�ce se o t�chto t�matech lze dozv�d�t nap�� v knize ����

Cvi�en�

II 
�� �a Ur�ete sou�et
nX

k��

k · �k.

�b Vyhled�vac� strom T o hloubce d je �pln�	 pokud v�echny listy maj� hloubku
d a ka�d� ostatn� vrchol m� � potomky� Kolik vrchol� m� takov� strom,

�c S pou�it�m ��sti �a spo��tejte pr�m	rn� po�et krok� pot�ebn� k vyhled�n�
z�znamu v 
pln�m vyhled�vac�m stromu o hloubce d� �Pr�m�r se po��t�
p�es v�echny vrcholy stromu�

�
 Hu�manovo k�dov�n	

Dost�v�me se k dal�� aplikaci bin�rn�ch strom�	 k tzv� Hu%manovu� k&dov�n��
Nech) je d�na kone�n� abeceda 6� Jej� prvky budeme naz�vat symboly� Na��m
c�lem bude zak&dovat ka�d� symbol bin�rn�m �et	zcem �posloupnost� nul a jed�
ni�ek	 tzv� bit�	 tak	 aby bylo spln�no n�kolik podm�nek	 k jejich� zformulov�n�
se dostaneme za chv�li� K"dov�n� pro abecedu 6 je prost� funkce	 kter� p�i�azuje
ka�d�mu symbolu a kone�nou posloupnost c�a symbol� � a � �k"d symbolu a�

�David A� Huffman ������������
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Nech) je pevn� zvoleno k&dov�n� c� Pak lze de#novat i k&d posloupnosti sym�
bol� a� . . . ak	 a to jako z�et�zen� k&d�

c�a� . . . c�ak.

Je z tohoto k&du mo�n� rekonstruovat p�vodn� posloupnost a� . . . ak, Ne v�dy�
Uva�me nap��klad abecedu 6 + {X, Y, Z} s n�sleduj�c�m k&dov�n�m�

symbol X Y Z
k&d � � ��

Pak nap�� posloupnosti Z a XY maj� stejn� k&d ��� T�to situaci bychom se cht�li
vyhnout� To se n�m poda�� nap��klad tehdy	 kdy� bude na�e k&dov�n� pre�xov�	 tj�
kdy� k&d ��dn�ho symbolu nebude po��te�n�m 
sekem �-pre#xem. k&du ��dn�ho
jin�ho symbolu�

Pozorov�n	 
��� Pre�xov� k"dov�n� p�i�azuje r�zn�m posloupnostem symbol�
r�zn� k"dy�

D�kaz� Cvi�en� !��� �

Pre#xov� k&dov�n� se d� naj�t snadno� sta�� symbol�m p�i�adit r�zn� k&dy
stejn� d�lky ��

Nyn� se dost�v�me k dal��mu po�adavku� cht�li bychom minimalizovat pr��
m�rnou d�lku k&du p�i�azen�ho symbolu abecedy 6� P�edpokl�d�me p�itom	 �e
ka�d� symbol a m� ur�enou v�hu w�a	 na kterou se m��eme d�vat jako na po�
m�rnou �etnost symbolu a v -typick�m textu. nad abecedou 6	 a kter� se bere
v 
vahu p�i v�po�tu uveden�ho pr�m�ru�

Jinak �e�eno	 ozna��me�li d�lku bin�rn�ho �et�zce r symbolem |r|	 budeme
cht�t	 aby v��en� d�lka k&dov�n� c	

vd�c +
X
a∈�

w�a · |c�a|, �!��

byla co nejmen���
K&dov�n� c pro abecedu 6 je optim�ln�	 pokud je pre#xov� a m� mezi v�emi

pre#xov�mi k&dov�n�mi pro 6 nejmen�� v��enou d�lku�
Uva�me jako jednoduch� p��klad abecedu 6 + {A, B, C, D}� Jsou�li v�echny

v�hy stejn�	 pak nelze po��tat s lep��m �e�en�m	 ne� je k&dov�n� s k&dy ��	 ��	 ��
a �� a s v��enou d�lkou � �obecn� pro n�prvkovou abecedu bychom pot�ebovali
�log� n� bit�� P�edpokl�dejme ov�em	 �e symboly maj� n�sleduj�c� v�hy�

symbol A B C D
v�ha �.� �.� �.�� �.��

�!��
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Pak nen� vylou�eno	 �e se n�m na v��en� d�lce poda�� u�et�it	 pokud �ast�mu
symbolu A p�i�ad�me nejkrat�� mo�n� k&d	 i za ceny prodlou�en� k&d� m�lo
frekventovan�ch symbol� C a D� Skute�n�	 nap��klad k&dov�n�

symbol A B C D
k&d � �� ��� ���

je pre#xov� a jeho v��en� d�lka je pouze

�.� + �.�× � / �.�× � / �.��× � / �.��× �.

S t�mto k&dov�n�m tedy na jeden symbol pot�ebujeme pr�m�rn� pouze �.� bitu2
D� se uk�zat	 �e je to optim�ln� k&dov�n��

Pre#xov� k&dov�n� maj� 
zk� vztah k bin�rn�m strom�m� Nech) T je bin�rn�
strom	 jeho� list�m jsou vz�jemn� jednozna�n� p�i�azeny symboly z abecedy 6�
Ozna�me list odpov�daj�c� symbolu a ∈ 6 jako �a� Strom T ur�uje k&dov�n�
pro abecedu 6	 a to n�sleduj�c�m zp�sobem� Ur��me k&d c�a symbolu a ∈ 6�
Ozna�me vrcholy na cest� P ��a v po�ad� od ko�ene jako r + v�, v�, . . . , vd + �a�
Hledan� k&d pak bude posloupnost c�a + �b�, . . . , bd	 kde d je hloubka listu �a	
v�echny bi jsou z mno�iny {�, �} a

bi + � ⇐⇒ vrchol vi je lev�m potomkem vrcholu vi−�.

V opa�n�m sm�ru lze pro ka�d� pre#xov� k&dov�n� sestrojit odpov�daj�c� bi�
n�rn� strom �viz cvi�en� !���� Nap��klad na�emu optim�ln�mu k&dov�n� pro abe�
cedu {A, B, C, D} odpov�d� strom na obr� !��� Pokusme se p�eformulovat 
lohu
hled�n� optim�ln�ho k&dov�n� v �e�i bin�rn�ch strom��

A

B

C D

Obr�zek !��� Bin�rn� strom odpov�daj�c� optim�ln�mu k&dov�n� pro abecedu
{A, B, C, D} s v�hami !���

Optim�ln� strom pro abecedu 6 + {a�, . . . , an} s v�hami w�ai je bin�rn�
strom T s listy ��, . . . , �n	 jeho� pr�m	rn� v��en� hloubka vh�T 	 de#novan�
p�edpisem

vh�T  +
nX

i��

w�ai · h��i,

je nejmen�� mo�n�� Je jasn�	 �e optim�ln�mu stromu odpov�d� optim�ln� k&dov�n�
pro abecedu 6 s dan�mi v�hami� �Pozor na rozd�l mezi pojmem -optim�ln� strom.
a term�nem -optim�ln� vyhled�vac� strom. z odd�lu !���
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Ne� pop��eme Hu%man�v algoritmus pro nalezen� optim�ln�ho stromu	 za�
ve*me je�t� dv� de#nice� Vrchol v bin�rn�ho stromu T je n�sledovn�kem vrcholu
u	 pokud u le�� na cest� P �v� Speci�ln� je tedy ka�d� vrchol sv�m vlastn�m
n�sledovn�kem� Lev� �prav�� podstrom pod vrcholem v je indukovan� podgraf
stromu T na mno�in� v�ech n�sledovn�k� lev�ho �prav�ho potomka vrcholu v�

Vstupem Hu�manova algoritmu je abeceda 6 + {a�, . . . , an} spolu s p�i�aze�
n�m vah w�ai symbol�m ai ∈ 6� Jeho v�stupem je �n�kter� optim�ln� strom
H pro abecedu 6	 tzv� Hu�man�v strom� P��slu�n� k&dov�n� se ozna�uje jako
Hu�manovo k"dov�n��

Algoritmus pracuje s posloupnost� ko�enov�ch strom� s v��en�mi listy	 kter�
se v ka�d�m kroku m�n�� V�choz� posloupnost P� + �T�, . . . , Tn je tvo�ena trivi�
�ln�mi stromy Ti o jedin�m vrcholu ai s vahou w�ai�

Algoritmus skon��	 a� bude na�e pracovn� posloupnost obsahovat jedin� strom	
a t�m bude hledan� Hu%man�v strom H � Popi�me k�t� krok algoritmu� V�ha w�T 
libovoln�ho stromu T je de#nov�na jako sou�et vah jeho list��

Najdeme v pracovn� posloupnosti Pk−� dvojici strom� s minim�ln�m sou��
tem vah� Takov�ch dvojic m��e b�t v�ce� abychom se vyhnuli nejednozna�nosti	
de#nujme mno�inu uspo��dan�ch dvojic

Mk−� + {�s, t � s < t a sou�et w�Ts / w�Tt je minim�ln� mo�n�}
a najd�me v n� nejmen�� prvek �i, j v lexikogra#ck�m uspo��d�n� �viz cvi�en� ����
Posloupnost Pk vznikne z posloupnosti Pk−� n�sledovn��

�� vypust�me strom Tj 	

�� nahrad�me strom Ti stromem	 jeho� ko�enem je nov� p�idan� vrchol vk	
lev�m podstromem pod ko�enem je Ti a prav�m podstromem pod ko�enem
je Tj �v�hy na listech z�st�vaj� beze zm�ny�

Vid�me	 �e po�et prvk� pracovn� posloupnosti strom� se proveden�m k�t�ho
kroku sn��il o �� Algoritmus tedy skon�� po p− � kroc�ch�

Ilustrujme jeho pr�b�h na p��kladu� Nech) jsou pro abecedu

6 + {A, E, G, I, L, R}
ur�eny tyto v�hy�

symbol A E G I L R
v�ha �.� �.� �.�� �.� �.� �.��

�!��

Najdeme Hu%man�v strom pro tuto abecedu�
V n�sleduj�c�m sch�matick�m zn�zorn�n� pr�b�hu Hu%manova algoritmu ka��

d� ��dek zachycuje stav pracovn� posloupnosti strom� v p��slu�n�m kroku� P�s�
mena odpov�daj� strom�m na jednom vrcholu� Strom S na v�ce vrcholech je zn��
zorn�n symbolem S�S� 	 kde S� �resp� S� je lev� �resp� prav� podstrom pod



���� Hu�manovo k�dov�n�  �

ko�enem stromu S� Prvky posloupnosti jsou odd�leny mezerami	 ��sla ud�vaj�
v�hu dan�ho stromu	 pro p�ehlednost n�sobenou stem�

A�� E�� G� I�� L�� R��

A�� E�� G I �� L�� R��

A�� E�� G I �� L R ��

A G I �� E�� L R ��

A G I L R �� E��

A G I L R E ���

V�sledn� Hu%man�v strom �kter� odpov�d� posledn�mu ��dku v tomto z��
pisu je na obr� !�!� Na�li jsme tedy n�sleduj�c� optim�ln� k&d�

symbol A E G I L R
k&d ��� � ���� ���� ��� ���

A
G I

L R

E

Obr�zek !�!� Hu%man�v strom pro abecedu s v�hami �!���

Pomoc� t�to tabulky nen� probl�m zak&dovat libovoln� slovo v abeced� 6�
Nap��klad k&d slova ALERGIE je ��������������������

Korektnost Hu%manova algoritmu zaru�uje n�sleduj�c� v�ta	 jej�� d�kaz po�
nech�v�me jako �t���� probl�m na cvi�en� !����

V�ta 
��� Nech
 6 + {a�, . . . , an} je abeceda s v�hami w�ai� Strom zkonstruo�
van� Hu�manov�m algoritmem je optim�ln�m stromem pro tuto abecedu� �

Cvi�en�

I 
� Doka�te pozorov�n� !����

I 
�
 Ur�ete pr�m�rnou v��enou hloubku vh�T  stromu na obr� !�!�



 � Kapitola �� Stromy

I 
�� Zak&dujte pomoc� Hu%manova k&dov�n� z na�eho p��kladu slova ELEGIE
a LILIE� Vyplat� se pro tato slova Hu%manovo k&dov�n� pou��t, Pro�,

I 
�� Ur�ete slovo	 jeho� Hu%man�v k&d v k&dov�n� z na�eho p��kladu je

��������������.

I 
��� Najd�te Hu%man�v strom pro abecedu {A, B, C, D, E} s v�hami

symbol A B C D E
v�ha �.� �.�� �.� �.� �.��

a ur�ete jeho pr�m�rnou v��enou hloubku�

I 
��� Uka�te	 �e pre#xov� k&dov�n� pro abecedu 6 jsou ve vz�jemn� jedno�
zna�n�m vztahu s bin�rn�mi stromy	 jejich� listy jsou ozna�eny symboly abecedy
6�

II 
��� Doka�te v�tu !����
�N�pov	da� Nech) ai	 aj jsou dva symboly s minim�ln� vahou� Uka�te	 �e pro
abecedu 6 existuje optim�ln� strom	 ve kter�m symboly ai a aj maj� stejn�ho
p�edch�dce� Z tohoto lemmatu plyne v�ta !��� indukc� p�es n� �



Kapitola 

Orientovan� grafy

V t�to kapitole se budeme zab�vat grafy	 v nich� m� ka�d� hrana ur�en� sm�r �
tzv� orientovan�mi grafy� Sm�r �orientace hran se obvykle zn�zor�uje �ipkami
jako na obr� "���

1 2

35

4

Obr�zek "��� Orientovan� graf�

��� De�nice orientovan�ch graf�

De�nice ��� Orientovan� graf je dvojice �V, E	 kde V je mno�ina vrchol� a
E ⊂ V × V je mno�ina hran�

V�imn�me si	 �e hrany jsou nyn� prvky kart�zsk�ho sou�inu V × V 	 a tedy
uspo��dan� dvojice vrchol�� �Orientovan� graf je tedy vlastn� tot��	 co bin�rn�
relace na mno�in� V � Dvojici �u, v interpretujeme jako hranu	 kter� za��n� ve
vrcholu u a kon�� ve vrcholu v� Podle de#nice m��e b�t hranou i dvojice �v, v�
Na�e orientovan� grafy tedy mohou m�t smy�ky� N�sobn� hrany ve shodn�m
sm�ru nad�le nepovolujeme �graf ale m��e obsahovat dvojici -protich�dn�ch. hran
mezi dv�ma vrcholy� Podobn� jako u neorientovan�ch graf� budeme dvojici �u, v
zapisovat prost� jako uv�

Pojmy podgraf a indukovan� podgraf jsou de#nov�ny jako u neorientova�
n�ch graf�� Z orientovan�ho grafu G m��eme snadno vyrobit neorientovan� graf

 �



 � Kapitola � Orientovan� grafy

�tzv� symetrizaci grafu G tak	 �e -zapomeneme. orientace v�ech hran� P��padn�
smy�ky odstran�me a n�sobn� hrany nahrad�me jednoduch�mi� �Viz obr� "���
N�kter� pojmy t�kaj�c� se neorientovan�ch graf� tak lze p��mo aplikovat na grafy
orientovan�� 'ekneme nap��klad	 �e graf G je �slab	� souvisl�	 je�li jeho symet�
rizace souvisl�� Komponenty orientovan�ho grafu G jsou �analogicky k situaci
u neorientovan�ch graf� maxim�ln� slab� souvisl� podgrafy� P�esn�ji �e�eno	
komponenta je slab� souvisl� indukovan� podgraf s vlastnost�	 �e ��dn� indu�
kovan� podgraf na v�t�� mno�in� vrchol� nen� slab� souvisl��

1 2

3

4

5

Obr�zek "��� Symetrizace grafu z obr� "���

V opa�n�m sm�ru	 u p�echodu od neorientovan�ho grafu k orientovan�mu	
m�me �adu mo�nost�	 jak hrany opat�it �ipkami� 'ekneme	 �e orientovan� graf
G je orientac� grafu H 	 je�li H symetrizac� orientovan�ho grafu G� Ka�d� neori�
entovan� graf m� tedy �adu orientac�� Orientovan� graf na obr� "�� je nap��klad
jednou z orientac� grafu na obr� "���

De�nice ��� Vstupn� stupe! d�G�u vrcholu u orientovan�ho grafu G + �V, E je
po�et hran	 kter� kon�� ve vrcholu u	 tedy po�et dvojic xu �kde x ∈ V  v mno�in�
hran E� Podobn� v�stupn� stupe! d−

G�u je po�et dvojic ux v mno�in� hran�

Cvi�en�

I ��� Doka�te	 �e v orientovan�m grafu G + �V, E s m hranami plat�

X
v∈V

d�G�v +
X
v∈V

d−
G�v + m.

��� Siln� souvislost

Pro orientovan� grafy lze snadno upravit de#nice pojm� sled	 cesta v grafu a
kru�nice v grafu� Zn�n� de#nic je vlastn� t�m�� stejn�	 jedin� rozd�l je v tom	 �e
ka�d� krok sledu mus� nyn� respektovat orientaci p��slu�n� hrany� M�sto pojmu
-kru�nice. pou��v�me u orientovan�ch graf� term�nu -cyklus.�



��� Siln� souvislost  �

De�nice ��� Orientovan� sled z vrcholu x do vrcholu y v orientovan�m grafu G
je posloupnost vrchol� �x + v�, v�, . . . , vk + y	 ve kter� je pro ka�d� i + �, . . . , k
dvojice vi−�vi hranou grafu G� Orientovan� cesta v G je orientovan� sled	 kter�
obsahuje ka�d� vrchol nejv��e jednou� Cyklus v G je orientovan� sled	 ve kter�m
je v� + vk	 tento vrchol je v n�m obsa�en pr�v� dvakr�t a v�echny ostatn� nejv��e
jednou�

Graf G na obr� "�� obsahuje nap��klad sled ��, �, �, �, �, �	 naopak posloupnost
��, �, �, � sledem nen�� Tento graf obsahuje tak� cykly ��, �, �, �	 ��, � �d�lka
tohoto cyklu je � a ��, �, ��

Slab� souvislost n�m ne��k� mnoho o existenci orientovan�ch cest v dan�m
grafu� U orientovan�ch graf� je proto �asto p�irozen�j�� pracovat se siln�j�� vari�
antou pojmu souvislost�

De�nice ��� Orientovan� graf G je siln	 souvisl�	 pokud v n�m pro ka�dou
dvojici vrchol� x, y existuje orientovan� cesta z x do y i orientovan� cesta z y do
x	

N�sleduj�c� v�ta charakterizuje siln� souvisl� grafy� Jak je asi z�ejm�	 ��k�me	
�e hrana xy je obsa�ena v cyklu �v�, v�, . . . , vk + x�	 pokud pro n�jak� i je x + vi

a y + vi���

V�ta ��� Slab	 souvisl� orientovan� graf je siln	 souvisl�� pr�v	 kdy� ka�d� jeho
hrana je obsa�ena v n	jak�m cyklu�

D�kaz� -⇒.� Uva�me hranu xy orientovan�ho grafu G� Ze siln� souvislosti plyne
existence cesty P z y do x� P�ipojen�m hrany xy za tuto cestu vznikne cyklus	
kter� hranu xy obsahuje�

-⇐.� Nech) x, y je libovoln� dvojice vrchol�	 a nech) Q je cesta z x do y
v symetrizaci slab� souvisl�ho orientovan�ho grafu G� Cesta Q je tedy posloupnost
vrchol� �x + q�, q�, . . . , qk + y	 kde pro i + �, . . . , k je bu* qi−�qi ∈ E�G
�a �ekneme	 �e jde o dob�e orientovanou hranu cesty Q nebo qi−�qi /∈ E�G
a qiqi−� ∈ E�G ��patn� orientovan� hrana� Ka�d� �patn� orientovan� hrana
qiqi−� je obsa�ena v cyklu� speci�ln� existuje orientovan� cesta Ri z qi−� do qi�
Nahrad�me�li v cest� Q ka�dou �patn� orientovanou hranu p��slu�nou cestou Ri	
z�sk�me orientovan� sled z x do y� Podle cvi�en� "�� tedy existuje orientovan�
cesta z x do y� Vzhledem k tomu	 �e dvojice x, y byla libovoln�	 graf je siln�
souvisl�� �

De#nujme na vrcholech orientovan�ho grafu G relaci oboustrann� dosa�itel�
nosti ∼� pro vrcholy x, y plat� x ∼ y	 pokud v G existuje orientovan� cesta z x
do y i naopak� S pou�it�m cvi�en� "�� je snadn� dok�zat	 �e tato relace je ekvi�
valenc�� Tento fakt m��eme pou��t v de#nici tzv� kvazikomponent	 kter� jsou
obdobou komponent pro silnou souvislost� K jej�mu pochopen� m��e pomoci vr��
tit se k de#nici pojmu komponenta v kapitole ��



 � Kapitola � Orientovan� grafy

De�nice �� Kvazikomponenta orientovan�ho grafu G je ka�d� jeho indukovan�
podgraf na mno�in� vrchol�	 kter� tvo�� n�kterou z t��d ekvivalence ∼�

De#nici ilustruje graf na obr� "���a s � komponentami a celkem � kvazikom�
ponentami	 zn�zorn�n�mi na obr� "���b� Podobn� orientovan� graf na obr� "��
m� t�i kvazikomponenty	 jejich� mno�iny vrchol� jsou {�, �, �}, {�} a {�}�

�a�

C1
C2

C3

C4

C5

�b�

Obr�zek "��� Orientovan� graf a jeho kvazikomponenty�

Cvi�en�

I ��� Najd�te p��klad slab� souvisl�ho orientovan�ho grafu na � vrcholech	 kter�
m� � kvazikomponenty�

I ��� Doka�te	 �e v orientovan�m grafu existuje orientovan� cesta z vrcholu x
do vrcholu y	 pr�v� kdy� v n�m existuje orientovan� sled z x do y�

I ��� Doka�te	 �e kvazikomponenty orientovan�ho grafu G jsou pr�v� jeho ma�
xim�ln� siln� souvisl� podgrafy � jin�mi slovy	 jsou to pr�v� ty podgrafy H 	 pro
kter� plat�	 �e je�li H vlastn�m podgrafem jin�ho grafu K ⊂ G	 pak K nen� siln�
souvisl��

I ��� Formulujte algoritmus na nalezen� kvazikomponent orientovan�ho grafu�

��� Acyklick� orientovan� grafy

De�nice ��
 Orientovan� graf je acyklick�	 pokud neobsahuje ��dn� cyklus�

Slab� souvisl� acyklick� orientovan� grafy jsou tedy z jist�ho hlediska obdobou
strom�	 tj� souvisl�ch graf�	 kter� neobsahuj� ��dnou kru�nici�



��� Acyklick� orientovan� grafy  !

De�nice ��� Vstupn� vrchol orientovan�ho grafu G je vrchol	 jeho� vstupn� stu�
pe� d�G�v je nulov�� Podobn� v�stupn� vrchol je vrchol	 pro kter� je d−

G�v + ��

Acyklick� grafy lze charakterizovat z hlediska existence vstupn�ch vrchol�
v jejich podgrafech�

V�ta ��� Orientovan� graf G s kone�nou mno�inou vrchol� je acyklick�� pr�v	
kdy� ka�d� jeho nepr�zdn� podgraf H ⊂ G obsahuje vstupn� vrchol�

D�kaz� -⇒.� Zvolme vrchol v�� Nen��li vstupn�	 vede do n�j n�jak� hrana	 dejme
tomu z vrcholu v�� Opakov�n�m t�to 
vahy z�sk�me nejv��e po n / � kroc�ch
�kde n je po�et vrchol� bu*to vstupn� vrchol� nebo posloupnost n / � vrchol�
�v�, v�, . . . , vn	 ve kter� se mus� n�kter� vrchol vyskytovat dvakr�t	 �ekn�me vi +
vj a i < j� Ve druh�m p��pad� by ale podposloupnost vj, vj−�, . . . , vi byla cyklem
v acyklick�m grafu G�

-⇐.� P�edpokl�dejme existenci vstupn�ch vrchol� a doka�me	 �e orientovan�
graf G je acyklick�� Nech) obsahuje cyklus C� Tento cyklus ur�uje podgraf H
grafu G	 sest�vaj�c� z hran a vrchol�	 kter�mi C proch�z�� V�echny vstupn� i
v�stupn� stupn� v podgrafu H jsou rovny jedn�� To je spor� �

Lze o�ek�vat	 �e podobn� v�sledek plat� i pro v�stupn� vrcholy�

D�sledek ���� Orientovan� graf G je acyklick�� pr�v	 kdy� v ka�d�m jeho ne�
pr�zdn�m podgrafu H ⊂ G existuje v�stupn� vrchol�

D�kaz� Oto��me�li sm�r ka�d� hrany grafu G	 acykli�nost z�stane zachov�na a
vstupn� vrcholy p�ech�zej� na v�stupn� a naopak� �

N�sleduj�c� v�ta charakterizuje acyklick� grafy jako takov�	 na nich� existuje
uspo��d�n� vrchol� konzistentn� se sm�ry v�ech hran�

V�ta ���� Orientovan� graf G je acyklick�� pr�v	 kdy� jeho vrcholy lze se�adit
do posloupnosti �v�, . . . , vn tak� �e pro ka�dou hranu vivj grafu G plat� i < j�

D�kaz� -⇒.� Polo�me G� + G� Podle v�ty "� existuje vstupn� vrchol v� acyk�
lick�ho orientovan�ho grafu G�� Nech) G� + G� − v� je orientovan� graf vznikl�
odstran�n�m vrcholu v� �a v�ech hran	 kter� ho obsahuj�� To je podgraf grafu G	
a m� tedy vstupn� vrchol v�� Opakov�n�m tohoto postupu dostaneme posloup�
nost vrchol� �v�, . . . , vn� Dejme tomu	 �e vivj ∈ E�G	 ale p�itom i > j� Pak ale
vi ∈ V �Gj a kv�li hran� vivj nem��e vj b�t vstupn�m vrcholem grafu Gj	 co� je
spor�

-⇐.� M�jme vrcholy se�azeny do posloupnosti s uvedenou vlastnost� a p�ed�
pokl�dejme	 �e G obsahuje cyklus �vi�, vi� , . . . , vik��, vik + vi�� Pak plat�	 �e
vi�vi� ∈ E�G a tedy i� < i�� Obecn�ji dost�v�me

i� < i� < i� < · · · < ik−� < i�,



 " Kapitola � Orientovan� grafy

co� nen� mo�n�� T�m je d�kaz hotov� �

V d�kazu v�ty "��� se vlastn� skr�v� efektivn� algoritmus pro test acykli�nosti
orientovan�ho grafu G + G�� V jeho i�t�m kroku postupujeme n�sledovn��

�� Je�li Gi graf na jedin�m vrcholu	 algoritmus kon��� Graf G je acyklick��

�� Pokud graf Gi obsahuje n�jak� vstupn� vrchol vi	 polo��me Gi�� + Gi − vi

a pokra�ujeme krokem i / ��

�� V opa�n�m p��pad� graf G nen� acyklick� a algoritmus kon���

V ka�d�m z O�n krok� tohoto algoritmu je pot�eba naj�t vstupn� vrchol
v grafu o nejv��e n vrcholech� P�i pou�it� postupu	 kter� plyne z d�kazu v�ty "� 	
lze vstupn� vrchol naj�t v �ase O�n� Celkov� �asov� slo�itost popsan�ho algoritmu
je tedy O�n��

Cvi�en�

I �� Najd�te pro acyklick� orientovan� graf na obr� "�� posloupnost vrchol�
spl�uj�c�ch podm�nku v�ty "����

I ��
 Najd�te �nekone�n� acyklick� orientovan� graf	 kter� neobsahuje v��
stupn� vrchol�
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Obr�zek "��� Acyklick� orientovan� graf�

��
 Tranzitivn	 uz�v�r

V�me ji�	 �e orientovan� grafy s mno�inou vrchol� V jednozna�n� odpov�daj�
bin�rn�m relac�m na mno�in� V �viz cvi�en� "�"�

De�nice ���� Tranzitivn� uz�v	r orientovan�ho grafu G je orientovan� graf G�

takov�	 �e V �G� + V �G a

xy ∈ E�G�	 pokud

�
x �+ y a v G existuje orientovan� cesta z x do y	
x + y a vrchol x le�� na n�jak�m cyklu v G�



�	� Kondenzace   

V�imn�me si	 �e graf G je podgrafem grafu G� a �e G je acyklick�	 pr�v� kdy�
G� neobsahuje ��dnou smy�ku� N�sleduj�c� v�ta charakterizuje acyklick� grafy
jako grafy	 jejich� �m�rn� roz���en� tranzitivn� uz�v�r je grafem uspo��d�n� na
V �G�

V�ta ���� Orientovan� graf G + �V, E bez smy�ek je acyklick�� pr�v	 kdy�
graf G∗� vznikl� p�id�n�m v�ech smy�ek k tranzitivn�mu uz�v	ru G�� je grafem
uspo��d�n� �tj� E�G∗ je relace uspo��d�n� na V �G∗ + V �G��

D�kaz� -⇒.� Nech) G je acyklick�� D�ky p�idan�m smy�k�m je E�G∗ re0ex�vn�
relace� Je tak� slab� antisymetrick�	 nebo) xy ∈ E�G∗ a yx ∈ E�G∗ by pro
r�zn� x, y znamenalo	 �e G obsahuje orientovan� sled z x do y i naopak� Uva�me
podgraf H slo�en� z vrchol� a hran obou t�chto sled�� v tomto podgrafu je
vstupn� stupe� ka�d�ho vrcholu aspo� �� Neobsahuje tedy vstupn� vrchol	 co� je
ve sporu s v�tou "� �

-⇐.� Nech) E�G∗ je uspo��d�n�� Pro n�zornost zapisujme xy ∈ E�G∗ jako
x ≤ y� P�edpokl�dejme	 �e G obsahuje cyklus C + �x�, x�, . . . , xk + x�� Pak pro
ka�d� i + �, . . . , k − � plat� xixi�� ∈ E�G	 jinak �e�eno xi ≤ xi��� Z tranzitivity
je tedy x� ≤ xk−�� V�me v�ak	 �e tak� xk−�x� ∈ E�G	 tak�e xk−� ≤ x�� Z antisy�
metri�nosti relace E�G∗ mus� b�t x� + xk−�� Cyklus C m� tedy d�lku � a mus�
to b�t smy�ka� To je spor s p�edpokladem	 �e G je bez smy�ek� �

Cvi�en�

I ��� Nech) G + G�R je orientovan� graf bin�rn� relace R na mno�in� V � Jak
z grafu G pozn�me	 zda je relace R�

�a re0ex�vn�	

�b symetrick�	

�c antisymetrick�,

I ��� Formulujte algoritmus pro nalezen� tranzitivn�ho uz�v�ru orientovan�ho
grafu�

��� Kondenzace

De�nice ���� Kondenzace orientovan�ho grafu G je orientovan� graf Gc	 jeho�
vrcholy jsou kvazikomponenty grafu G	 a pro r�zn� kvazikomponenty Q�, Q� ∈
V �Gc plat�

Q�Q� ∈ E�Gc, pokud pro n�jak� x� ∈ V �Q�, x� ∈ V �Q� je x�x� ∈ E�G.



��� Kapitola � Orientovan� grafy

Kondenzaci si lze p�edstavit tak� tak	 �e ka�dou kvazikomponentu grafu G
-st�hneme. do jedin�ho vrcholu� hrany	 kter� vedly mezi r�zn�mi kvazikompo�
nentami	 nyn� povedou mezi t�mito nov�mi vrcholy� Vynech�me ov�em smy�ky�
V p��pad�	 �e mezi dv�ma vrcholy povede v�ce hran v t�m�e sm�ru	 nahrad�me
je jedinou hranou�

Vezm�me jako p��klad op�t graf na obr� "��� V�me	 �e m� p�t kvazikomponent
C�, . . . , C	� Jeho kondenzac� je orientovan� graf na obr� "��a�

Kondenzace grafu G z obr� "�� je zn�zorn�na na obr� "��b� U ka�d�ho vrcholu
je zde uvedena mno�ina vrchol� p��slu�n� kvazikomponenty grafu G�

C1 C2

C3
C4

C5

�a�

{1, 2, 3} {4}

{5}

�b�

Obr�zek "��� Kondenzace �a grafu z obr� "��	 �b grafu z obr� "���

V�ta ���� �V�ta o kondenzaci� Pro orientovan� graf G plat��

�i� Gc je acyklick� orientovan� graf�

�ii� G je siln	 souvisl�� pr�v	 kdy� Gc m� jedin� vrchol�

�iii� G je acyklick�� pr�v	 kdy� G + Gc�

D�kaz� �i Nech) L je cyklus v Gc	 proch�zej�c� po �ad� vrcholy C�	 C�	 . . . 	 Ck	
Ck�� + C� grafu Gc �viz obr� "��� Pro � ≤ i ≤ k uva�me hranu CiCi�� cyklu L�
Vrcholy Ci, Ci�� odpov�daj� kvazikomponent�m grafu G� Z de#nice kondenzace
existuj� vrcholy xi ∈ V �Ci a yi�� ∈ V �Ci�� tak	 �e xiyi�� je hrana grafu G�
Polo�me pro jednoduchost y� �+ yk���

M�me tedy k�tici hran	 kter� vedou postupn� z kvazikomponenty C� do C�	
z C� do C� atd�	 a nakonec z Ck do C�� Tyto hrany na sebe nemus� navazovat	 ale
v ka�d� kvazikomponent� Ci jist� existuje cesta Pi z vrcholu yi do xi� N�sleduj�c�
posloupnost hran a cest tedy tvo�� cyklus L′ v grafu G�

x�y�, P�, x�y�, P�, . . . , Pk, xky�, P�.

V�imn�me si	 �e po cyklu L′ lze v grafu G doj�t z vrcholu y� do vrcholu x�� V opa��
n�m sm�ru p�itom mezi t�mito vrcholy vede hrana� Oboustrann� dosa�itelnost
t�chto vrchol� je ve sporu s t�m	 �e vrcholy le�� v r�zn�ch kvazikomponent�ch�

�ii a �iii� Snadn� d�kaz p��mo z de#nic ponech�v�me jako cvi�en� "���� �



�	� Kondenzace ���

y1

x1 y2

x2

y3x3

C1 C2

C3

Obr�zek "��� Konstrukce cyklu L′ v grafu G� $�rkovan� oblasti jsou kvazikom�
ponenty C�	 C�	 C� grafu G �vrcholy cyklu L v Gc�

Cvi�en�

I ���� Doka�te body �ii a �iii v�ty "����

I ���� Najd�te kondenzaci graf� na obr� "�!�

�a� �b�

Obr�zek "�!� Grafy ke cvi�en� "����



��� Kapitola � Orientovan� grafy



Kapitola �

Matice a po�et koster

Graf �orientovan� i neorientovan� lze popsat matic�	 a to hned n�kolika r�zn�mi
zp�soby� T�matem t�to kapitoly jsou inciden�n� matice orientovan�ch graf� a to	
jak algebraick� vlastnosti t�chto matic zachycuj� vlastnosti p��slu�n�ch graf��

Uk��eme si p�edev��m pozoruhodnou	 a� spektakul�rn� aplikaci inciden�n�ch
matic	 p�i kter� spo��t�me v�echny kostry libovoln�ho neorientovan�ho grafu po�
moc� determinantu jist� jednodu�e de#novan� matice� Mimo jin� dostaneme od�
pov�* na n�sleduj�c� ot�zku�

Kolik existuje r�zn�ch strom� na pevn� dan� n�prvkov� mno�in� vr�
chol�,

Zd�razn�me	 �e se jedn� o r�zn�	 nikoli neisomorfn� stromy� Na t��prvkov�
mno�in� vrchol� nap��klad existuj� � r�zn� stromy	 ale v�echny jsou navz�jem
isomorfn�� �Viz tak� cvi�en� !���

��� Inciden�n	 matice

Nech) G je v cel�m tomto odd�lu orientovan� graf s vrcholy V + {v�, . . . , vn}
a hranami E + {e�, . . . , em}� Budeme tak� p�edpokl�dat	 �e graf G neobsahuje
smy�ky�

De�nice ��� Inciden�n� matice M�G orientovan�ho grafu G je re�ln� matice
o rozm�rech n×m	 de#novan� vztahem M�G + �mij	 kde

mij +

��
�

/� pokud hrana ej vych�z� z vrcholu vi	
−� pokud hrana ej vch�z� do vrcholu vi	
� jinak�

���



��� Kapitola �� Matice a po�et koster

v1 v2

v3v4

e4

e1

e2

e3

e5

Obr�zek  ��� Orientovan� graf�

Graf na obr�  �� m� tedy n�sleduj�c� inciden�n� matici�
�
���

� � � −� �
−� � � � �
� −� � � −�
� � −� � �

�
		
 ,

v n�� ��dky odpov�daj� po �ad� vrchol�m v�, . . . , v� a sloupce hran�m e�, . . . , e	�
V�imn�me si	 �e kdyby graf G obsahoval smy�ky	 nebyla by jeho inciden�n�

matice dob�e de#nov�na � smy�ka toti� z p��slu�n�ho vrcholu vch�z�	 ale z�rove�
z n�j vych�z�� Proto n�� p�edpoklad	 �e G je bez smy�ek�

Zd�razn�me je�t� jednu d�le�itou vlastnost inciden�n�ch matic	 jej�m� d�sled�
kem jsou r�zn� jejich speci�ln� vlastnosti	 kter� uvid�me v n�sleduj�c�ch odd�lech
�nap�� V�ta  ���

V ka�d�m sloupci matice M�G jsou pr�v	 dva nenulov� prvky�
z nich� jeden je /� a druh� je −��

D�vodem je samoz�ejm� fakt	 �e ka�d� hrana obsahuje pr�v� dva vrcholy	 p�i�em�
v prvn�m za��n� a ve druh�m kon���

Cvi�en�

I ��� Ur�ete inciden�n� matice graf� na obr�  �� �s dan�m ozna�en�m vrchol� a
hran�

I ��� V jak�m vztahu jsou matice M�G a M�H	 jsou�li grafy G a H isomorfn�,

��� ��dky jako vektory

Inciden�n� matice M�G m� n ��dk� a m sloupc�� Na ka�d� ��dek se tak m��eme
d�vat jako na vektor o m slo�k�ch	 p�esn�ji prvek vektorov�ho prostoru Rm�
'�dky odpov�daj� vrchol�m grafu G	 a my budeme ��dek odpov�daj�c� vrcholu vi

ozna�ovat jako vi� �Sloupec odpov�daj�c� hran� ej budeme zna�it jako ej �



���� ��dky jako vektory ���

v1 v2

v3v4

e1

e2

e3

e4 e5

�a�

v1 v2 v3

v4v5v6

e1 e2

e3

e4
e5

e6

e7 e8 e9

�b�

Obr�zek  ��� Ur�ete inciden�n� matice�

Jako v ka�d�m vektorov�m prostoru	 i v prostoru Rm je de#nov�n pojem
line�rn� z�vislosti� Pro p�ipomenut��

Mno�ina vektor� w�, . . . , wk z vektorov�ho prostoru W �nad t�lesem
re�ln�ch ��sel je line�rn	 z�visl�	 pokud existuj� re�ln� koe#cienty α�	
. . . 	αk tak	 �e

kX
i��

αiwi + �

a p�itom ne v�echny koe#cienty αi v t�to line�rn� kombinaci vektor�
wi jsou rovny nule�

Jak� m� v�znam	 je�li ur�it� mno�ina ��dk� matice M�G line�rn� z�visl�,
Co to ��k� o odpov�daj�c� mno�in� vrchol� grafu G, Kl��em k odpov�d�m na tyto
ot�zky je n�sleduj�c� nen�padn� tvrzen��

Tvrzen	 ��� Nech
 K je komponenta orientovan�ho grafu G� a nech


nX
i��

αivi + �

je nulov� line�rn� kombinace vektor� vi� Potom pro v�echny vrcholy vk z kompo�
nenty K jsou si koe�cienty αk navz�jem rovny�

D�kaz� Nejsou�li na komponent� K v�echny koe#cienty αk shodn�	 pak �d�ky
slab� souvislosti mus� existovat hrana ej ∈ E�K takov�	 �e jej� po��te�n� vrchol
vp a koncov� vrchol vq maj� r�zn� koe#cienty αp �+ αq�

Vzpome�me si	 �e M�G obsahuje v j�t�m sloupci �ve sloupci hrany ej jen
dva nenulov� prvky� /� v p�t�m ��dku a −� v q�t�m ��dku� Odtud plyne	 �e
j�t� slo�ka vektoru

Pn
i�� αivi je rovna rozd�lu αp − αq� O zm�n�n�m vektoru ale

p�edpokl�d�me	 �e je nulov�	 tak�e i αp + αq� To je spor� �



��� Kapitola �� Matice a po�et koster

Cvi�en�

I ��� Jsou re�ln� vektory ��, �,−�	 ��,−�, � a ��,−�, � line�rn� z�visl�, Jak
to lze poznat pomoc� determinantu matice,

��� Hodnost inciden�n	 matice

Hodnost h�M matice M je maxim�ln� velikost line�rn� nez�visl� mno�iny jej�ch
��dk�� Lze hodnost inciden�n� matice M�G ur�it z vlastnost� grafu G,

P�edev��m si v�imn�me	 �e matice M�G nikdy nem��e m�t plnou hodnost n�
Se�teme�li toti� v�echny ��dky	 dva nenulov� prvky v ka�d�m sloupci se vz�jemn�
vyru�� a vyjde nulov� vektor� Jedn� se tedy o nulovou line�rn� kombinaci ��dk�
matice M�G �v n�� jsou v�echny koe#cienty rovny jedn�� Mno�ina v�ech ��dk�
matice M�G je line�rn� z�visl��

V�ta ��� Pro slab	 souvisl� graf G m� matice M�G hodnost n − �� Plat� do�
konce� �e ka�d� mno�ina n− � ��dk� matice M�G je line�rn	 nez�visl��

D�kaz� Nech) G je slab� souvisl� a S je mno�ina n − � ��dk� matice M�G�
Uk��eme	 �e S je line�rn� nez�visl�� Dejme tomu	 �e

P
vi∈S αivi + � je nulov�

line�rn� kombinace ��dk� z S a roz�i�me tuto kombinaci na v�echny ��dky M�G
t�m	 �e pro �jedin� ��dek vk /∈ S polo��me αk + �� Dostaneme line�rn� kombinaci

nX
i��

αivi + �

a podle tvrzen�  �� mus� b�t v�echny koe#cienty αi shodn� �proto�e slab� souvisl�
graf G m� jedinou komponentu� Kv�li koe#cientu αk jsou tedy v�echny nulov��
Dok�zali jsme	 �e mno�ina S je line�rn� nez�visl�	 a speci�ln� tak� h�M�G +
n− �� �

Toto tvrzen� lze zobecnit i na grafy	 kter� nejsou slab� souvisl��

V�ta ��� Orientovan� graf G m� p�esn	 k komponent� pr�v	 kdy� h�M�G +
n− k�

D�kaz� -⇒.� Nech) G m� k komponent C�, . . . , Ck� Nejprve dok��eme	 �e hod�
nost matice M�G je nejv��e n− k� Nech) S je mno�ina alespo� n− k/� ��dk��
Mus� existovat komponenta Cp s vlastnost�	 �e S obsahuje v�echny ��dky odpo�
v�daj�c� vrchol�m Cp	 proto�e kdyby S z ka�d� komponenty aspo� jeden ��dek
vynechala	 obsahovala by jich nejv��e n − k� Se�teme�li nyn� v�echny ��dky vi

pro vi ∈ V �Cp	 dostaneme nulov� vektor� ka�d� hrana ej m� v Cp bu* oba konce
�a p��slu�n� sou�et je � / �−�	 nebo ani jeden �a pak s��t�me sam� nuly� Tato
nulov� line�rn� kombinace ��dk� z S ukazuje	 �e mno�ina S je line�rn� z�visl��
Proto h�M�G ≤ n− k�



���� Faktory jako mno�iny sloupc� ��!

Vyberme nyn� n�jakou mno�inu ��dk� S o velikosti n − k	 kter� pro ka�dou
komponentu Li obsahuje v�echny ��dky odpov�daj�c� vrchol�m Li krom� jedin�ho�
Tvrd�me	 �e S je line�rn� nez�visl�� Kdyby tomu tak nebylo	 roz�i�me line�rn�
z�vislost

P
vi∈S αivi + � na v�echny ��dky matice M�G polo�en�m αi + � pro

v�echny vi /∈ S�
nX

i��

αivi + �.

Podle tvrzen�  �� jsou v�echny koe#cienty na ka�d� komponent� Li shodn�� Pro�
to�e pro ka�dou komponentu existuje vrchol s nulov�m koe#cientem	 mus� b�t
αi + � pro ka�d� i	 tak�e S je vskutku line�rn� nez�visl�� Hodnost matice M�G
je tedy pr�v� n− k�

-⇐.� Nech) h�M�G + n−k� Podle dok�zan� implikace je hodnost inciden�n�
matice grafu s i komponentami rovna n − i� Graf G tedy mus� m�t p�esn� k
komponent� �

Cvi�en�

I ��� Ur�ete hodnost inciden�n� matice orientovan�ho grafu na �k vrcholech	
tvo�en�ho k disjunktn�mi cykly d�lky �� Jak vypadaj� line�rn� nez�visl� mno�iny
��dk� o maxim�ln� velikosti,

��
 Faktory jako mno�iny sloupc�

V�me	 �e se�ten�m v�ech ��dk� matice M�G dostaneme nulov� vektor� Lze ji
tedy rekonstruovat z matice MR�G	 vznikl� vypu�t�n�m posledn�ho ��dku matice
M�G� Jinak �e�eno	 matice MR�G �kterou naz�v�me redukovan� inciden�n�
matice grafu G poskytuje o orientovan�m grafu G 
plnou informaci�

Sloupce inciden�n� matice M�G odpov�daj� hran�m grafu G� Pro n�s bude
d�le�it�	 �e mno�iny sloupc� t�to matice odpov�daj� ur�it�m podgraf�m grafu G�

P�ipome�me z de#nice !��	 �e faktor grafu G je libovoln� podgraf H ⊂ G	 pro
kter� je V �H + V �G� Ka�d� faktor grafu G je tedy jednozna�n� ur�en svou
mno�inou hran� T�m je tak� d�n vz�jemn� jednozna�n� vztah mezi t�mito faktory
a mno�inami sloupc� matice MR�G� faktor FS	 p�i�azen� mno�in� sloupc� S	
obsahuje pr�v� ty hrany ej 	 jejich� sloupec ej pat�� do S�

V n�sleduj�c� v�t� #guruj� �tvercov� podmatice matice MR�G ��du n − ��
Vzhledem k tomu	 �e MR�G m� pr�v� n − � ��dk�	 je ka�d� takov� podma�
tice ur�ena n− ��prvkovou mno�inou sloupc�� Pro mno�inu sloupc� S ozna��me
p��slu�nou podmatici jako AS�

Pro neorientovan� grafy jsme de#novali pojem kostry� Do oblasti orientova�
n�ch graf� jej p�eneseme takto� podgraf H orientovan�ho grafu G je jeho kostrou	
pokud symetrizace grafu H je kostrou symetrizace grafu G	 a nav�c H neobsahuje
smy�ky ani protich�dn� hrany�



��" Kapitola �� Matice a po�et koster

V�ta ��� Nech
 G je slab	 souvisl� orientovan� graf bez smy�ek� Potom �tver�
cov� podmatice AS matice MR�G ��du n−� je regul�rn�� pr�v	 kdy� odpov�daj�c�
faktor FS je kostrou grafu G�

D�kaz� -⇒.� Nech) matice AS je regul�rn�� Z de#nice plyne	 �e AS je reduko�
vanou matic� incidence faktoru FS	 tedy AS + MR�FS� Proto�e h�AS + n− �	
mus� m�t �neredukovan� matice M�FS maxim�ln� mo�nou hodnost n−�� Podle
v�ty  �� je FS slab� souvisl�� Nav�c ur�it� neobsahuje protich�dn� hrany	 proto�e
p��slu�n� sloupce by byly a� na znam�nko shodn� a AS by nebyla regul�rn� ma�
tice� Symetrizace faktoru FS je tedy souvisl� graf s n−� hranami� Podle v�ty !��
se mus� jednat o strom� Odtud dost�v�me tvrzen� v�ty�

-⇐.� Nech) faktor FS je kostrou grafu G� Je tedy slab� souvisl� a podle v�ty  ��
tvo�� prvn�ch n − � ��dk� matice M�FS line�rn� nez�vislou mno�inu� Proto
h�MR�FS + n− � a matice AS + MR�FS je regul�rn�� �

Cvi�en�

I ��� Kolik faktor� m� graf o n vrcholech a m hran�ch,

��� Po�	t�n	 koster

$tvercov� podmatice matice incidence maj� zaj�mavou vlastnost	 kter� se ��k�
tot�ln� unimodularita�

V�ta �� Je�li M�G inciden�n� matice orientovan�ho grafu G �bez smy�ek� a
je�li B jej� �tvercov� podmatice ��du r �kde � ≤ r ≤ n�� potom determinant
matice B je � nebo ±��
D�kaz� Indukc� podle r� Pro r + � je tvrzen� jasn� z de#nice inciden�n� matice�
P�edpokl�dejme	 �e r > �� Pokud matice B obsahuje nulov� sloupec	 je detB + ��
Pokud obsahuje sloupec s jedinou nenulovou hodnotou bij 	 pak z rozvoje podle
tohoto sloupce dost�v�me

detB + ± detB′,

kde B′ vznikne z B odstran�n�m i�t�ho ��dku a j�t�ho sloupce� Podle induk�n�ho
p�edpokladu je detB′ ∈ {�, �,−�}	 tak�e tot�� mus� platit pro matici B�

M��eme tedy p�edpokl�dat	 �e ka�d� sloupec matice B obsahuje pr�v� dv�
nenulov� hodnoty �tj� � a −�� Se�ten�m v�ech ��dk� nutn� dostaneme nulov�
vektor� to znamen�	 �e matice B je singul�rn� a detB + �� I v tomto posledn�m
p��pad� tvrzen� plat�� �

P�i po��t�n� koster grafu se neobejdeme bez Cauchy3Binetovy� v�ty	 kterou
nebudeme dokazovat� Jej� zhruba dvoustr�nkov� d�kaz lze naj�t nap�� v knize
����

� Augustin�Louis Cauchy ����������� a Jacques Philippe Marie Binet ������������



��	� Po��t�n� koster �� 

V�ta ��
 �Cauchy�Binetova v�ta� Nech
 B je matice o rozm	rech r× s� kde
r ≤ s� Potom plat�� �e

det�B ·BT  +
X

I

�detBI
�,

kde I prob�h� v�echny r�prvkov� mno�iny sloupc� a BI je �tvercov� podmatice
matice B� ur�en� sloupci z mno�iny I� �

Nyn� ji� m��eme vyslovit v�tu	 kter� d�v� do souvislosti determinanty a po�et
koster�

V�ta ��� Nech
 G je slab	 souvisl� orientovan� graf bez smy�ek a A + MR�G�
Potom po�et koster grafu G je roven determinantu matice A · AT �

D�kaz� Podle Cauchy3Binetovy v�ty je

det�A · AT  +
X

S

�detAS
�, � ��

kde S prob�h� �n− ��tice sloupc� matice A� Podle v�ty  �� �ve kter� m� symbol
AS stejn� v�znam jako zde je detAS �+ � p�esn� pro ty mno�iny S	 pro n�� je
faktor FS kostrou� Ostatn� mno�iny S sou�et v � �� neovlivn��

Je�li FS kostra	 pak podle v�ty  �� je detAS + ±�	 tak�e �detAS� + �� Ka�d�
kostra tedy v sou�tu � �� p�isp�je jedni�kou a vid�me	 �e det�A · AT  skute�n�
po��t� kostry grafu G� �

P�	klad ��� Jako aplikaci v�ty  �" spo��tejme kostry grafu G	 kter� je de#nov�n
jako cyklus d�lky �� Jeho redukovan� inciden�n� matice je

MR�G +


� � −�
−� � �

�
,

tak�e

det
�
MR�G · �MR�GT

�
+ det


� −�
−� �

�
+ �.

Graf G m� tedy � kostry �co� n�s asi p��li� nep�ekvap��

Cvi�en�

I �� Spo��tejte pomoc� v�ty  �" kostry grafu na obr�  ���



��� Kapitola �� Matice a po�et koster

��� Po�	t�n	 koster� neorientovan� grafy

Nech) je d�n neorientovan� graf G� Chceme�li -v praxi. po��tat jeho kostry po�
moc� determinant�	 lze to za��dit snadn�ji ne� pomoc� v�ty  �"� K jej�mu pou�it�
bychom nejprve museli graf G libovoln� zorientovat a z�skat tak orientovan� graf
�G	 d�le spo��tat sou�in MR� �G · �MR� �GT a kone�n� zjistit jeho determinant�

Uveden� sou�in v�ak �jak uvid�me z�vis� pouze na grafu G	 nikoli na zvolen�
orientaci	 a lze jej nav�c snadno odvodit p��mo z grafu G� T�m se vyhneme nutnosti
n�soben� matic�

V�ta ���� Nech
 G je neorientovan� graf s vrcholy V + {v�, . . . , vn} a �G n	jak�
jeho orientace bez smy�ek a n�sobn�ch hran� D�le polo�me

L + M� �G · �M� �GT �tzv� Laplaceova matice grafu G�.

Potom pro prvky �tvercov� matice L + ��ij ��du n plat��

�ij +

��
�

dG�vi pokud i + j�
−� pokud vivj ∈ E�G�
� jinak�

Nav�c plat�� �e matici L′ + MR� �G · �MR� �GT z�sk�me vypu�t	n�m posledn�ho
��dku a sloupce z matice L�

D�kaz� Polo�ku �ij matice L z�sk�me jako skal�rn� sou�in vi · vj 	 tedy sou�in
i�t�ho a j�t�ho ��dku matice M� �G� Pokud i + j	 pak ka�d� hrana obsahuj�c�
vrchol vi �nez�visle na sm�ru p�isp�je k tomuto skal�rn�mu sou�inu �	 tak�e
vi · vi + dG�vi� Pro i �+ j jsou vrcholy vi, vj spojeny nejv��e jednou hranou	 tj�
vektory vi,vj jsou nejv��e v jedn� sou�adnici oba nenulov�� Snadno vid�me	 �e
sou�in vi · vj je −� resp� � podle toho	 zda vivj je hranou nebo ne�

Druh� ��st v�ty p��mo plyne z de#nice n�soben� matic� �

Rychlej�� postup po��t�n� koster neorientovan�ho grafu	 zalo�en� na t�to v�t�	
si uk��eme na n�sleduj�c�m p��kladu�

P�	klad ���� Uva�me neorientovan� graf G na obr�  ��� Napi�me p��mo jeho
Laplaceovu� matici�

L +

�
�����

� −� � � −�
−� � −� � �
� −� � −� −�
� � −� � −�
−� � −� −� �

�
				
 .

�Pierre�Simon Laplace ������������



��
� Po��t�n� koster� neorientovan� grafy ���

v1 v2

v3

v4

v5

Obr�zek  ��� Graf z p��kladu  ����

Podle v�t  ��� a  �" sta�� z matice L vynechat posledn� ��dek a sloupec	 a deter�
minant v�sledn� matice L′ je po�et koster grafu G� P��m�m v�po�tem zjist�me	
�e

detL′ + det

�
���

� −� � �
−� � −� �
� −� � −�
� � −� �

�
		
 + ��.

Graf G m� tedy �� koster�

Vra)me se k ot�zce	 kterou jsme tuto kapitolu zah�jili� kolik existuje r�zn�ch
strom� na n�prvkov� mno�in� vrchol�, Lze ji formulovat tak� takto� kolik r�zn�ch
koster m� 
pln� graf na n vrcholech,

V�ta ����  pln� graf na n ≥ � vrcholech m� nn−� r�zn�ch koster�

D�kaz� Laplaceova matice Ln grafu Kn je �tvercov� matice ��du n a vypad�
takto�

Ln +

�
������

n− � −� −� . . . −�
−� n− � −� . . . −�
−� −� n− � . . . −�
���

���
���

� � �
���

−� −� −� . . . n− �

�
					


.

Determinant matice L′
n	 kter� vznikne odstran�n�m posledn�ho ��dku a sloupce	

je hledan� po�et koster� P�i�t�me k prvn�mu ��dku matice L′
n v�echny ostatn�

��dky	 a n�sledn� p�i�t�me tento nov� prvn� ��dek ke v�em ostatn�m� Determinant
se nezm�n�	 tak�e

detL′
n + det

�
������

� � � . . . �
� n � . . . �
� � n . . . �
���

���
���

� � �
���

� � � . . . n

�
					


.

Matice na prav� stran� m� n − � ��dk�	 tak�e rozvojem podle prvn�ho sloupce
dost�v�me detL′

n + nn−�� �



��� Kapitola �� Matice a po�et koster

Cvi�en�

I ��
 Ur�ete po�et koster graf� na obr�  ���

�a� �b� �c� �d�

Obr�zek  ��� Ur�ete po�et koster�

I ��� Osv��te si pot�ebn� pojmy z line�rn� algebry a uka�te	 �e pro Laplaceovu
matici L�G neorientovan�ho grafu G plat��

�a L�G je pozitivn� semide#nitn�	

�b vlastn� vektor p��slu�n� vlastn�mu ��slu � je vektor s jednotkov�mi slo�kami	

�c je�li G souvisl�	 pak vlastn� ��slo � m� n�sobnost ��



Kapitola ��

Line�rn� prostory grafu

Metoda po��t�n� koster pomoc� determinant� nen� jedin�m poj�tkem mezi teori�
graf� a line�rn� algebrou� V t�to kapitole uvid�me	 jak lze ka�d�mu neorientova�
n�mu grafu p�irozen�m zp�sobem p�i�adit dva line�rn� prostory nad t�lesem Z�

�prostor kru�nic a prostor �ez� a prozkoum�me vlastnosti t�chto prostor��

���� Inciden�n	 matice neorientovan�ho grafu

Podobn�	 jako jsme de#novali inciden�n� matici pro orientovan� grafy	 lze ji zav�st
i pro grafy neorientovan�� Vzhledem k tomu	 �e hrany t�chto graf� nemaj� sm�r	
vysta��me zde s hodnotami � a �� Je�li tedy G neorientovan� graf s n vrcholy
v�, . . . , vn a m hranami e�, . . . , em	 pak jeho inciden�n� matice M�G je de#nov�na
p�edpisem M�G + �mij	 kde

mij +

�
� pokud vi ∈ ej 	
� jinak

pro i + �, . . . , n a j + �, . . . , m�

v1 v2

v3v4

e4

e1

e2

e3

e5

Obr�zek ����� Neorientovan� graf H �

Graf na obr� ���� m� nap��klad n�sleduj�c� inciden�n� matici �i�t� ��dek od�

���



��� Kapitola ��� Line�rn� prostory grafu

pov�d� vrcholu vi	 j�t� sloupec hran� ej�

M�H +

�
���
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�
		
 .

V�imn�me si	 �e ka�d� sloupec inciden�n� matice nyn� obsahuje pr�v� dva
prvky	 kter� jsou rovny jedn�� Stejn� jako u orientovan�ch graf� tak dok��eme
jednozna�n� zrekonstruovat posledn� ��dek z ��dk� p�edch�zej�c�ch� Asi bychom
proto �ekali	 �e ��dky takov�to matice jsou op�t line�rn� z�visl�� V��e uveden�
matice M�H m� v�ak p�ekvapiv� hodnost �	 tedy maxim�ln� mo�nou2

Z�hada m� jednoduch� �e�en��

S inciden�n� matic� neorientovan�ho grafu
je t�eba pracovat nad t	lesem Z��

Co to p�esn� obn���	 uvid�me v n�sleduj�c�m odd�lu�

���� Hodnost nad Z�

'�dky matice M�G jsou vektory slo�en� z m nul a jedni�ek� M��eme je tedy
interpretovat jako prvky vektorov�ho prostoru Zm

� dimenze m nad t�lesem Z��
Ve�ker� aritmetika v tomto prostoru je prov�d�na -po slo�k�ch. a modulo ��
P�ipome�me	 �e mno�ina vektor� {w�, . . . , wk} ⊂ Zm

� je line�rn	 z�visl� nad Z�	
pokud existuj� koe#cienty α�, . . . , αk ∈ Z� �ne v�echny nulov�	 pro n�� je

kX
i��

αiwi + �,

p�i�em� samoz�ejm� st�le po��t�me nad t�lesem Z�� Vzhledem k tomu	 �e koe#�
cienty mohou b�t pouze � nebo �	 a nulov� koe#cienty sou�et neovlivn�	 je vid�t	
�e mno�ina vektor� je line�rn� z�visl� nad Z�	 pr�v� kdy� obsahuje nepr�zdnou
podmno�inu s nulov�m sou�tem�

Hodnost matice M nad Z� �budeme ji zna�it h��M je de#nov�na jako maxi�
m�ln� velikost mno�iny ��dk�	 kter� je line�rn� nez�visl� nad Z�� T�eba�e matice
M�H m� hodnost �nad t�lesem re�ln�ch ��sel rovnou �	 nad Z� je sou�tem jej�ch
��dk� nulov� vektor a podle o�ek�v�n� plat� h��M�H + ��

Pro hodnost matice M�G nad Z� plat� obdobn� vztahy jako pro oby�ejnou
hodnost v orientovan�m p��pad�	 a tak� se velmi podobn� dokazuj�� Shrneme je
v n�sleduj�c� v�t�	 jej�� d�kaz ponech�me jako cvi�en��

V�ta ���� Pro neorientovan� graf G plat��

�i� Hodnost h��M�G je rovna n− k� pr�v	 kdy� G m� k komponent�



����� Vektory a faktory ���

�ii� Je�li G souvisl�� pak dokonce ka�d�ch n− � ��dk� tvo�� line�rn	 nez�vislou
mno�inu nad Z�� �

Cvi�en�

I ���� Doka�te v�tu �����

���� Vektory a faktory

Ka�d� vektor z prostoru Zm
� odpov�d� n�jak� mno�in� hran grafu G	 a ta zase

jednozna�n� ur�uje faktor grafu G� Pro jednoduchost proto obvykle nebudeme
rozli�ovat mezi vektory ze Zm

� 	 faktory grafu G a mno�inami jeho hran� V p��pad�
pot�eby budeme o vektoru	 kter� odpov�d� n�jak� mno�in� hran M 	 hovo�it jako
o jej�m charakteristick�m vektoru�

V prostoru Zm
� je de#nov�no s��t�n�	 kter� budeme zna�it symbolem ⊕� Co

znamen� toto s��t�n� v �e�i faktor�, Jsou�li F, F ′ ∈ Zm
� 	 pak na i�t�m m�st�

v sou�tu F ⊕ F ′ bude �	 pr�v� kdy� F a F ′ maj� na tomto m�st� oba � nebo oba
�� Odtud snadno vid�me	 �e faktor F ⊕ F ′ je symetrick� rozd�l faktor� F a F ′	
tj� je de#nov�n p�edpisem

F ⊕ F ′ + F ∪ F ′ −
�
F ∩ F ′

�
.

P��klad -s��t�n�. faktor� grafu H na obr� ���� ukazuje obr� �����

⊕ =

Obr�zek ����� S��t�n� faktor��

'ekneme	 �e faktor F ⊂ G je sud�	 m��li v n�m ka�d� vrchol sud� stupe��
Tento pojem 
zce souvis� s pojmem eulerovsk�ho grafu	 studovan�m v odd�lu ����
ka�d� komponenta sud�ho faktoru je toti� eulerovsk� graf� Bude n�s zaj�mat
mimo jin� n�sleduj�c� ot�zka�

Kolik m� graf G sud�ch faktor�$

Alespo� jeden sud� faktor existuje v�dy� faktor s pr�zdnou mno�inou hran�
Je�li ov�em graf G nap��klad stromem	 pak u� ��dn� dal�� sud� faktory nem��
Ka�d� jeho faktor je toti� sjednocen�m disjunktn�ch strom�	 a my v�me	 �e strom
na alespo� dvou vrcholech obsahuje n�jak� list	 tj� vrchol stupn� �� Jedin� sud�
faktor stromu je tedy ten	 ve kter�m jsou v�echny komponenty jednobodov��



��� Kapitola ��� Line�rn� prostory grafu

Oproti tomu ka�d� kru�nice C v grafu G ur�uje sud� faktor s mno�inou hran
E�C �vrcholy na C maj� stupe� �	 ostatn� �� Zd� se tedy	 �e ��m v�ce kru�nic	
t�m v�ce sud�ch faktor��

Z�sadn� pozorov�n� p�edstavuje n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ���� Sud� faktory tvo�� podprostor vektorov�ho prostoru Zm
� �

D�kaz� Vzhledem k tomu	 �e pracujeme nad t�lesem Z�	 sta�� ov��it	 �e sou�
�et �+symetrick� rozd�l sud�ch faktor� F�, F� je sud�m faktorem	 tj� �e stupe�
ka�d�ho vrcholu v ∈ V �G ve faktoru F� ⊕ F� je sud�� Nech) Ai je mno�ina hran
obsahuj�c�ch v ve faktoru Fi �i + �, �� V�me	 �e ve faktoru F� ⊕ F� je vrchol v
obsa�en pr�v� ve hran�ch ze symetrick�ho rozd�lu A� ⊕ A�� Jeho stupe� je tak

dF�⊕F�
�v + |A� ⊕ A�| + |A� ∪A� − �A� ∩ A�|

+ |A�|/ |A�| − �|A� ∩A�|,
a proto�e Ai jsou mno�iny sud� velikosti	 je i tento stupe� sud�� Vrchol v byl
libovoln�	 tak�e F� ⊕ F� je sud� faktor� �

Podprostoru z v�ty ���� se ��k� prostor kru�nic nebo prostor cykl� grafu G�
Ozna�uje se C�G� N�zev -prostor kru�nic. m��e b�t zav�d�j�c�	 nebo) tento pro�
stor obecn� obsahuje i sud� faktory	 kter� nejsou kru�nicemi �viz cvi�en� �����
Tuto terminologii ospravedl�uje n�sleduj�c� pojem	 kter� tak� umo��uje alterna�
tivn�	 mo�n� intuitivn�j�� pohled na prostor C�G�

Matice kru�nic C�G sest�v� z ��dk�	 kter� vz�jemn� jednozna�n� odpov�daj�
kru�nic�m v grafu G� '�dek p��slu�n� kru�nici C je charakteristick� vektor jej�
mno�iny hran E�C� Matice C�G m� tedy m sloupc� a tolik ��dk�	 kolik je
kru�nic v grafu G� Je ur�ena jednozna�n� a� na po�ad� ��dk� a sloupc��

Tvrzen	 ���� %�dky matice C�G generuj� prostor kru�nic C�G�

D�kaz� Sta�� uk�zat	 �e libovoln� sud� faktor F je sou�tem kru�nic� Pou�ijeme
indukci podle po�tu hran faktoru F � M��eme p�edpokl�dat	 �e F obsahuje n�jak�
hrany	 jinak je toti� sou�tem pr�zdn� mno�iny ��dk� matice C�G� Zvolme kom�
ponentu F� faktoru F 	 kter� obsahuje aspo� jednu hranu� Potom F� je souvisl�
graf	 ve kter�m v�echny vrcholy maj� sud� stupe�	 tak�e podle v�ty ���" m� graf
F� eulerovsk� tah T + �v�, . . . , vk + v�� Pro nejmen�� index i > � s vlastnost�
vi + v� je po��te�n� 
sek K + �v�, . . . , vi tahu T nutn� kru�nic�� Ozna�me mno�
�inu hran t�to kru�nice symbolem E�K� Faktor F ′ + E�F  ⊕ E�K z�sk�me
-ode�ten�m. kru�nice K z faktoru F � Je to tedy sud� faktor a m� m�n� hran ne�
F � Z indukce plyne	 �e F ′ je sou�tem kru�nic ��ekn�me C�, . . . , C�� Proto tak�
faktor

F ′ + C� ⊕ · · · ⊕ C� ⊕K

je sou�tem kru�nic	 co� jsme cht�li dok�zat� �



����� Hv�zdy� separace a �ezy ��!

Cvi�en�

I ���� Najd�te p��klad grafu	 jeho� prostor kru�nic obsahuje i sud� faktory	
kter� nejsou kru�nicemi�

I ���� Ur�ete matici kru�nic graf� na obr� �����

�a� �b�

Obr�zek ����� Grafy k cvi�en� �����

���
 Hv�zdy� separace a �ezy

Od tohoto odd�lu d�le budeme p�edpokl�dat	 �e graf G je souvisl�� K nesouvisl�m
graf�m se vr�t�me na konci kapitoly�

Jak vypadaj� faktory ur�en� ��dky inciden�n� matice grafu G, Pokud se jedn�
o ��dek	 kter� p��slu�� vrcholu vi	 pak do dan�ho faktoru n�le�� pouze hrany
obsahuj�c� vrchol vi� Tomuto faktoru ��k�me hv	zda vrcholu vi a ozna�ujeme jej
Hi� V�echny hv�zdy grafu na obr� ���� jsou zn�zorn�ny na obr� �����

Obr�zek ����� Hv�zdy v grafu na obr� �����

V�imn�me si	 �e hv�zdy typicky obsahuj� izolovan� vrcholy �vrcholy stupn�
� � konkr�tn� ve hv�zd� vrcholu vi bude izolovan� ka�d� vrchol	 kter� s n�m
nesoused�� V�echny tyto vrcholy v�ak do hv�zdy pat�� �je to faktor2

Pojem hv�zda lze zobecnit n�sleduj�c�m zp�sobem� Pro mno�inu vrchol� X ⊂
V �G nech) ∂X ozna�uje faktor slo�en� ze v�ech hran	 kter� maj� v mno�in� X
pr�v� jeden koncov� vrchol �tj� z hran	 kter� vedou -mezi. X a V �G − X�
Ka�d� faktor tohoto tvaru ozna��me term�nem separace� Nap��klad ka�d� hv�zda
je separace	 proto�e plat� ∂{vi} + Hi� Separac� je i faktor bez hran�
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V�ta ���� Mno�ina v�ech separac� je podprostorem prostoru Zm
� �

D�kaz� Sta�� ov��it uzav�enost na sou�ty� Dokazujeme	 �e pro ka�d� X, Y ⊂
V �G je faktor ∂X ⊕ ∂Y separac�� V�imn�me si	 �e hrana e pat�� do faktoru
∂X ⊕ ∂Y 	 pr�v� kdy� e ∈ ∂X a e /∈ ∂Y nebo naopak� To zase plat� pr�v� tehdy	
kdy� e m� v jedn� z mno�in X, Y jeden konec a v t� druh� bu* ��dn� nebo oba
konce� Jak lze snadno ov��it	 ekvivalentn� podm�nkou je	 �e e m� pr�v� jeden
konec v mno�in� X ⊕ Y � Dok�zali jsme tedy	 �e

∂�X ⊕ Y  + ∂X ⊕ ∂Y

a z toho plyne tvrzen� v�ty� �

Nech) S je separace	 dejme tomu S + ∂X� Odstran�n�m hran faktoru S
z grafu G dostaneme jist� nesouvisl� graf	 proto�e z ��dn�ho vrcholu v mno�in�
X v grafu G − E�S nevede hrana do ��dn�ho vrcholu mimo X� Speci�ln�m
p��padem separace je �ez	 kter� je de#nov�n n�sledovn��

%ezem v souvisl�m grafu G je mno�ina hran A s vlastnost�	 �e graf G − A
�vznikl� odstran�n�m hran v A z grafu G je nesouvisl�	 ale p�itom ��dn� vlastn�
podmno�ina mno�iny A tuto vlastnost nem��

Podprostor z v�ty ���� se naz�v� prostor �ez� grafu G a ozna�uje se R�G�
V�me	 �e ka�d� hv�zda je jeho prvkem� Plat� dokonce n�sleduj�c��

Tvrzen	 ���� Hv	zdy generuj� cel� prostor �ez��

D�kaz� Mus�me uk�zat	 �e ka�dou separaci ∂X lze vyj�d�it jako sou�et hv�zd�
Tvrd�me	 �e plat� X

vi∈X

Hi + ∂X.

Tato rovnost plyne z faktu	 �e m��li hrana ej v mno�in� X oba koncov� vrcholy	
zapo��tali jsme ji v sou�tu na lev� stran� dvakr�t� nem��li v X ani jeden vrchol	
nezapo��tali jsme ji v�bec� V obou p��padech vyjde na j�t�m m�st� v�sledn�ho
vektoru �� Hodnota � tedy na tomto m�st� vyjde pr�v� tehdy	 kdy� ej je hranou
faktoru ∂X� �

V�ta ��� Dimenze prostoru �ez� je pr�v	 n− ��

D�kaz� Podle p�edchoz�ho tvrzen� je prostor �ez� generov�n hv�zdami� Podle
v�ty �����ii je dimenze tohoto prostoru p�esn� n− �� �

Stejn� jako v�t�ina prvk� prostoru kru�nic nejsou kru�nice �ale sud� faktory	
tak� prostor �ez� je z v�t�� ��sti tvo�en faktory	 kter� nejsou �ezy �ale separacemi	
viz cvi�en� �����

Podobn� jako u prostoru kru�nic m��eme de#novat matici �ez� R�G grafu
G	 jej�� ka�d� ��dek je charakteristick� vektor mno�iny hran n�kter�ho �ezu
v grafu G �a ka�d�mu �ezu odpov�d� jeden ��dek� N�sleduj�c� fakt je analogi�
tvrzen� �����



���	� Ortogonalita �� 

Tvrzen	 ���
 %�dky matice R�G generuj� cel� prostor R�G�

D�kaz� Podle tvrzen� ���� v�me	 �e prostor R�G je generov�n hv�zdami� T�e�
ba�e ne ka�d� hv�zda je �ez	 nen� t��k� nahl�dnout	 �e r�zn� �ezy obsa�en� v jedn�
hv�zd� H jsou navz�jem disjunktn� a H je tedy jejich sou�tem� V�echny hv�zdy
tak le�� v line�rn�m obalu mno�iny ��dk� matice R�G a z toho plyne dokazovan�
tvrzen�� �

Cvi�en�

I ���� Najd�te p��klad separace v n�jak�m grafu	 kter� nen� �ezem� Najd�te
p��klad hv�zdy s touto vlastnost��

I ���� Doka�te	 �e je�li A �ez v souvisl�m grafu G	 pak graf G − A m� pr�v�
dv� komponenty� Rozhodn�te	 zda plat� opa�n� implikace�

I ��� Doka�te	 �e graf	 kter� obsahuje n�jak� �ez o velikosti �	 nem��e b�t
eulerovsk� ani hamiltonovsk��

���� Ortogonalita

P�ipome�me	 �e ve vektorov�m prostoruRn je pro ka�dou dvojici vektor� u, v de�
#nov�n skal�rn� sou�in� Od n�j se odvozuje pojem ortogonality vektor�� Podobn�
pojmy maj� smysl i v prostoru Zm

� �
Jsou�li u + �u� . . . um a v + �v� . . . vm prvky prostoru Zm

� 	 pak jejich skal�rn�
sou�in� u · v je de#nov�n p�edpisem

u · v +
mX

i��

uivi,

kde s��t�n� prov�d�me v t�lese Z� �v�sledek je tedy � nebo �� Vektory u, v jsou
ortogon�ln� nebo kolm� �zna��me u ⊥ v	 pokud u·v + �� Tento pojem lze roz���it
na mno�iny vektor�� mno�iny U, V ⊂ Zm

� jsou ortogon�ln� �U ⊥ V 	 pokud u ⊥ v
pro ka�d� u ∈ U 	 v ∈ V �

Jak� v�znam m� skal�rn� sou�in p�i na�em ztoto�n�n� vektor� a faktor�, Kdy
jsou dva faktory navz�jem kolm�, P��mo z de#nice plyne jednoduch� odpov�*�
jsou kolm�	 pr�v� kdy� se shoduj� v sud�m po�tu hran �tj� jejich pr�nik m� sudou
velikost�

Je�li W podprostor prostoru Zm
� 	 de#nujeme jeho ortogon�ln� dopln	k W⊥

jako mno�inu v�ech vektor�	 kter� jsou kolm� na ka�d� prvek podprostoru W �

�Pro p�esnost upozorn�me� �e na	e denice je v m�rn�m rozporu s obecnou denic� skal�rn�ho
sou�inu ve vektorov�ch prostorech� Ta toti� mj� po�aduje� aby vztah x · x � � platil pouze pro
nulov� vektor� V na	em p��pad� ale bude platit pro ka�d� vektor se sud�m po�tem jedni�ek�
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Z bilinearity skal�rn�ho sou�inu snadno plyne	 �e W⊥ je op�t podprostorem �viz
cvi�en� ���!� Pro n�s bude velmi d�le�it� n�sleduj�c� v�ta�

V�ta ���� Je�li W podprostor prostoru Zm
� � pak plat�

dimW / dimW⊥ + m.

D�kaz� Ozna�me dimW + k� Nech) M je matice o rozm�rech k×m	 jej�� ��dky
jsou prvky n�jak� pevn� b�ze podprostoru W � K tomu	 aby vektor x ∈ Zm

� byl
kolm� na ka�d� vektor z W 	 sta��	 aby byl kolm� na ka�d� prvek zvolen� b�ze�
Jin�mi slovy	 x ∈W⊥	 pr�v� kdy� x je �e�en�m soustavy Mx + ��

Standardn� eliminac� �a p��padn�m p�eskupen�m sloupc� uprav�me M na
matici M ′	 ve kter� prvn�ch k sloupc� tvo�� jednotkovou matici	 tedy

M ′ +
h
Ik

��� B
i
,

kde B je n�jak� matice o rozm�rech k×�m−k� Je jasn�	 �e libovoln� zvolen� ��sla
xk��, xk��, . . . , xm	 lze jednozna�n	 doplnit na �e�en� x + �x� . . . xm soustavy
Mx + �� Dimenze prostoru	 tvo�en�ho �e�en�mi t�to soustavy �kter�m je shodou
okolnost� prostor W⊥	 je tedy m− k� V�ta je dok�z�na� �

Dokon��me nyn� v�po�et dimenz� prostoru kru�nic a prostoru �ez�� Nech) F
je n�jak� faktor grafu G� Podle toho	 co bylo �e�eno o ortogonalit� faktor�	 je
stupe� vrcholu vi ve faktoru F sud�	 pr�v� kdy� je F kolm� na hv�zdu Hi� To
znamen�	 �e F je sud� faktor	 pr�v� kdy� je kolm� na v�echny hv�zdy� Jinak
�e�eno�

V�ta ���� Prostor kru�nic C�G je ortogon�ln�m dopl!kem prostoru �ez� R�G�

D�kaz� Prvky prostoru C�G jsou pr�v� sud� faktory� V�me	 �e F ∈ C�G	 pr�v�
kdy� F je kolm� na ka�dou hv�zdu� Proto�e prostor �ez� R�G je hv�zdami
generov�n	 plat�	 �e F ∈ C�G	 pr�v� kdy� F ⊥ S pro ka�dou separaci S ∈ R�G�
Jin�mi slovy C�G + R�G⊥� �

Podle v�ty ���� je dimR�G + n − �� Podle v�ty ���" plat� dimC�G /
dimR�G + m� V d�sledku dost�v�me�

V�ta ����� Dimenze prostoru kru�nic je m− n / �� �

D�sledek ����� Souvisl� graf G m� �m−n�� sud�ch faktor�� �

Cvi�en�

I ���
 Doka�te	 �e ortogon�ln� dopln�k W⊥ podprostoru W ⊂ Zm
� je rovn��

podprostorem�
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���� Fundament�ln	 soustavy kru�nic a �ez�

Ur�ili jsme p�esn� dimenzi prostoru kru�nic a prostoru �ez�� V tomto odstavci
uk��eme zp�sob	 jak snadno naj�t b�ze t�chto prostor�	 nav�c v p�kn�m speci�l�
n�m tvaru� Nech) G je souvisl� graf� Zvolme pevn� n�jakou jeho kostru T � Hrany
e ∈ E�G − E�T  se naz�vaj� t	tivy kostry T � Je jich m − n / �	 proto�e ka�d�
strom na n vrcholech m� n− � hran	 p�i�em� po�et v�ech hran grafu G je m�

V�me	 �e stromy jsou charakterizov�ny vlastnost�	 �e ka�d� dva jejich vrcholy
jsou spojenu pr�v� jednou cestou� Odtud plyne	 �e p�id�me�li ke kost�e T t�tivu
ej 	 v�sledn� graf T / ej bude obsahovat pr�v� jednu kru�nici� Ozna�me tuto
kru�nici Cj� Soubor v�ech kru�nic Cj	 kde ej prob�h� t�tivy kostry T 	 se naz�v�
fundament�ln� soustava kru�nic grafu G vzhledem ke kost�e T � P��klad takov�
soustavy je na obr� �����

�a� �b� �c� �d� �e�

Obr�zek ����� �a Graf s pln� vyzna�enou kostrou	 �b3�e jeho fundament�ln�
soustava kru�nic �kru�nice tu�n��

Tvrzen	 ����� Fundament�ln� soustava kru�nic vzhledem ke kost�e T tvo�� b�zi
prostoru kru�nic C�G�

D�kaz� Nech) F je fundament�ln� soustava kru�nic vzhledem ke kost�e T � V�im�
n�me si	 �e ka�d� t�tiva ej kostry T je obsa�ena v jedin�m prvku syst�mu F �toti�
ve faktoru Cj� Mno�ina F tedy mus� b�t line�rn� nez�visl�	 proto�e pro ka�d�
�len Ck v sou�tu

P
j Cj �kde ej prob�h� n�kter� t�tivy je k�t� slo�ka v�sledn�ho

vektoru nenulov��
Na�li jsme tedy m−n/� line�rn� nez�visl�ch prvk� prostoru C�G	 a proto�e

v�me	 �e dimenze tohoto prostoru je m− n / �	 mus� j�t o b�zi� �

Podobn� postup lze aplikovat v p��pad� prostoru �ez�� Nech) ej je n�kter�
z hran kostry T � Odstran�me�li ji	 v�sledn� graf T−ej bude nesouvisl� �to snadno
plyne z vlastnost� strom� a bude m�t pr�v� � komponenty� De#nujme Rj jako
faktor sest�vaj�c� ze v�ech hran grafu G	 kter� vedou mezi komponentami grafu
T − ej � Snadno se nahl�dne	 �e jeho mno�ina hran je �ez� Kostra T m� n − �
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hran	 tak�e t�mto zp�sobem dostaneme n − � faktor�	 kter� dohromady tvo��
fundament�ln� soustavu �ez� vzhledem ke kost�e T �

Ka�d� hrana ej ∈ E�T  je hranou jedin�ho faktoru z t�to fundament�ln�
soustavy �ez�	 toti� faktoru Rj �cvi�en� ��� � Odtud op�t plyne	 �e fundament�ln�
soustava �ez� je line�rn� nez�visl�	 a proto�e dimR�G + n− �	 dost�v�me�

Tvrzen	 ����� Fundament�ln� soustava �ez� vzhledem ke kost�e T tvo�� b�zi
prostoru �ez� R�G�

Cvi�en�

I ���� Ur�ete fundament�ln� soustavu kru�nic a fundament�ln� soustavu �ez�
grafu na obr� ���� vzhledem k vyzna�en� kost�e�

Obr�zek ����� Graf ke cvi�en� ���" s tu�n� vyzna�enou kostrou�

I ���� Doka�te	 �e ka�d� hrana kostry T je obsa�ena v pr�v� jednom faktoru
z p��slu�n� fundament�ln� soustavy �ez��

��� Nesouvisl� grafy

Doposud jsme se zab�vali souvisl�mi grafy� Na�e 
vahy lze uplatnit i na grafy
nesouvisl�� Nech) graf G m� k komponent C�, . . . , Ck� Zvolme v ka�d� z nich
n�jakou jej� kostru Ti �i + �, . . . , k� Graf G tak bude obsahovat n − k hran	
kter� pat�� do n�jak�ho Ti	 a m−n/k hran	 kter� do ��dn� ze zvolen�ch -koster.
nepat��� Stejn� jako d��ve obdr��me fundament�ln� soustavu kru�nic o m− n/ k
prvc�ch a fundament�ln� soustavu �ez� o n− k prvc�ch� �Ta ji� nen� tvo�ena �ezy	
kter� jsme de#novali jen v souvisl�ch grafech	 ale obecn�ji separacemi�

Proto�e v�ta ��� plat� beze zm�ny	 dost�v�me	 �e na�e fundament�ln� sou�
stavy jsou i zde b�zemi p��slu�n�ch prostor��

V�ta ����� M��li graf G k komponent� pak dimC�G + m−n/k a dimR�G +
n− k� �
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Cvi�en�

I ����� Prove*te podrobn� d�kaz v�ty ������
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Kapitola ��

Vzd�lenost v grafech

V ka�d�m grafu lze p�irozen�m zp�sobem de#novat vzd�lenost libovoln� dvojice
vrchol�� Hlavn�m v�sledkem t�to kapitoly je p�ekvapiv� tvrzen�	 podle kter�ho
lze vzd�lenosti v grafu zjistit z mocnin jeho matice sousednosti�

���� Matice sousednosti a po�ty sled�

De�nice ���� Nech) G je orientovan� graf na vrcholech {v�, . . . , vn}� Matice
sousednosti grafu G je re�ln� matice o rozm�rech n × n	 de#novan� p�edpisem
S�G + �σij	 kde

σij +

�
� pokud vivj ∈ E�G	
� jinak

pro i, j + �, . . . , n�

v1 v2

v3v4

Obr�zek ����� Orientovan� graf�

Nap��klad graf na obr� ���� m� matici sousednosti

S�G +

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
		
 .

���
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Matice sousednosti neorientovan�ho grafu je de#nov�na jako matice soused�
nosti jeho symetrick� orientace� �P�ipome�me	 �e symetrick� orientace je oriento�
van� graf	 kter� vznikne	 pokud ka�dou hranu nahrad�me dvojic� protich�dn�ch
orientovan�ch hran�

P�i po��t�n� matice sousednosti nap��klad pro neorientovan� cyklus C� o d�lce
� mus�me tedy p�ej�t k orientovan�mu grafu na obr� ���� a zjist�me	 �e matice
sousednosti je

S�C� +

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
		
 .

v1 v2

v3v4

Obr�zek ����� Symetrick� orientace cyklu d�lky ��

Z matice S�G lze pom�rn� jednodu�e zjistit po�et v�ech sled� se zadan�m
za��tkem	 koncem a d�lkou v orientovan�m grafu G� Pro k > � budeme symbolem
σ
�k�
ij ozna�ovat prvek na pozici �i, j v k�t� mocnin� matice S�G� Nult� mocnina

t�to matice je de#nov�na jako identick� matice En� Pro vrcholy x, y ∈ V �G
budeme pojmem xy�sled rozum�t sled z x do y v grafu G�

V�ta ���� Nech
 G je orientovan� graf a k ≥ �� Prvek σ
�k�
ij matice �S�Gk je

roven po�tu vivj�sled� d�lky p�esn	 k v grafu G�

D�kaz� Ozna�me po�et vivj�sled� d�lky k jako P k
ij� Dokazujeme tedy	 �e P k

ij +

σ
�k�
ij � Pro stru�nost budeme ps�t E + E�G� D�kaz provedeme indukc� podle k�

Pro k + � je matice �S�Gk rovna identick� matici	 tak�e σ
���
ij + �	 pr�v�

kdy� i + j� Na druhou stranu sled d�lky � z vi do vj existuje	 pr�v� kdy� i + j	
a pak je pr�v� jeden� Odtud P �

ij + σ
���
ij � P��pad k + � je tedy probr�n�

Nech) je tvrzen� dok�z�no pro k′ < k� Uva�me libovoln� vivj�sled

�z�, z�, . . . , zk−�, zk

d�lky k �tak�e z� + vi a zk + vj� Vynech�me�li posledn� vrchol	 dostaneme
vizk−��sled d�lky k − �	 z jeho� posledn�ho vrcholu vede hrana do vj � Naopak
ka�d� sled d�lky k − �	 kter� za��n� ve vrcholu vi a kon�� ve vrcholu	 ze kter�ho
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vede hrana do vj	 ur�uje vivj�sled d�lky k� Jak lze snadno ov��it	 jedn� se o
bijektivn� vztah mezi sledy t�chto dvou typ��

Po�et vivj�sled� d�lky k je tedy roven celkov�mu po�tu viv��sled� d�lky k−�	
kde v� prob�h� v�echny vrcholy s vlastnost� v�vj ∈ E� Proto plat�

P k
ij +

X
v�� v�vj∈E

P k−�
i� +

X
v�� v�vj∈E

σ
�k−��
i�

+
nX

���

σ
�k−��
i� · σ���

�j

+ σ
�k�
ij ,

kde druh� rovnost plyne z induk�n�ho p�edpokladu a posledn� z de#nice n�soben�
matic �S�Gk−� a S�G� �

Uva�me jako p��klad sledy d�lky � v orientovan�m grafu G na obr� ����� Jeho
matice sousednosti a t�et� mocnina t�to matice vypadaj� takto�

S�G +

�
�� � �
� � �
� � �

�

 , �S�G� +

�
�� � �
� � �
� � �

�

 .

v1 v2 v3

Obr�zek ����� Orientovan� graf na � vrcholech�

Z matice �S�G� lze nap��klad vy��st	 �e v grafu G existuje jeden v�v��sled
d�lky � �toti� v�v�v�v� nebo t�i v�v��sledy d�lky �� jsou to v�v�v�v�	 v�v�v�v� a
v�v�v�v��

P�	klad ���� Uva�me neorientovanou kru�nici C� d�lky � s vrcholy o��slova�
n�mi proti sm�ru hodinov�ch ru�i�ek� Ur�eme po�ty sled� d�lky � mezi r�zn�mi
dvojicemi vrchol� v tomto grafu� Matici sousednosti grafu C� jsme na�li na za�
��tku kapitoly �p�echodem k symetrick� orientaci� Snadno spo��t�me	 �e

�S�C�
� +

�
���
" � " �
� " � "
" � " �
� " � "

�
		
 .

Vid�me	 �e pro sousedn� vrcholy vi, vj neexistuje ��dn� vivj�sled d�lky �	 zat�mco
pokud i + j nebo vi a vj jsou protilehl�	 pak po�et takov�ch sled� je "� Nap���
klad �uzav�en� sledy z v� do v� d�lky � jsou� v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	
v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v� a v�v�v�v�v��
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Cvi�en�

I ���� Nech) L�G je Laplaceova matice neorientovan�ho grafu G �viz kapi�
tola  � Ur�ete sou�et L�G / S�G�

I ���� Kolik sled� d�lky � z v� do v� existuje v grafu na obr� ����, Najd�te je�

II ���� Nech) Fk je po�et xy�sled� d�lky k v grafu na obr� ����� Ur�ete reku�
rentn� vztah pro posloupnost �F�, F�, . . . �

N�pov	da� Tato posloupnost se naz�v� Fibonacciho posloupnost	 podrobnosti
viz �!��

x y

Obr�zek ����� Ur�ete po�et xy�sled��

���� Vzd�lenost

De�nice ���� Vzd�lenost d�x, y vrchol� x, y orientovan�ho grafu G je d�lka
nejkrat�� cesty z x do y� Pokud takov� cesta neexistuje	 polo��me d�x, y +∞�

Pojem vzd�lenosti je zde de#nov�n pro orientovan� grafy� Pro grafy neori�
entovan� jej m��eme de#novat prost�ednictv�m symetrick� orientace� Vzd�lenost
vrchol� v neorientovan�m grafu G je tak jejich vzd�lenost v symetrick� orientaci
tohoto grafu� �Podobn� je tomu i u dal��ch pojm� v tomto odd�lu	 kter� nebudeme
explicitn� de#novat pro neorientovan� grafy�

Vzd�lenost v neorientovan�ch grafech m� vlastnosti metriky�

Tvrzen	 ���� Nech
 G je souvisl� neorientovan� graf� Pak funkce d�x, y je me�
trikou na mno�in	 V �G� tj� m� n�sleduj�c� vlastnosti�

��� d�x, y ≥ �, p�i�em� d�x, y + �� pr�v	 kdy� x + y�

��� d�x, y + d�y, x,

��� d�x, y / d�y, z ≥ d�x, z �&troj�heln�kov� nerovnost'�.

D�kaz� Cvi�en� ����� �

De�nice ��� Distan�n� matice orientovan�ho grafu G s vrcholy v�, . . . , vn je
matice

D�G +
�
d�vi, vj

�n

i,j��

o rozm�rech n× n�
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Nap��klad distan�n� matice grafu G na obr� ���� je

D�G +

�
���
� � � �
∞ � � �
∞ � � �
∞ � � �

�
		
 .

Distan�n� matice neorientovan�ho grafu je de#nov�na jako distan�n� matice
jeho symetrick� orientace�

Vid�li jsme	 �e matice sousednosti a jej� mocniny umo��uj� zjistit po�et sled�
dan� d�lky mezi dv�ma vrcholy� Snadno odvod�me n�sleduj�c� tvrzen�	 ve kte�
r�m symbol σ

�k�
ij nad�le p�edstavuje prvek na pozici �i, j v k�t� mocnin� matice

sousednosti S�G�

Tvrzen	 ���
 Prvek d�vi, vj distan�n� matice D�G je roven nejmen��mu k� pro
kter� σ

�k�
ij �+ � �p��padn	 ∞� pokud takov� k neexistuje��

D�kaz� Nech) M je mno�ina v�ech k	 pro kter� σ
�k�
ij �+ �� Cesta z vi do vj existuje

pr�v� tehdy	 kdy� existuje n�jak� sled z vi do vj � 'e�eno obr�cen�	 d�vi, vj +∞	
pr�v� kdy� M + ∅� Jsou�li spln�ny tyto podm�nky	 tvrzen� plat��

Nech) tedy d�lka nejkrat��ho sledu z vi do vj je k�� Je jasn�	 �e k� je nejmen��
prvek mno�iny M � Z cvi�en� "�� v�me	 �e nejkrat�� sled z vi do vj je nutn� cestou	
tak�e tak� d�vi, vj + k�� D�kaz je hotov� �

Z uveden�ho tvrzen� dost�v�me horn� odhad �asov� slo�itosti nalezen� distan��
n� matice �p�ipome�me	 �e o �asov� slo�itosti jsme hovo�ili v odd�lu ��!� Vzhle�
dem k tomu	 �e vzd�lenost libovoln�ch dvou vrchol� je bu* men�� ne� n	 nebo
nekone�n� �graf na n vrcholech neobsahuje ��dnou cestu d�lky ≥ n	 sta�� pro
zji�t�n� matice D�G spo��tat n − � mocnin matice sousednosti S�G� V�po�et
ka�d� mocniny spo��v� ve vyn�soben� dvou matic o rozm�rech n × n	 kter� vy�
�aduje O�n� aritmetick�ch operac�� Celkov� doba v�po�tu tak bude O�n��

Uka�me si aplikaci tvrzen� ���! na grafu G z obr� ����� Jeho distan�n� matici
jsme sice odvodili i p��mo z de#nice	 u v�t��ch graf� je v�ak mnohem jednodu���
pou��t n�sleduj�c� obecn� postup� Spo��t�me prvn� �ty�i mocniny matice soused�
nosti �v�etn� nult�� Jednotliv� prvky jsou zv�razn�ny v nejni��� mocnin�	 kde
jsou nenulov��

�S�G� +

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
		
 , �S�G� +

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
		
 ,

�S�G� +

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
		
 , �S�G� +

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

�
		
 .
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Pro ka�d� prvek nyn� zap��eme	 ve kter� mocnin� je zv�razn�n� dostaneme
distan�n� matici D�G� V�imn�me si	 �e u prvk�	 kter� jsou nulov� ve v�ech
�S�Gk pro k < n	 m��eme ps�t ∞�

D�G +

�
���
� � � �
∞ � � �
∞ � � �
∞ � � �

�
		
 .

Z mocnin matice sousednosti lze algebraick�m zp�sobem ur�it	 zda je dan�
graf acyklick��

Tvrzen	 ���� Orientovan� graf G je acyklick�� pr�v	 kdy� n	jak� mocnina jeho
matice sousednosti je nulov��

D�kaz� -⇒.� V acyklick�m grafu je ka�d� sled cestou� M��li graf n vrchol�	 pak
v n�m neexistuje cesta na n / � vrcholech �cesta d�lky n	 a tedy ani ��dn� sled
d�lky n� Podle v�ty ���� je �S�Gn + ��

-⇐.� Nech) �S�Gk + �� Podle v�ty ���� v grafu G neexistuje ��dn� sled
d�lky k� Pokud ov�em G obsahuje n�jak� cyklus C	 obsahuje tak� sledy v�ech
d�lek �sta�� obch�zet C kolem dokola� Graf G tedy mus� b�t acyklick�� �

$asov� slo�itost testov�n� acykli�nosti grafu s vyu�it�m tvrzen� ���" je zhruba
n� �ka�d� z n n�soben� matic vy�aduje p�ibli�n� n� operac�	 tak�e tento po�
stup je pomalej�� ne� algoritmus popsan� v odd�lu "��� Tvrzen� je zaj�mav� sp��e
z opa�n�ho hlediska� umo��uje pou��t grafy ke zji�t�n�	 zda matice s prvky � a �
m� n�jakou nulovou mocninu	 a to rychleji ne� pomoc� n�soben� matic�

Cvi�en�

I ���� Doka�te tvrzen� �����

I ���� Ur�ete distan�n� matici neorientovan� kru�nice Cn a orientovan�ho cyklu
�Cn na n vrcholech�

I ��� Doka�te	 �e le���li vrcholy vi, vj v r�zn�ch kvazikomponent�ch oriento�
van�ho grafu G	 pak d�vi, vj +∞ nebo d�vj, vi +∞�

I ���
 Jak lze z distan�n� matice orientovan�ho grafu poznat	 zda je graf siln�
souvisl�,



Kapitola ��

Ohodnocen� grafy

V praktick�ch aplikac�ch teorie graf� zpravidla graf slou�� jako n�stroj k popisu
n�jak� struktury� Jednotliv� prvky t�to struktury maj� �asto p�i�azeny n�jak�
hodnoty �m��e j�t nap�� o parametry sou��stek v elektrick�m obvodu	 d�lky �e�
lezni�n�ch trat�	 ceny za p�epravu jednotky zbo�� nebo propustnosti datov�ch
spoj�� Zad�n�m pak je realizovat n�jak� c�l �t�eba p�epravit zbo�� optim�ln�m
zp�sobem� (lohy tohoto typu se naz�vaj� optimaliza�n� �lohy a my se v t�to kapi�
tole s n�kolika z nich sezn�m�me� Pop��eme p�itom n�kolik d�le�it�ch algoritm�	
zejm�na Dijkstr�v algoritmus pro hled�n� minim�ln� cesty a hladov� algoritmus
pro hled�n� minim�ln� kostry�

���� De�nice ohodnocen�ch graf�

Uva�me graf	 jeho� vrcholy jsou evropsk� m�sta a hrany jsou �elezni�n� trat�	
kter� je spojuj�� Chceme�li naj�t nejkrat�� cestu vlakem dejme tomu z Budape�ti
do Pa���e	 nen� ani tak d�le�it�	 kolik hran na�eho grafu bude tato cesta obsahovat
� zaj�m� n�s sp��e	 kolik kilometr� bude m��it� Bude tedy nutn� p�idat do grafu
dodate�nou informaci o -d�lce. jednotliv�ch hran� Dostaneme tzv� ohodnocen�
graf�

De�nice ���� Ohodnocen� orientovan� graf �G, w je orientovan� graf G spolu
s re�lnou funkc� w � E�G→ ��,∞� Je�li e hrana grafu G	 ��slo w�e se naz�v�
jej� ohodnocen� nebo v�ha�

Podobn� je de#nov�na neorientovan� verze ohodnocen�ho grafu� I v tomto
odd�lu budeme hovo�it p�edev��m o orientovan�ch grafech	 s t�m	 �e k neorien�
tovan�mu p��padu lze v�dy p�ej�t p�es symetrickou orientaci� Ohodnocen� hran
symetrick� orientace grafu �G, w je p�irozen� odvozeno z p�vodn�ho ohodnocen�
�ob� protich�dn� hrany vznikl� z neorientovan� hrany e dostanou ohodnocen�
w�e�

���
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$asto je vhodn� uva�ovat grafy bez ohodnocen� jako speci�ln� p��pady ohod�
nocen�ch graf�	 v nich� je v�ha ka�d� hrany rovna jedn�� V r�mci t�to p�edstavy
m��eme de#novat n�sleduj�c� zobecn�n� matice sousednosti�

De�nice ���� V��en� matice sousednosti ohodnocen�ho orientovan�ho grafu
�G, w s vrcholy v�, . . . , vn je matice W �G + �wij	 kde

wij +

�
w�vivj pokud vivj ∈ E�G	

� jinak	

pro i, j + �, . . . , n�

V�imn�me si jedn� d�le�it� v�ci� nez�porn� �tvercov� matice jednozna�n� od�
pov�daj� ohodnocen�m orientovan�m graf�m� Nap��klad matici

W +

�
���
� �.� � �
� � � �
� � � �
� �.� � �

�
		


odpov�d� graf na obr� �����

v1 v2
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v4

0 1

2

16

2 5

3

Obr�zek ����� Ohodnocen� orientovan� graf G popsan� matic� W �

P�irozen�m zobecn�n�m d�lky cesty v neohodnocen�m grafu je jej� v�ha�

De�nice ���� Nech) M je mno�ina hran ohodnocen�ho orientovan�ho grafu
�G, w� V�ha w�M mno�iny M je sou�et vah jednotliv�ch hran e ∈ M � Pro
stru�nost de#nujeme v�hu w�P  cesty P jako v�hu jej� mno�iny hran�

Jsou�li u, v vrcholy grafu G	 pak minim�ln� cesta z u do v je ka�d� cesta	 jej��
v�ha je minim�ln� �tj� ��dn� cesta z u do v nem� men�� v�hu� V��en� vzd�lenost
dw�u, v vrchol� u	 v je v�ha minim�ln� cesty z u do v�

Poznamenejme	 �e podle t�to de#nice je speci�ln� dw�u, u + �� D�le si v�im�
n�me	 �e minim�ln� cesta z u do v zdaleka nemus� b�t nejkrat��	 pokud jde o
po�et hran� P��kladem je graf na obr� �����

Cvi�en�

I ���� Kter� matice odpov�daj� ohodnocen�m neorientovan�m graf�m,
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u v10

1

11

1

Obr�zek ����� Minim�ln� cesta z u do v nemus� b�t nejkrat���

���� Dijkstr�v algoritmus

Jak lze naj�t v��enou vzd�lenost vrchol� v ohodnocen�m grafu, Asi nejzn�m�j��m
postupem je Dijkstr�v� algoritmus	 kter� si uk��eme v tomto odd�lu� Vstupem
algoritmu je ohodnocen� orientovan� graf �G, w a vrchol v ∈ V �G� Jeho v�stu�
pem je pro ka�d� vrchol x�

�� v��en� vzd�lenost dw�v, x vrchol� v a x	

�� �n�jak� minim�ln� cesta Px z v do x�

-Po��t�. tedy mnohem v�c ne� jen v��enou vzd�lenost dan� dvojice vrchol��
Algoritmus prob�hne v nejv��e n kroc�ch� V cel�m jeho pr�b�hu bude de#no�

v�n strom T 	 jeho� vrcholy tvo�� podmno�inu V �G �na po��tku to bude jedin�
vrchol v	 postupn� se T roz���� a� na kostru grafu G� Pro ka�d� vrchol x ∈ V �G
bude d�le ur�en odhad vzd�lenosti c�x� I toto ��slo se typicky bude m�nit a po
dokon�en� algoritmu bude rovno v��en� vzd�lenosti dw�v, x� Pro v�echny vrcholy
z s kone�nou nenulovou hodnotou c�z bude de#nov�n jejich p�edch�dce 5z�

I� P�	prava� T budi� strom na jedin�m vrcholu v� Polo��me c�v �+ �� Pro
sousedy z vrcholu v polo��me

c�z + w�vz a 5z + v.

Pro v�echny ostatn� vrcholy x ∈ V �G de#nujeme c�x �+ ∞� P�edch�dce nen�
ur�en pro ��dn� z t�chto vrchol� x ani pro vrchol v�

II� Jeden krok algoritmu� Pokud T je kostra grafu G nebo ka�d� vrchol
z /∈ V �T  m� c�z + ∞	 p�ejdeme na bod III� Jinak mezi vrcholy z /∈ V �T 
vybereme vrchol x	 kter� m� minim�ln� hodnotu c�x� Je�li jich v�c	 zvol�me mezi
nimi libovoln�� P�id�me do stromu T vrchol x a hranu 5xx �p�edch�dce vrcholu x
je jist� de#nov�n	 proto�e c�x je kone�n��

D�le pro v�echny vrcholy z /∈ V �T 	 pro n�� je xz hranou grafu G	 p�epo��t�me
odhad vzd�lenosti� je�li c�x / w�xz < c�z	 polo��me c�z �+ c�x / w�xz a
rovn�� 5z + x� Opakujeme bod II�

�Edsger W� Dijkstra ������������
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III� Konec� Pro ka�d� vrchol x ∈ V �T  je hledanou minim�ln� cestou Px

cesta z v do x ve stromu T �kter� je jednozna�n� ur�ena� Jej� v�ha ur�uje v��enou
vzd�lenost dw�v, x� Pro ostatn� vrcholy x ��dn� cesta z v do x neexistuje a
dw�v, x +∞�

Odhadn�me nyn� pro Dijkstr�v algoritmus jeho �asovou slo�itost	 jak jsme ji
de#novali v odd�lu ��!� P��pravn� f�ze bude pro graf na n vrcholech vy�adovat
�as O�n �pro ka�d� z n vrchol� pot�ebujeme nastavit odhad vzd�lenosti a p�ed�
ch�dce� Krok II� bude proveden maxim�ln� n�kr�t	 proto�e pro ka�d� vrchol se
prov�d� nejv��e jednou� Jakou �asovou slo�itost m� jedno jeho proveden�,

Nejprve vyb�r�me vrchol x ∈ V �G−V �T  s minim�ln�m kone�n�m odhadem
vzd�lenosti� K tomu sta�� n operac�� Dal��ch O�n operac� n�m zabere p�epo��t�n�
odhad� vzd�lenosti a 
prava p�edch�dc� u soused� vrcholu x� Na jeden krok II�
tak sta�� O�n operac�� Zji�)ujeme tedy	 �e �asov� n�ro�nost Dijkstrova algoritmu
je O�n��

Dijkstr�v algoritmus lze pou��t i pro testov�n� souvislosti neohodnocen�ho
grafu G� Sta�� ka�dou hranu symetrick� orientace ohodnotit vahou � a libovoln�
zvolit vrchol v� Strom T 	 nalezen� Dijkstrov�m algoritmem	 je kostrou grafu G	
pr�v� kdy� G je souvisl� graf� �Plat� dokonce	 �e vrcholy stromu T tvo�� kompo�
nentu obsahuj�c� vrchol v� Podobn�m postupem lze testovat i silnou souvislost�

Cvi�en�

I ���� Najd�te Dijkstrov�m algoritmemminim�ln� cestu z vrcholu u do vrcholu
v v grafech na obr� �����

I ���� Najd�te Dijkstrov�m algoritmemminim�ln� cestu z vrcholu u do vrcholu
v v grafech na obr� �����

���� Matice v��en�ch vzd�lenost	

K zachycen� v��en�ch vzd�lenost� v�ech dvojic vrchol� v ohodnocen�m oriento�
van�m grafu slou�� n�sleduj�c� matice�

De�nice ���� Matice v��en�ch vzd�lenost� �t�� w�distan�n� matice ohodnoce�
n�ho orientovan�ho grafu �G, w s vrcholy v�, . . . , vn je matice Dw�G o rozm�rech
n× n	 kde

Dw�G + �dw�vi, vj
n
i,j��.

Jednou mo�nost�	 jak ji sestrojit	 je pou��t Dijkstr�v algoritmus� Ten n�m
libovoln� jej� ��dek najde v �ase O�n�	 tak�e celkov� �as v�po�tu je O�n��
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Obr�zek ����� Najd�te minim�ln� cestu z u do v�

u v1 11 6 2 20 10 4

15 6 5 20 20 8

5 6 10 25 25

�a�

u v5 1 13 1 10 3 3

3 12 15 15 12 9
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Obr�zek ����� Najd�te minim�ln� cestu z u do v�
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Uk��eme si jinou jednoduchou metodu	 kter� pracuje v o n�co hor��m �ase
O�n�� Nejprve pomocn� de#nice� Nech) je d�no k ≥ �� Cesta z vi do vj je k�
minim�ln�	 pokud jej� d�lka je nejv��e k a pokud ��dn� jin� cesta z vi do vj o
d�lce nejv��e k nem� men�� v�hu�

Ozna�me jako Dk matici	 jej�� prvek dk
ij na pozici �i, j je roven v�ze k�

minim�ln� cesty z vi do vj �p��padn� m� hodnotu ∞	 pokud takov� cesta ne�
existuje� Vzhledem k tomu	 �e ka�d� cesta m� d�lku nejv��e n − �	 mus� b�t
matice Dn−� rovna hledan� w�distan�n� matici Dw�G� Ot�zkou tedy je	 jak ma�
tice Dk sestrojit� Pro k + � je to snadn� � pro prvky d�ij zjevn� plat��

d�ij +

��
�

� pro i + j	
w�vivj pro ij ∈ E�G	

∞ jinak�

Matice D� tedy bude t�m�� shodn� s v�hovou matic� W �G	 a� na to	 �e nuly
mimo hlavn� diagon�lu jsou v matici D� nahrazeny hodnotami ∞�

Dejme tomu	 �e ji� zn�me matici Dk a chceme sestrojit matici Dk��� Za�n�me
pozorov�n�m� Nech) P je k�minim�ln� cesta z vi do vj� Odebr�n�m posledn�ho
vrcholu vznikne cesta P ′ z vi �ekn�me do vp� Tato cesta mus� b�t �k−��minim�ln�	
jinak bychom dostali spor s k�minimalitou cesty P � Odtud vid�me	 �e pro d�lku
dk

ij k�minim�ln� cesty z vi do vj plat�

dk
ij + dk−�

ip / w�vpvj

pro n�jak� vrchol vp s vlastnost� vpvj ∈ E�G� P�esto�e p�edem nev�me	 o kter�
vrchol vp se jedn�	 m��eme ps�t

dk
ij +

n

min
���

�
dk−�

i� / d��j

�
, �����

p�i�em� vyu��v�me fakt	 �e pokud v�vj /∈ E�G	 pak d��j + ∞	 tak�e v minimu
bude dan� sou�et zanedb�n�

V�imn�me si	 �e vzorec ����� n�padn� p�ipom�n� de#nici n�soben� matic �
pouze obsahuje minimum na m�st� sumy a sou�et na m�st� sou�inu� Skute�n�	
pokud na re�ln�ch ��slech -p�ede#nujeme. s��t�n� a n�soben� p�edpisem

x� y + min�x, y,

x� y + x / y,

pak plat�	 �e matice Dk�� je sou�inem matic Dk a D� vzhledem k operac�m � a
�� Indukc� snadno dostaneme n�sleduj�c� v�tu�

V�ta ���� Matice Dk je k�tou mocninou matice D� vzhledem k operac�m � a
�� �



����� Matice v��en�ch vzd�lenost� ��!

Vid�me	 �e ke spo��t�n� matice Dw�G sta�� prov�st n−� -vyn�soben�. matic�
D�� N�sleduj�c� tvrzen� ��k�	 �e tento proces lze nav�c p�eru�it ji� v okam�iku	
kdy se -vyn�soben�m. matice poprv� nezm�nila�

Tvrzen	 ��� Pokud pro n	jak� q ≥ � plat� Dq�� + Dq� pak Dq je hledanou
matic� Dw�G�

D�kaz� Dok��eme indukc�	 �e za dan�ho p�edpokladu pro v�echna k > q plat�

Dk + Dq� �7

Pro k + q / � je tvrzen� pravdiv�� Dejme tomu	 �e je chceme dok�zat pro dan�
k ≥ q / � za p�edpokladu	 �e pro k − � tvrzen� �7 plat��

Podle induk�n�ho p�edpokladu m��eme �len dk−�
i� ve vzorci ����� nahradit

hodnotou dq
i�� Dost�v�me tak rovnost dk

ij + dq��
ij � Proto Dk + Dq�� a t�m p�dem

Dk + Dq� Tvrzen� �7 je tak dok�z�no pro v�echna k > q�
D�kaz je u konce	 jakmile si v�imneme	 �e pro ka�d� k ≥ n−� je Dk + Dw�G�

�

Cvi�en�

I ���� Najd�te matici v��en�ch vzd�lenost� Dw� �G ohodnocen�ho orientova�
n�ho grafu �G	 kter� je d�n n�sleduj�c� matic� sousednosti�

�a

W � �G +

�
���
� � � �
� � � �
" � � �
� ! � �

�
		
 ,

�b

W � �G +

�
�����

� � �  !
 � �� � �
� ! � � ��
� � � � �
� � � � �

�
				
 ,

�c

W � �G +

�
�����

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�
				
 .
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�d

W � �G +

�
�����

� � � � �
� � � � ��
 � � � �
� � � � �
" � " � �

�
				
 .

���
 Minim�ln	 kostra

T�ma tohoto odd�lu 
zce souvis� s pojmem minim�ln� cesta� Omez�me se na
ohodnocen� neorientovan� grafy�

Dejme tomu	 �e pot�ebujeme propojit n m�st rozvodem elektrick� energie� Pro
ka�d� dv� s�dla zn�me n�klady na p��m� spojen� a chceme	 aby celkov� cena byla
co nejni���� Situaci lze modelovat grafem G	 jeho� vrcholy odpov�daj� m�st�m
a v�hy hran cen�m spojen�� Uva�ovan� rozvody energie odpov�daj� souvisl�m
faktor�m grafu G �mus� toti� b�t tak� -souvisl�. a pokr�vat v�echna m�sta�
Faktor	 kter� obsahuje n�jakou kru�nici	 nem��e ur�ovat nejlevn�j�� �e�en�	 nebo)
odstran�n�m libovoln� hrany t�to kru�nice sn���me cenu a faktor z�stane souvisl��
Hledan� faktor F je tedy kostrou grafu G	 a to kostrou	 kter� m� nejmen�� mo�nou
v�hu�

De�nice ���
 Kostra T ohodnocen�ho neorientovan�ho grafu G je minim�ln�	
pokud m� mezi v�emi kostrami minim�ln� v�hu w�T  + w�E�T  �viz de#�
nice �����

Uvedeme tzv� hladov� algoritmus pro hled�n� minim�ln� kostry souvisl�ho
grafu G	 kter� jako prvn� formuloval �esk� matematikOtakar Bor�vka ��"  3
�  �� Zave*me n�sleduj�c� ozna�en�� je�li H graf a e hrana s koncov�mi vrcholy
z V �H	 pak H / e je graf	 kter� vznikne p�id�n�m hrany e ke grafu H �

Algoritmus pracuje v n − � kroc�ch� V i�t�m kroku je de#nov�n faktor Li	
kter� neobsahuje kru�nice� �Proto�e graf bez kru�nic je disjunktn�m sjednocen�m
strom�	 ozna�ujeme ho jako les� V�sledn� faktor Ln−� je	 jak uvid�me	 minim�ln�
kostrou�

V�choz� les L� sest�v� z izolovan�ch vrchol�	 tj� E�L� + ∅� Uva�me i�t� krok
algoritmu� Na�� snahou je roz���it faktor Li−� p�id�n�m jedn� hrany na faktor Li�
N�kter� hrany ale p�idat nem��eme	 proto�e bychom vytvo�ili kru�nici� Z hran	
kter� p�idat lze	 vyberme hranu ei s nejmen�� vahou� a polo�me

Li + Li−� / ei.

Mus�me je�t� uk�zat	 �e hrana ei s po�adovanou vlastnost� v�bec existuje� To
je snadn�� graf Li−� m� n vrchol� a m�n� ne� n − � hran� Podle v�ty ���� je

�Algoritmus bere v ka�d�m kroku 
nejleh��� hranu� kter� p�ich�z� v #vahu $ odtud n�zev
hladov��
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tedy nesouvisl�� Graf G je ov�em souvisl�	 tak�e mezi n�kter�mi dv�ma kompo�
nentami grafu Li−� vede alespo� jedna hrana� P�id�n�m t�to hrany kru�nici jist�
nevytvo��me�

Popsali jsme zp�sob nalezen� kostry Ln−�� Doka�me nyn�	 �e tato kostra je
minim�ln��

V�ta ���� Nech
 G je ohodnocen� neorientovan� graf� Kostra Ln−�� nalezen�
hladov�m algoritmem� je minim�ln� kostrou grafu G�

D�kaz� Nech) L + Ln−� je kostra grafu G	 z�skan� hladov�m algoritmem� Pro
d�kaz sporem p�edpokl�dejme	 �e nen� minim�ln� kostrou	 a ze v�ech minim�ln�ch
koster zvolme takovou kostru M 	 kter� m� s kostrou L spole�n� nejv�t�� po�et
hran�

Vezm�me nejmen�� i	 pro kter� plat�	 �e ei /∈ E�M �p�ipome�me	 �e ei je
hrana p�id�van� v i�t�m kroku algoritmu� Pak jist� E�Li−� ⊂ E�M� Proto�e
koncov� vrcholy x, y hrany ei jsou ve stromu M spojeny pr�v� jednou cestou
�v�ta !��	 graf M / ei obsahuje pr�v� jednu kru�nici C�

Nech) f je libovoln� hrana kru�nice C	 kter� nen� obsa�ena ve stromu L� Graf
Li−� / f je podgrafem kostry M 	 a neobsahuje tedy kru�nice� P�id�n� hrany f
tak p�ich�z� v 
vahu v i�t�m kroku hladov�ho algoritmu� Proto�e byla m�sto n�
p�id�na hrana ei	 mus� b�t

w�ei ≤ w�f. �����

Odstran�n�m hrany f z grafu M / ei zanikne jedin� jeho kru�nice� V�sledn�
graf M ′ je tedy stromem	 a t�m p�dem kostrou grafu G� D�ky nerovnosti �����
nen� jeho v�ha v�t�� ne� v�ha minim�ln� kostry M � P�itom plat�

|E�M ′ ∩ E�L| > |E�M ∩ E�L|,
co� je ve sporu s v�b�rem kostry M � Tento spor ukazuje	 �e kostra L je minim�ln��
�

Jak� je �asov� slo�itost hladov�ho algoritmu, Uk��eme	 �e p�i vhodn� imple�
mentaci j�m lze minim�ln� kostru naj�t v �ase O�mn	 kde m je po�et hran a n
po�et vrchol� vstupn�ho grafu G� �Slo�itost je v tomto p��pad� vyj�d�ena jako
funkce dvou prom�nn�ch	 ne jenom po�tu vrchol� n�

Po�et krok� algoritmu je n−�	 proto�e v ka�d�m kroku p�id�me jednu z hran
kostry L� V ka�d�m kroku mus�me pro ka�dou z O�m zb�vaj�c�ch hran zjistit	 zda
jej�m p�id�n�m vznikne kru�nice� To by p�i ne�ikovn� implementaci vy�adovalo
�as O�n	 tak�e celkov� slo�itost t�to implementace by byla O�mn�� Lze v�ak
u�et�it pomoc� n�sleduj�c�ho vylep�en�	 zn�m�ho jako Kruskal�v algoritmus�

Se�ad�me vrcholy do posloupnosti v�, . . . , vn� Pro ka�d� vrchol vj budeme
udr�ovat ��slo m�vj	 kter� ud�v� minimum z index� v�ech vrchol�	 kter� le�� ve
stejn� komponent� jako vj � V r�mci p��pravn� f�ze algoritmu pro ka�d� j polo��me
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m�vj �+ j� Po ka�d�m proveden�m kroku algoritmu p�epo��t�me hodnoty m�vj
�p�id�n�m hrany se spoj� dv� komponenty faktoru Li	 tak�e v jedn� z nich je
t�eba hodnoty upravit� Ke zji�t�n�	 zda p�id�n�m hrany vjvk vznikne kru�nice	
nyn� sta�� porovnat hodnoty m�vj a m�vk� kru�nice vznikne pr�v� tehdy	 kdy�
jsou shodn��

Analyzujme slo�itost vylep�en� verze algoritmu� P��pravn� f�ze zabere O�n
operac� na inicializaci hodnot m�vj� N�sleduje O�n krok� algoritmu� V r�mci
ka�d�ho z nich je t�eba pro ka�dou z O�m hran prov�st konstantn� po�et� operac�
�porovn�n� hodnot m�vj� Z hran	 kter� lze p�idat	 vybereme tu s minim�ln�
vahou	 a pot� v �ase O�n p�epo��t�me hodnoty m�vj� Dost�v�me tedy celkov�
odhad O�mn�

Cvi�en�

I ���� Je pravda	 �e je�li T minim�ln� kostra ohodnocen�ho neorientovan�ho
grafu G a u, v ∈ V �G	 pak cesta z u do v v kost�e T je minim�ln� cestou z u do
v v G, Doka�te nebo najd�te protip��klad�

I ��� Pomoc� hladov�ho algoritmu najd�te minim�ln� kostry graf� na obr�z�
ku �����

2
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1

1

1

2

1
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Obr�zek ����� Najd�te minim�ln� kostry�

���� Probl�m obchodn	ho cestuj	c	ho

V�echny 
lohy	 kter� jsme zat�m v kapitole �� zkoumali	 byly �e�iteln� efektivn�mi
algoritmy� Nyn� stru�n� pop��eme probl�mu	 u kter�ho se situace zd� b�t odli�n��
Jedn� se o tzv� �lohu obchodn�ho cestuj�c�ho�

�Konstantn� zde znamen� 
nez�visl� na m a n�� Konstantn� veli�inu lze v r�mci pou��van�ho
formalismu zna�it symbolem O����



���	� Probl�m obchodn�ho cestuj�c�ho ���

Obchodn� cestuj�c� m� za 
kol objet v�echna m�sta v dan�m kraji	 a to po
nejkrat�� mo�n� trase �m��eno po�tem ujet�ch kilometr�� Ka�d� m�sto mus�
nav�t�vit pr�v� jednou a m� skon�it ve v�choz�m bod��

Reformulace probl�mu v jazyce teorie graf� je nasnad�� zad�n�m je ohodno�
cen� neorientovan� graf	 jeho� vrcholy odpov�daj� m�st�m	 hrany dvojic�m m�st
s p��m�m silni�n�m spojen�m	 a v�ha ka�d� hrany je vzd�lenost p��slu�n� dvojice
m�st� Hledan�m �e�en�m je hamiltonovsk� kru�nice s nejmen�� mo�nou vahou
�optim�ln� hamiltonovsk� kru�nice�

Pro grafy mal� velikosti lze �e�en� pom�rn� rychle naj�t -hrubou silou. jako
v n�sleduj�c�m p��kladu�

Nech) G je ohodnocen� graf na obr� ����� Budeme proch�zet v�echny hamil�
tonovsk� kru�nice v grafu G a hledat mezi nimi optim�ln� �e�en�� Za�neme�li
ve vrcholu A	 m��eme pokra�ovat do libovoln�ho z jeho � soused�� Z ka�d�ho
souseda pak lze p�ej�t do dvou dosud nenav�t�ven�ch vrchol� atd� Nem��li ji�
aktu�ln� vrchol x ��dn�ho nenav�t�ven�ho souseda	 jsou dv� mo�nosti� Bu*to je
mo�n� p�ej�t z x do A a uzav��t t�m hamiltonovskou kru�nici �pak je nutn� porov�
nat jej� v�hu se st�vaj�c�m minimem a p��padn� jej aktualizovat	 nebo to mo�n�
nen� a dan� v�tev prohled�v�n� skon�ila ne
sp�chem� V ka�d�m p��pad� se vr��
t�me k posledn� u�in�n� volb� a zvol�me dal�� z variant� Jsou�li v�echny mo�nosti
probr�ny	 algoritmus kon���

Postup lze p�ehledn� zn�zornit ko�enov�m stromem na obr� ���! �tzv� roz�
hodovac� strom� Ko�enu je p�i�azen v�choz� vrchol A	 potomci ka�d�ho vrcholu
odpov�daj� variant�m dal��ho prohled�v�n�� Zv�razn�n� listy tohoto stromu p�ed�
stavuj� hamiltonovsk� kru�nice ���sla u list� jsou v�hy t�chto kru�nic	 ostatn�
listy p�edstavuj� cesty	 kter� se na hamiltonovsk� kru�nice nedaj� roz���it� (loha
m� dv� �e�en� o v�ze ���

I na tomto mal�m p��kladu je vid�t	 �e se rozhodovac� strom na�eho algoritmu
m��e rychle rozr�st� $asov� slo�itost je zhruba d�na funkc� n2 �roste tedy je�t�
mnohem rychleji ne� �n� Nap�� u 
pln�ho grafu toti� prob�r�me v�ech �n − �2
hamiltonovsk�ch kru�nic �viz cvi�en� ���!�

A B
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D E

F

3

14

6

42

5 5

5

Obr�zek ����� Zad�n� 
lohy obchodn�ho cestuj�c�ho�
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Obr�zek ���!� Rozhodovac� strom pro 
lohu obchodn�ho cestuj�c�ho�

Pro 
lohu obchodn�ho cestuj�c�ho nen� zn�m ��dn� efektivn� algoritmus� Stej�
n� jako probl�m rozpozn�v�n� hamiltonovsk�ch graf�	 o kter�m jsme hovo�ili
v odd�lu ���	 pat�� i tato 
loha k tzv� NP�
pln�m probl�m�m�

Cvi�en�

I ���
 Uka�te	 �e 
pln� graf na n vrcholech m� �n− �2 hamiltonovsk�ch kru��
nic�

I ���� Pomoc� rozhodovac�ho stromu najd�te �e�en� 
lohy obchodn�ho cestuj��
c�ho pro ohodnocen� graf na obr� ���"�

���� Toky v s	t	ch

V t�to kapitole jsme uvedli jen n�kolik aplikac� ohodnocen�ch graf�� Oblast� velmi
bohatou na tyto aplikace je tak� teorie tok� v s�t�ch	 kter� se zab�v� n�sledu�
j�c� situac�� S�
 je orientovan� graf obsahuj�c� dva v�zna�n� vrcholy z �zdroj a
s �stok� Ka�d� hrana m� ur�enou propustnost �budeme�li si hrany p�edstavovat
jako potrub�	 jde o mno�stv� kapaliny	 kter� m��e hranou za jednotkov� �as pro�
t�ct� Tok v t�to s�ti je ohodnocen� hran s vlastnost�	 �e sou�et ohodnocen� hran
vstupuj�c�ch do libovoln�ho vrcholu x /∈ {z, s} je shodn� se sou�tem ohodnocen�
hran	 kter� z x vystupuj� �z x tedy odt�k� tolik kapaliny	 kolik do n�j p�iteklo�
C�lem je naj�tmaxim�ln� tok	 tj� tok	 pro kter� ze zdroje vyt�k� maxim�ln� mno��
stv� kapaliny� Existuje v�ta �tzv� v�ta o maxim�ln�m toku	 kter� toto mno�stv�



���
� Toky v s�t�ch ���
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Obr�zek ���"� Graf ke cvi�en� ���"�

jist�m elegantn�m zp�sobem charakterizuje� Pro nalezen� maxim�ln�ho toku jsou
k dispozici efektivn� algoritmy� Podrobn�j�� informace k tomuto t�matu lze z�skat
mj� v p�edn��k�ch �"��
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V�sledky cvi�en�

Kapitola �

����

X ∪ Y + {z � x ∈ X nebo z ∈ Y },
X ∩ Y + {z � x ∈ X a z ∈ Y },
X − Y + {z � x ∈ X a z /∈ Y }.

���� A m� �n podmno�in	 z toho �n−� sud�ch�

���� �a
�

n

k

�
+

n2
k2�n− k2

,

�
�
�

�
+ ��,

�
��
�

�
+ ���,

�
��
�

�
+ �,

�
�
�

�
+ �.

���� �a �n� �b ��

���� V obou p��padech tvrzen� plat��

���� L�R + P �R + {�, �}.

�����

R ∪ T + {��, a, ��, b, ��, c, ��, b, ��, a, ��, b, ��, a, ��, b, ��, c, ��, d},
R ∩ T + {��, c, ��, a},
R− T + {��, a, ��, b, ��, b, ��, b, ��, c, ��, d},
R 
 T + {��, a, ��, b, ��, b, ��, b, ��, a, ��, b, ��, c, ��, d}.

���



��� V�sledky cvi�en�

����� �mn�

����� R implikuje S	 pr�v� kdy� R ⊂ S�

����� Obr� ���a� nap�� prvky L�R odpov�daj� sloupc�m obsahuj�c�m alespo�
jeden vyzna�en� prvek� Na obr� ���b odpov�daj� bod�m z mno�iny X	 ze kter�ch
vede alespo� jedna spojnice�

����� Viz obr� ��� �
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Obr�zek ��� � 'e�en� cvi�en� �����

����� Nap�� pro X + {�, �, �, �} viz obr� ������
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Obr�zek ������ 'e�en� cvi�en� �����

���� Ob� slo�en� jsou rovna R�

���
� �a Nap��klad relace R + {��, �, ��, �, ��, �} na mno�in� {�, �, �}� �b
Relace EX na libovoln� mno�in� X�



��!

����� Jedno je zrcadlov�m obrazem druh�ho podle diagon�ly�

����� Nap��klad� �a pr�zdn� relace na nepr�zdn� mno�in�	 �b relace

R + {��, �, ��, �, ��, �, ��, �}

na X + {�, �}�

����� Ne	 nap�� pro R + {��, �, ��, �, ��, �} a S + {��, �, ��, �} na X + {�, �}�

����� Vztah �b v platnosti nez�stane	 viz nap�� relace R + {��, �}	 S + {��, �}
a T + {��, �, ��, �, ��, �, ��, �} na X + {�, �}�

����� �a mn� �b m�m− � . . . �m− n/� +
�

m
n

� · n2� �c n2 pokud m + n	 jinak
��

����� �a Nap��klad f�n + �n� �b Nap��klad f�� + �	 f�n + n− � pro n ≥ ��

���� �a Je�li f ◦ g na	 pak g je na	 f ne nutn�� �b Je�li f ◦ g prost�	 pak f je
prost�	 g ne nutn��

���
� -Analogick� fakt. je f ◦ p + g ◦ p⇒ f + g�

����� Nap��klad� �a n �→ n/�� �b n �→ �n pro n > � a n �→ −�n/ � pro n ≤ ��

����� Slab� antisymetrick� zobrazen� jsou charakterizov�na nap�� podm�nkou

pokud f�f�x + x, pak f�x + x.

����� Uv�d�me zkratky vlastnost� dan�ch relac� �R + re0ex�vn�	 A + slab� anti�
symetrick� atd�� �a RAT	 �b AT	 �c RS	 �d RST	 �e S	 �f RAT	 �g RT	 �h
SAT �plat� toti� S + {��, �}2	 �i T	 �j RT	 �k nic	 �l RST�

���� Ne	 viz nap��klad pr�zdn� relace�

���
� Jde pr�v� o podmno�iny identick� relace�

����� Matice re0ex�vn� relace m� na diagon�le sam� jedni�ky	 matice symetrick�
relace je symetrick��

����� Ano�

����� Relace ∼ nen� ekvivalence	 proto�e p ∼ −p	 ale nen� −p ∼ p�
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Obr�zek ������ 'e�en� cvi�en� ���"�

����� �a Ne	 viz relace R + {��, �, ��, �} ∪ 4 a S + {��, �, ��, �} ∪ 4 na
mno�in� {�, �, �}	 kde 4 + {��, �, ��, �, ��, �}� �b Ne	 nen� re0ex�vn�� �c Ne	
viz cvi�en� �����

���� �a Ano	 p��mky rovnob��n� s y + x� �b Ano	 p��mky rovnob��n� s y + kx�
�c Ano	 soust�edn� elipsy�

���
� Ekvivalence ≈ m� n / � t��d	 ekvivalence � nekone�n� mnoho�

����� Viz obr� ������

����� Matice M je v -blokov�m tvaru.	 pokud

M +

�
����
B� � . . . �
� B� . . . �
���

���
� � � �

� � . . . Bk

�
			
 ,

kde -bloky. Bi jsou �tvercov� matice slo�en� ze sam�ch jedni�ek	 jejich� diagon�ly
le�� na diagon�le matice M � V matici M�R v blokov�m tvaru bloky odpov�daj�
t��d�m ekvivalence R�

Kapitola �

���� Grupa na mno�in� {�, a, b, c} s operac� ��

� � a b c
� � a b c
a a � c b
b b c � a
c c b a ��

���� Nejmen�� p��klad tvo�� grupa ze cvi�en� ��� spolu s grupou ur�enou tabulkou



�� 

� � a b c
� � a b c
a a b c �
b b c � a
c c � a b	

co� je v podstat� grupa Z�	 de#novan� v odd�lu ����

���� Kdy� se x a y v i�t� sou�adnici shoduj��

���� ���

��� Mno�ina �e�en� je

{��t / �, �, t / �, t � t ∈ Z	}.

��
� T�leso Z��

⊕ � �
� � �
� � �

⊗ �
� �

T�leso Z
�

⊕ � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

⊗ � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

����� Nech) z je reprezentant t��dy a� Pokud p d�l� z	 pak a + � a inverzn�
prvek neexistuje� Jinak �z, p + �	 proto�e p je prvo��slo	 a sta�� naj�t koe#cient
x v rovnosti zx / py + �z, p� T��da �x�p je inverzn� ke t��d� a�

����� Jde o krit�ria� �a x je d�liteln� � �resp�  	 pr�v� kdy� m� sou�et cifer
d�liteln� � �resp�  � �b $�slo x je d�liteln� "	 pr�v� kdy� m� posledn� troj��sl�
d�liteln� "� �c $�slo x je d�liteln� ��	 pr�v� kdy� je rozd�l sou�tu cifer na lich�ch
pozic�ch a sou�tu cifer na sud�ch pozic�ch d�liteln� ���
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Kapitola �

���� �a ne	 �b ano	 neporovnateln� dvojice jsou {�, �} a {�, �}�

���� Nech) X je abeceda �mno�ina symbol� s line�rn�m uspo��d�n�m ≤� Pro
slova a + a� . . . am a b + b� . . . bn �kde symboly ai, bj jsou z X polo��me a � b	
pr�v� kdy� existuje k ≤ min�m, n s vlastnostmi�

�� pro ka�d� j ≤ k je aj ≤ bj 	 a d�le

�� bu* k < min�m, n a ak�� ≤ bk��	 nebo k + m�

Relace � je tzv� lexikogra�ck� uspo��d�n� na mno�in� slov nad abecedou X�

���� Je to pr�zdn� relace�

���� Viz obr� ������ V p��kladu �a existuje jen nejv�t�� prvek ���	 v p��kladu
�b nejv�t�� ��� i nejmen�� ��	 v p��kladu �c ani jeden�
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Obr�zek ������ 'e�en� cvi�en� ����

���� �b Nap��klad mno�ina re�ln�ch ��sel se standardn�m uspo��d�n�m �viz cvi�
�en� ����

��� Nap��klad mno�ina v�ech cel�ch ��sel se standardn�m uspo��d�n�m a s p�ida�
n�m prvkem ∗	 kter� je men�� ne� � a neporovnateln� se v�emi z�porn�mi ��sly�
Prvek ∗ je jedin� minim�ln� prvek	 ale nejmen�� prvek neexistuje�

��
� �a Ne	 proto�e �d, a /∈ R� �b Ano	 minim�ln� prvky jsou b, e	 maxim�ln�
a, d�

���� Nap��klad mno�ina {�, . . . , !} s uspo��d�n�m

R + {�i, j � i ≤ �, j ≥ �} ∪ {�i, i � i + �, . . . , !}.



���

���� Existuj�	 in#mum odpov�d� nejv�t��mu spole�n�mu d�liteli	 supremum nej�
men��mu spole�n�mu n�sobku�

����� Jedin� minim�ln� prvek je pr�zdn� uspo��d�n�	 maxim�ln� prvky jsou line�
�rn� uspo��d�n��

����� Dok��eme jen neplatnost vztahu ���� ve svazu M	� Nech) x, y, z jsou
v�echny t�i prvky svazu M	 r�zn� od �	 �	 p�i�em� y ≤ z� Potom z ∧ �x ∨ y +
z ∧ � + z	 zat�mco �z ∧ x ∨ �z ∧ y + � ∨ x + x	 tak�e distributivita neplat��
U svazu N	 je rovn�� t�eba uv��it t�i prvky r�zn� od �	 ��

����� Vlastnost neplat� nap�� pro prvky svazu N	 r�zn� od �, ��

���� Ano�

���
� Nejmen�� prvek je �	 nejv�t�� �� Svaz je distributivn�� podle cvi�en� �� 
in#mum ��sel a, b odpov�d� nejmen��mu spole�n�mu d�liteli nsd�a, b	 supremum
nejmen��mu spole�n�mu n�sobku nsn�a, b� Proto�e plat�

a · b + nsd�a, b · nsn�a, b,

podle cvi�en� ���� snadno dost�v�me distributivitu dan�ho svazu�

����� �b Ne	 nap��klad pro X + {�, �, �, �, ��} jde o svaz N	�

�����

p��pad minim�ln� maxim�ln� nejmen�� nejv�t�� svaz distributivn�
�a � �	 �� � � ne �
�b �	�	! �� � �� ne �
�c � �� � �� ano ne
�d � �� � �� ne �
�e � �� � �� ano ne
�f � �� � �� ano ano

����� Jsou to mno�iny {�, �, �, ��}	 {�, �, �, �, ��}	 {�, �, �, ��}	 {�, �, �, �, ��}�

����� Ano�
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����

p��pad svaz distributivn� komplement�rn� Booleova algebra
�a ne � � �
�b ano ne ano ne
�c ano ano ano ano
�d ano ano ne ne

���� Uspo��dan� mno�ina D�n je Booleova algebra	 pr�v� kdy� n nen� d�liteln�
druhou mocninou ��dn�ho prvo��sla� �Pokud toti� p� d�l� n	 pak p nem� komple�
ment�

���� Zkratky� R + re0ex�vn�	 S + symetrick�	 A + slab� antisymetrick�	 T +
tranzitivn�

p��pad R S A T ekvivalence uspo��d�n�
�a ne ne ano ano ne ne
�b ne ano ne ne ne ne
�c ne ano ne ne ne ne

��� Nap�� prvek a nem� inverzn� prvek vzhledem k n�soben��

��
� Uvedeme pouze tabulku operace / �v obvykl�m z�pisu	 tak�e nap�� mno�inu
{b, c} ozna�ujeme bc�

/ � a b c ab ac bc �
� � a b c ab ac bc �
a a a ab ac ab ac bc �
b b ab b bc ab � bc �
c c ac bc c � ac bc �
ab ab ab ab � ab � � �
ac ac ac � ac � ac � �
bc bc � bc bc � � bc �
� � � � � � � � �

����� Atomy jsou� �a mno�iny {a}, {b}, {c}	 �b jednoprvkov� podmno�iny mno�
�iny X	 �c prvky �	 � a ��

����� Atomy jsou jednoprvkov� podmno�iny mno�iny p�irozen�ch ��sel�

����� �d Spojen�	 pr�sek a komplement lze popsat n�sledovn��

�A� ∧ �B� + �A ∩B�,

�A� ∨ �B� + �A ∪B�,

�A� + �N− A�.



���

����� �a Hasseovy diagramy t�chto uspo��dan�ch mno�in jsou na obr� ������
�c Nap�� n�sleduj�c� uspo��d�n� S	 T � uspo��d�n� S je standardn� uspo��d�n�
p�irozen�ch ��sel	 uspo��d�n� T se s n�m shoduje na mno�in� {�, �, . . .}	 ale ��slo
� je v n�m v�t�� ne� v�echna ostatn� ��sla�

Obr�zek ������ P�t neisomorfn�ch t��prvkov�ch uspo��dan�ch mno�in�

����� Mno�inou atom� direktn�ho sou�inu A�×A� je kart�zsk� sou�in At�A�×
At�A��

����� Hodnoty z�sk�me	 pokud v tabulce ��� provedeme n�sleduj�c� nahrazen��

�→ ��, a → ��, b→ ��, �→ ��.

����� V�sledkem jsou tyto pravdivostn� tabulky�

x y x → y y / x5y
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

����� Je to booleovsk� polynom rovn� polynomu x��

����� Supremum funkc� f, g je funkce	 jej�� hodnota v ka�d� n�tici �a�, . . . , an ∈
Bn
� je supremem hodnot f�a�, . . . , an a g�a�, . . . , an� Podobn� in#mum a kom�

plement�

����� |F�| + ��	 |Fn| + ��
n

�

����� Plat�

5x + x |x,

x / y + 5x | 5y + �x |x | �y | y,
x · y + x | y + �x | y | �x | y.
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���� �a Ani v jednom	 �b jen v sou�inov�m	 �c v obou	 �d v obou�

���
�

f�x, y, z + 5xy5z / x5y5z / x5yz / xyz

+ �x / y / z�x / y / 5z�x / 5y / 5z�5x / 5y / z,

g�x, y, z + 5x5y5z / 5xy5z / 5xyz / x5yz / xyz

+ �x / y / 5z�5x / y / z�5x / 5y / z.

����� Nap��klad x5y5z a x5y5z / x5x�

����� V�ta neplat�	 konstantn� � m� vyj�d�en� v 
pln�m sou�tov�m	 ale nikoli
v 
pln�m sou�inov�m tvaru�

�����

x→ �y → x + xyz / xy5z / x5yz / x5y5z / 5xyz / 5xy5z / 5x5yz / 5x5y5z

�vyj�d�en� v 
pln�m sou�inov�m tvaru neexistuje	

x⊕ �y → z + xy5z / 5xyz / 5x5yz / 5x5y5z

+ �x / 5y / z�5x / y / z�5x / y / 5z�5x / 5y / 5z,

y�x / 5yz + x5yz / x5y5z / 5xyz / 5xy5z / 5x5y5z

+ �x / y / z�x / y / 5z�5x / 5y / z,

��5xy⊕ z��xz → y + xyz / 5xy5z / 5x5yz

+ �x / y / z�x / 5y / 5z�5x / y / z�5x / y / 5z�5x / 5y / z.

�����

x → ��y / 5xz⊕ 5z + xyz / x5y5z / 5xyz / 5xy5z / 5x5yz / 5x5y5z

+ �5x / 5y / z�5x / y / 5z,

��x5y⊕ �y5z⊕ �z5x + xy5z / x5yz / xy5z / x5y5z / 5xyz / 5xy5z / 5x5yz

+ �x / y / z�5x / 5y / 5z.

����� �n�
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���� Jeden z isomor#sm� nap��klad p�i�azuje vrchol�m �, �, . . . , � po �ad� vrcholy
b, e, f, c, a, d�

���� Po �ad�
�

n
�

�
	 �	 n− � a n�

��� V�echny vrcholy grafu Kn maj� stupe� n−�	 v grafu Dn jsou v�echny stupn�
�� V grafu Pn jsou pro n ≥ � dva vrcholy stupn� �	 ostatn� maj� stupe� �� Graf
P� m� jeden vrchol stupn� �� V�echny stupn� v grafu Cn jsou ��

��
� �a Pro p ≥ q je sk&re �p, p, . . . , p, q, q, . . . , q	 p�i�em� p se opakuje q�kr�t a
q se opakuje p�kr�t� �b �k, k, . . . , k	 kde k se opakuje �k�kr�t�

���� Nap��klad kru�nice C� a disjunktn� sjednocen� dvou kru�nic C��

���� Pro ��dn�� Graf s n vrcholy nem��e m�t vrchol stupn� n�

����� �a Viz obr� �����a� �b Viz obr� �����b� �c Neexistuje �sou�et stup�� je
lich��

����� �b Jde o n�sleduj�c� charakterizaci� k�regul�rn� graf na n vrcholech existuje
pr�v� tehdy	 kdy� k − � d�l� n�

�a� �b�

Obr�zek ������ P��klady �e�en� cvi�en� �����

Kapitola �

��� Nap�� ka�d� prost� zobrazen� mno�iny X do mno�iny Y je homomor#smus
diskr�tn�ho grafu s mno�inou vrchol� X do diskr�tn�ho grafu s mno�inou vrchol�
Y a m� po�adovan� vlastnosti�

��� �a �	 �b ��

���� Tah je hranov� monomor#smus z cesty Pk do grafu G	 uzav�en� tah je
hranov� monomor#smus z kru�nice Ck do G�

���� Nap�� ��, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, �, ��



��� V�sledky cvi�en�

Kapitola 


��� Po�et r�zn�ch strom� je ��	 po�et neisomorfn�ch ��


��� �a �	 �b n	 �c n� / �n�


��� �n�


��� �a n · �n−�	 �b �n−��n / ��


�
� Pr�m�rn� v��en� hloubka je �.���


��� ELEGIE� ��������������	 LILIE� ���������������� Hu%man�v k&d se -vy�
plat�. u prvn�ho slova �m� d�lku ��	 zat�mco p�i zak&dov�n� ka�d�ho symbolu
trojic� bit� bychom pot�ebovali �" bit�� U druh�ho slova je d�lka v obou p��pa�
dech stejn��


��� LIGA�


���� Hu%man�v strom je na obr� ������ Jeho pr�m�rn� v��en� hloubka je �.��

A D B E

C

Obr�zek ������ Hu%man�v strom ve cvi�en� !����

Kapitola �

���� Nap��klad sjednocen� orientovan�ho cyklu na vrcholech a, b, c, d a orientovan�
cesty na vrcholech d, e, f �

��� Nap��klad ��, �, �, �, �, � nebo ��, �, �, �, �, ��

��
� Nap��klad graf G	 jeho� mno�inou vrchol� je mno�ina v�ech cel�ch ��sel	 a
hrany jsou v�echny dvojice �k, k / �	 kde k ∈ Z�
���� �a R je re0ex�vn�	 pr�v� kdy� u ka�d�ho vrcholu je smy�ka� �b R je sy�
metrick�	 pr�v� kdy� ke ka�d� hran� mezi r�zn�mi vrcholy existuje protich�dn�
hrana� �c R je antisymetrick�	 pr�v� kdy� graf G neobsahuje ��dnou dvojici
protich�dn�ch hran�

����� V obou p��padech jde o orientovan� graf se dv�ma vrcholy spojen�mi jednou
hranou�
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���� �a

�
���

� � � −� �
−� � � � �
� −� −� � �
� � � � −�

�
		
 ,

�b

�
�������

� � � � � � −� � �
−� � � � � � � −� �
� −� −� � � � � � �
� � � � � � � � �
� � � −� � −� � � −�
� � � � −� � −� � �

�
						


.

���� Li�� se jen po�ad�m ��dk� a sloupc��

���� Ano� Vektory v�, . . . , vn ∈ Rn jsou line�rn� z�visl�	 pr�v� kdy� matice s ��dky
v�	 . . . 	vn m� nulov� determinant�

���� Hodnost je �k	 hledan� mno�iny obsahuj� pro ka�dou komponentu pr�v� dva
��dky odpov�daj�c� jejich vrchol�m�

���� Po�et faktor� je �m�

��� Je jich " �viz tak� cvi�en� !��c�

��
� �a ��� �b ��� �c !�� �d �"��

Kapitola ��

����� Nap��klad sjednocen� dvou troj
heln�k� se spole�n�m vrcholem� Faktor
obsahuj�c� v�echny hrany je sud�	 ale nen� to kru�nice�
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����� P�i o��slov�n� hran jako na obr� ����� dostaneme matice	 kter� se od n��
sleduj�c�ch li�� jen po�ad�m ��dk��

�a

�
�������������������

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

�
																		


, �b

�
���������

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � �

�
								


.

e1

e2

e3

e4

e5 e6

e7e8

�a�

e1 e2

e3

e4e5

e6 e7 e8

e9

e10

e11e12

�b�

Obr�zek ������ Ozna�en� hran graf� z cvi�en� �����

����� Nap�� hv�zda vrcholu stupn� � v grafu na obr� !��a nen� �ez�

����� Opa�n� implikace neplat�	 nap�� tu�n� ozna�en� mno�ina hran A na obr�z�
ku ����! nen� �ezem�

Obr�zek ����!� P��klad k cvi�en� �����

����� 'e�en� je na obr� ����" a ���� �



�� 
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����� Na diagon�le jsou stupn� vrchol�	 jinde ��

����� P�t� v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v�	 v�v�v�v�v��

����� Jde o vztah

F� + F� + �,

Fi�� + Fi / Fi��,

kde i ≥ ��

����� Pro sud� n je

D�Cn +

�
��������

� � � . . . n
�
− � n

�
n
�
− � . . . � �

� � � . . . n
�
− � n

�
− � n

�
. . . � �

���
���

���
� � �

���
���

���
� � �

���
���

n
�

n
�
− � n

�
− � . . . � � � . . . n

�
− � n

�
− �

���
���

���
� � �

���
���

���
� � �

���
���

� � � . . . n
�

n
�
− � n

�
− � . . . � �

�
							


�pro lich� n jsou nutn� mal� zm�ny� D�le je

D� �Cn +

�
����

� � � . . . n− � n− �
n− � � � . . . n− � n− �

���
���

���
� � �

���
���

� � � . . . n− � �

�
			
 .

���
� Graf je siln� souvisl�	 pr�v� kdy� jeho distan�n� matice neobsahuje polo�ky
∞�

����� $tvercov� symetrick� nez�porn� re�ln� matice�

Obr�zek ����"� Fundament�ln� soustava kru�nic ve cvi�en� ���" �tu�n��
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Obr�zek ���� � Fundament�ln� soustava �ez� ve cvi�en� ���" �tu�n��

u

v

�a�

v

u

�b�

u v

�c�

Obr�zek ������ �N�kter� minim�ln� cesty v p��kladu �����

����� P��klady �e�en� jsou na obr� ������ V�hy minim�ln�ch cest jsou� �a ��	 �b
��	 �c ���

����� Ozna�me vrcholy zleva doprava u, x�, x�, . . . , x�, v� Potom minim�ln� cesta
je� �a �u, x�, x�, x	, v	 v�ha � 	 �b �u, x�, x�, x�, x�, x�, v	 v�ha �"�

����� Matice v��en�ch vzd�lenost� jsou�

�a

�
���
� � � �
� � � �
� � � �
" ! � �

�
		
 , �b

�
�����

� " � � !
 � � � �
� ! � � ��
� � � � "
� � � � �

�
				
 ,

�c

�
�����

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

�
				
 , �d

�
�����

� � � � �
� � � � �
" � � � �
 � � � �
" � � � �

�
				
 .
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����� Tvrzen� neplat�	 sta�� uv��it troj
heln�k s hranami ohodnocen�mi �	 �	 �	
p�i�em� u a v jsou koncov� vrcholy hrany o v�ze ��

���� Minim�ln� kostry maj� v�hu �a "	 �b ��� Jejich p��klady jsou na obr�z�
ku ������

�a� �b�

Obr�zek ������ Minim�ln� kostry v cvi�en� �����

����� Optim�ln� kru�nice je �A, D, E, B, C, A a m� v�hu ���
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