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Uvodem

Mate pred sebou text k prednasce Diskrétni matematika pro prvni roc¢nik na
Zapadoceské univerzité v Plzni. Cilem prednasky, a tim i této publikace, je nejen
predat zakladni znalosti o diskrétni matematice, ale také prispét k tomu, aby se
posluchaci a ¢tenari zdokonalili ve schopnosti presného mys$leni a formulovani, a
ziskali cit pro vnitini krdsu matematického argumentu.

Diskrétni matematika je moderni a dynamickou disciplinou, ktera izce souvisi
jak s ostatnimi matematickymi obory (napf. s linedrni algebrou nebo analyzou),
tak s teoretickou informatikou. Za fadu impulst vdécéi prudkému rozvoji poc¢itaci
a komunikace ve druhé poloviné minulého stoleti.

Skripta vznikla volné na zakladé starsiho textu [1]. Predpokladem pfi jejich
cetbé je znalost linedrni algebry v rozsahu tivodniho kursu. Lze je zhruba rozdélit
na dvé casti: prvni ¢tyri kapitoly jsou vénovany matematickym strukturam, u
ostatnich osmi jsou tématem zaklady teorie grafii.

Doporuc¢ujeme vypracovat co nejvice cviceni — stejné jako v jinych oborech
i v diskrétni matematice ¢tenar nejvice ziska, kdyz latku samostatné promysli.
dva. Vysledky vybranych cviceni jsou uvedeny na konci skript. Jedna se prede-
v8im o ta cviceni, ve kterych je cilem zodpovédét néjakou otédzku (a nikoli dokézat
néjakou vétu).

Jsou na svété matematické knihy, jejichz cetba je zadbavou a obcas i “dobro-
druzstvim poznani”. Snazili jsme se, aby k nim patrila i tato skripta; zda se to
podarilo, posoudi nejlépe ¢tenar.

Své podnéty, postiehy a upozornéni na chyby posilejte prosim na adresu
kaisert@kma.zcu.cz. Opravy a doplhky budou k dispozici na internetové
strance http://home.zcu.cz/ kaisert/dma/errata.

Dékujeme autorim softwaru pouzitého pti pripravé této publikace. Jedna se
predevsim o tyto programy a soubory maker: TEX, ETEX, MetaPost, dvipdfm,
subfigure, hyperref, emp a dvichop. V textu jsou pouzita cviceni z knih [3], [4],
[5] a [6]. Dale dékujeme kolegovi J. Brouskovi za cenné pfipominky k pracovnim
verzim tohoto textu.

Plzen, Gnor 2004 Autofi
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Kapitola 1

Relace

Uvodni kapitola je vénovana dilezitému a velmi obecnému pojmu relace, ktery
zastresuje fadu na pohled riznorodych pojmu jako zobrazeni, ekvivalence nebo
usporadani. Protoze relace popisuji vztahy mezi prvky mnozin a navic jsou samy
mnozinami, bude vhodné mnoziny nejprve kratce pripomenout.

1.1 Struéné o mnozinach

Mnoziny patii k zdkladnim matematickym objektim. V jistém smyslu je celd
matematika, jak ji dnes znadme, vystavéna na pojmu mnoziny. VSechny ostatni
matematické objekty, at jde o prirozena ¢isla nebo spojité funkce, lze totiz mo-
delovat pomoci mnozin.

Komplikované vlastnosti mnozinového svéta jsou predmétem samostatného
oboru, tzv. teorie mnozin. Nas ale v této prednasce nebudou jemnosti této teorie
prilis zajimat a postaci ndm nasledujici intuitivni pohled na véc.

MnoZina je pro nas soubor navzajem riiznych objektt!, které oznac¢ujeme jako
jeji proky. Je-li a prvkem mnoziny X, piSeme a € X, jinak a ¢ X. MnoZina je bud
konecnd (mé-1i kone¢ny pocet prvki) nebo nekonecnd. Pocet prvki koneéné mno-
ziny X oznacujeme symbolem | X|. Sestava-li mnozina X z prvkd xq,. .., z, pi-
Seme X = {x1,...,x}. Podobné napiiklad zdpis X = {m € N : m je sudé ¢islo}
znamend, ze mnozina X je sloZena ze vSech sudych pfirozenych ¢isel (symbol IN
bude i nadale oznac¢ovat mnozinu vSech piirozenych ¢isel).

PodmnoZina mnoziny X je mnozina Y, jejiz kazdy prvek je také prvkem
mnoziny X. Je-li Y podmnozinou mnoziny X, piseme Y C X (pfipadné Y C
X, chceme-li zdiraznit, 7e mnoziny X, Y mohou byt shodné). Pro pocviceni ve
formalnim zapisu muzeme definici vyjadrit takto:

YCX pravekdyz Vy:yeY =ye X.

! Netikdme uz ale, co to je objekt. V tom pravé spociva intuitivnost naseho piistupu.
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Mnozina Y C X je vlastni podmnoZzinou mnoziny X (psino Y & X), pokud
plati Y # X. V&imnéme si, 7e prdzdnd mnoZina () (tj. mnoZina, kterd nemd
zadné prvky) je podle definice podmnozinou kazdé mnoziny.

Mezi pojmy prvek a podmnozina je zasadni a nékdy prehlizeny rozdil. Je-li
X = {1,2,3}, pak plati 1 € X, ale zépis 1 C X neméd smysl, protoze prirozené
¢islo 1 (alespon zatim) nepovazujeme za mnozinu. Podobné plati {1} C X, ale
neplati {1} € X. Dal$i podmnoziny mnoziny X jsou napiiklad @, {2, 3} nebo X.

Jiny piiklad: plati § C 0, ale ) ¢ 0, protoze mnozina () zddné prvky neobsa-
huje.

S mnozinami lze provadét nasledujici zakladni operace. Prunik X NY sestava
ze vSech spolecnych prvki mnozin X a Y, sjednoceni X UY ze vSech prvki
alespon jedné z mnozin X a Y, rozdil X —Y (psano také X \ Y) je slozen ze
vSech prvki mnoziny X, které nejsou obsazeny v mnoziné Y. Kartézsky soucin
X XY mnozin X a Y je mnoZina vSech usporadanych dvojic (z,y), kde z € X
ayeyY.

Cviceni
» 1.1 Napiste formalni definici sjednoceni, priniku a rozdilu mnozin.
» 1.2 Dvé mnoziny A, B jsou si rovny?, pokud maji piesné tytéZ prvky, tedy

pokud plati A C B a B C A. Dokazte pfimo z definic, Ze pro mnoziny A, B, X
plati de Morganovy® zékony:

» 1.3 Necht A je n-prvkova mnozina. Kolik ma podmnozin? Kolik z téchto pod-
mnozin méa sudy pocet prvkia?

» 1.4 Pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny oznacujeme symbolem

(3) (¢teno ‘n nad k7). Cisltim (}) se ¥ké kombinacni cisla.

(a) Vyjadiete (}) jako vyraz v proménnych n, k. Urcete kombinacni ¢isla (6),

(), () a (3. 3

(b) Dokazte, ze plati

2Tento ‘ocividny fakt’ je vlastné definici rovnosti mnozin. V teorii mnozin jde o jeden ze
zékladnich axiom.

3AUGUSTUS DE MORGAN (1806-1871).
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= ()= ()

(c) Dokazte

» 1.5 Spocitejte:

(a)

(b)

» 1.6 Symetricky rozdil mnozin A, B definujeme piedpisem
AN B=(A-B)U(B-A).
Dokazte podrobné:
(a) AA(ANB)=A—-(ANB),
(b) AAN(AUB)=(AUB) — A.
» 1.7 Dokazte:
XCAUB < (X-A)CB < (X-AnN(X-B)=0.

» 1.8 Plati pro libovolnou ¢tverfici mnozin rovnost A x B = C x D pravé tehdy,
kdyz A = C a B = D? Jak se situace zméni, nahradime-li v8echny symboly
rovnosti ‘=" symbolem ‘C’?

1.2 Relace

Méjme dvé mnoziny X,Y a predstavme si, ze kazdy prvek 2 € X miize (a nemusi)
byt ve ‘vztahu’ R s libovolnym poc¢tem prvki y € Y. Na tento vztah nejsou
kladeny zadné dalsi podminky.

Prirozenym zpitisobem, jak takovy vztah popsat, je vyjmenovat vSechny dvo-
jice (x,y) prvkia z € X ay € Y, které spolu jsou ve vztahu R. Pfipomeneme-li
si, ze kartézsky souc¢in X x Y je v oddilu 1.1 definovan jako mnozina vSech uspo-
radanych dvojic s prvnim prvkem z mnoziny X a druhym prvkem z mnoziny Y,
dostavame se k nasledujici definici pojmu relace:

Definice 1.1 Relace z mnozZiny X do mnoZiny Y je libovolnd podmnozina R
kartézského soucinu X x Y.
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Takové relaci se tikd bindrni, protoze urcuje vztah mezi dvojicemi objekti.
Definici lze snadno zobecnit na n-drni relace (vztahy mezi n-ticemi prvki), ale
nas zajima predevsim binarni pripad.

Je-li dana relace R z mnoziny X do mnoziny Y, pak pro kazdou dvojici (z,y) €
R také piseme z R y (a ¢teme ‘prvek x je v relaci R s prvkem y’). Dany prvek
x € X ovSem nemusi byt v relaci R s zadnym prvkem mnoziny Y (v extrémnim
pfipadé miZe byt relace R tieba prazdnd). Proto definujeme levy obor relace R
jako

L(R) = {x € X : existuje n&jaké y € Y tak, ze z R y}
a podobné pravy obor
P(R) ={y € Y : existuje né&jaké x € X tak, ze z R y}

Piiklad 1.2 Vezméme si napiiklad mnoziny X = {2,3,5} a Y = {1,4,7,10}.
Jedna 7z relaci z mnoziny X do mnoziny Y pak vypada treba takto:

R = {(2,4), (2,10), (5, 10)}.

Relace R ma shodou okolnosti dosti ptrirozeny popis; plati totiz, ze x je v relaci
s y, pravé kdyz x déli y. To ale viibec neni podminkou: stejné tak je relaci z X do
Y t¥eba mnozina {(2,4), (3,7), (5,1)}, u které zadny takovy popis asi nenajdeme.

Cviceni
» 1.9 Mé&me mnoziny ptirozenych ¢isel A = {1,2,3,4} a B = {3,4,5,6}. Urcete
levy a pravy obor relace
R={(a,b) :a>bac Abe B}

z mnoziny A do mnoziny B.
» 1.10 Necht A ={1,2,3,4}, B ={a,b,c} jsou dvé mnoziny. Uvazme nasledu-
jici relace z A do B:

R={(1,a),(1,c),(2,b),(3,a),(3,0),(4,0), (4,¢), (4,d)}

T ={(1,b),(1,¢),(3,a),(4,a)}.
Urcete mnoziny RUT, RNT, R — T a symetricky rozdil R A T. Jedna se ve

vSech pripadech o relace?

» 1.11 Méjme m-prvkovou mnozinu X a n-prvkovou mnozinu Y. Kolik je vSech

.....

» 1.12 Necht R a S jsou relace z mnoziny X do mnoziny Y. Rekneme, e relace
R implikuge relaci S, plati-li
rRy=2zSy

pro kazdé z € X ay € Y. Co to znamenda o relacich R a S jakozto o mnozinach
usporadanych dvojic?
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1.3 Znazornéni relaci

Relaci R z minulého prikladu mizeme znazornit nékolika uziteénymi zpiisoby.
Na obr. 1.1a je znazornén kartézsky soucin X x Y, v némz jsou plnymi krouzky
zvyraznény prvky relace R. Na obr. 1.1b pak jednotlivym prvkiim mnozin X a
Y odpovidaji body, pricemz mnozina X je zobrazena vlevo a mnozina Y vpravo.
Dva body jsou spojeny carou, pokud jsou odpovidajici prvky v relaci R. Relace
R je tak znazornéna v podobé grafu, coz je pojem, kterym se budeme zabyvat
v pozdéjsich prednaskach.

Témto dvéma typim znazornéni relace R budeme tikat kartézské a grafove
znazornéni.

}/;'\\ .
10, @ O @ 10
| l: 5
710 0 O
| : . 07
l|l4:'. o O 3e
. 4
\\\1/( O OO 2
- /,;————E-——~\\\ o]
‘2 3 50
Tt T X X Y
(a) (b)

Obrazek 1.1: Dva zptisoby zobrazeni relace: (a) jako podmnozina kartézského
soudinu, (b) jako graf.

Cviceni

» 1.13 Jak z obr. 1.1a a 1.1b pozname levy a pravy obor relace R?

» 1.14 Znazornéte obéma zptsoby relaci R ze cviceni 1.9.

1.4 Skladani relaci

Za chvili uvidime, 7e zobrazeni (funkce), jak je zndme z analyzy, jsou specidl-
nim pripadem relaci. Néasledujici definice skladani relaci je zobecnénim piredstavy
skladani funkei.
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Definice 1.3 Necht R je relace z mnoziny X do mnoziny Y a S je relace z mno-
ziny Y do mnoziny Z. Pak sloZeni relaci R a S je relace RoS C X X Z z mnoziny
X do mnoziny Z, definovana takto:

(x,z) € Ro S, pravé kdyz existuje y € Y tak, ze t Ry ayS z,

kde z € X a z € Z. VSimnéme si, ze slozeni relaci R,S je definovano jen v piipadé,
ze relace R ‘konc¢i’ v mnozing, kde S ‘zacind’.

Podivejme se na konkrétni priklad. Necht X = {1,2,3,4,5}, Y = {5,6,10}
a Z ={7,12,18,20}, a definujme relace R C X xY a S CY x Z opét pomoci
délitelnosti (tedy napiiklad pro z € X ay € Y bude (z,y) € R, pokud = déli y).
V grafovém znazornéni relaci R a S dostaneme situaci na obr. 1.2a.

5 RoS

20
4e

18
3

12
2

o7

1
X Z

Obrazek 1.2: (a) Relace R a S, (b) jejich slozeni.

Z definice skladani plyne, ze prvky x € X a z € Z budou v relaci Ro .S, pokud
se z x do z da prejit ‘po spojnicich’ pres néjaky prvek y € Y. Ovéite, ze Ro S
vypada jako na obr. 1.2b.

V tomto znazornéni relace je prithledny i dalsi pojem: inverzni relace.

Definice 1.4 Relace inverzni k relaci R C X x Y je relace R°! C YV x X,
definovana vztahem
y R~ 2z pravé kdyz z R y

proze X,yeY.
V grafovém znézornéni se prechod k inverzni relaci projevi zrcadlovym oto-
¢enim obrazku podle svislé osy. Jak tomu bude v kartézském znézornéni? (Cvi-

Ceni 1.18.)
Vezméme napriiklad relaci S z obr. 1.2a. Relace inverzni k S bude

S~1 = {(20,5), (12,6), (18,6), (20,10)}
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a jedna se o relaci z mnoziny Z do mnoziny Y.

Necht je dana mnozina X. Misto o ‘relaci z X do X’ mluvime prosté o relaci
na mnoziné X. VSimnéme si, ze pro kazdé dvé relace na X je definovano jejich
slozeni. Vyznacnym prikladem relace na mnoziné X je identicka relace

Ex ={(z,x) :x € X}.

Co se stane, slozime-lirelaci R C X xY s relaci k ni inverzni? Zjevné RoR™! je
relace na mnoziné X a lakava hypotéza je, ze je rovna identické relaci Ex. To ale
neni pravda, jak ukazuje tfeba prazdna relace R = ), pro kterou je Ro R™! rovnéz
prazdné. Obecné neplati ani jedna z inkluzi mezi Ex a RoR™". (Viz cviceni 1.19.)
Podobné je tomu u opa¢ného poradi skladani, totiz pro relace R~' o R a Ey-.

Zalezi u skladani operaci na poradi? Obecné samoziejmé ano — pokud R je
relace z X do Y, a S je relace z Y do Z, pak Ro S je dobie definovana relace,
zatimco S o R definovana neni. Jsou-li ovSem R,S relace na mnoziné X, pak tento
problém nemtze nastat. Ani tam ale nemusi byt R o S = S o R. Prikladem je
tato situace: mnozina X je dvouprvkova, X = {a,b}. Relace R C X x X sestava
z jediné dvojice (a,a), zatimco S = {(a,b)}. Pak plati

RoS={(a,b)} a SoR=040.

(Této otazky se tyka také cviceni 1.17.)

Tiebaze u skladani relaci zalezi na jejich poradi (neni to tedy komutationi
operace), jednou péknou vlastnosti nas skladani prekvapi. Je totiz asociativni,
coz znamena, ze nezalezi na zptsobu, jakym relace uzavorkujeme. Presnéji to
vyjadiuje nasledujici véta. Jeji ditkaz mize byt pti prvnim ¢teni ponékud obtizny,
vyplati se ale jej diitkladné prostudovat.

Véta 1.5 (O asociativité sklddani relaci) Neeht RC X XY, SCY xZ a
T C Z xW jsou relace. Potom

Ro(SoT)=(RoS)oT.

Dikaz. K lepsimu pochopeni ditkazu mize pomoci, budeme-li si relace R, S, T
predstavovat v grafovém znazornéni jako na obr. 1.3.

Dejme tomu, ze x € X a w € W jsou spolu v relaci Ro (SoT). Podle definice
slozeni relaci R a SoT to znamen4, 7e existuje y € Y tak, ze s Ryay(SoT) w.
Opét z definice slozeni relaci S a T existuje z € Z tak, ze y S z a 2T w.

Jinak teceno, pokud z(Ro (SoT)) w, pak existuji y € Y a z € Z tak,
ze x RySzTw (tj. v naSem obrazku lze z x do w piejit ‘po spojnicich’ zleva
doprava). A tato implikace plati i obracené, coZ plyne piimo z definice skladéni.

Stejné se dokéaze, ze x ((RoS)oT) w, pravé kdyz existujiy € Y a z € Z
tak, ze x Ry S 2T w. To ovSem znamena, ze plati z (Ro (SoT)) w, pravé kdyz
plati z ((Ro S) o T') w, protoZe obé tato tvrzeni jsou ekvivalentni téZe podmince.
Z toho uz vyplyva dokazovana véta. O
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X Y zZ W

Obrazek 1.3: Tlustrace k dikazu véty 1.5.

Cviceni

» 1.15 Jak vypada relace Ex ve znazornénich z obr. 1.17
» 1.16 Je-li R relace na X, jak vypada slozeni Ro Ex a Ex o R?

» 1.17 Najdéte priklad relace R na néjaké mnoziné X, pro kterou plati
(a) RoR™'# R0 R,

(b) RoR"'!'=R'oR.
» 1.18 Jak se lisi kartézské znazornéni relace R a inverzni relace R~1?

» 1.19 Najdéte mnozinu X a relaci R na X s vlastnosti:
(a) RoR™! g Ex,

(b) Ex g Ro R_la

» 1.20 Méjme dvé relace R a S na mnoziné X s vlastnosti L(R) = P(S) a
L(S) = P(R). Jsou pak R a S zdmeénné, tj. plati pak Ro S = S o R?

» 1.21 Necht R, S, T jsou binarni relace na mnoziné X. Dokazte podrobné:
(a) (RNS)'=R'NnS™,
(b) (RUS)oT =(RoT)U(SoT).

Zustane vztah (b) v platnosti, nahradime-li v ném vSechny symboly sjednoceni
za prunik?
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1.5 Zobrazeni

Zobrazeni je specialnim pripadem relace.

Definice 1.6 Zobrazeni (nebo také funkce) mnoziny X do mnoziny Y je relace
f C X xY, pro kterou plati, ze pro kazdy prvek x € X existuje prdveé jeden prvek
y € Y tak, ze (x,y) € f. Skute¢nost, ze f je zobrazenim X do Y, zapisujeme
jako f: X =Y.

Pro z € X nazyvame ono jediné y hodnotou zobrazeni f v bodé x a piSeme
f(z) = y. Rikédme také, 7e prvek x je vzorem prvku y pii zobrazeni f. Nepiehléd-
néme, ze libovolny prvek mize mit vice vzort.

Napfiklad relace f z mnoziny X = {1,2,3,4} do mnoziny Y = {a,b, ¢, d} na
obr. 1.4 je zobrazenim. Plati t¥eba f(3) = a atd.

fo——me(
oC

2

1 a

X Y

Obréazek 1.4: Zobrazeni f: X — Y.

Zobrazeni mohou mit nékolik dilezitych vlastnosti.

Definice 1.7 Zobrazeni f: X — Y je

e prosté, pokud kazdé y € Y ma nejvySe jeden vzor pii zobrazeni f,
e na, pokud kazdé y € Y ma alespon jeden vzor pii zobrazeni f,
e vzajemné jednoznacné (jinak téz bijekce), pokud je prosté a na.

Zobrazeni f z obr. 1.4 neni ani prosté, ani na, nebot prvek ¢ nema vzor,
zatimco a ma hned dva.

Co se stane, utvorime-li inverzni relaci k néjakému zobrazeni f : X — Y7
Tato inverzni relace f~! je vidy definovana (je dokonce definovana pro libovolnou
relaci), ale nemusi to byt zobrazeni (viz cvifeni 1.22). Piikladem je tfeba pravé
zobrazeni f z obr. 1.4.

Slozime-li dvé zobrazeni f : X — Y ag: Y — Z, vysledna relace f o g je
zobrazeni X do Z, pro jehoz hodnoty plati

(fog)(z) =g(f(x)).

(Casto je mozné se setkat i se zapisem v obraceném poiadi, ve kterém se stejné
zobrazeni oznacuje jako go f. V tomto textu se drzime vySe uvedeného znaceni.)
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Cviceni
» 1.22 UkaZte, Ze inverzni relace f~! k zobrazeni f : X — Y je sama zobraze-
nim, pravé kdyz f je bijekce.

» 1.23 Necht f: X — Y a g: Y — Z jsou dvé zobrazeni. Dokazte, ze f o g je
zobrazeni.

» 1.24 Necht N je n-prvkova mnozina a M je m-prvkova mnozina. Urcete pocet:
(a) zobrazeni mnoZiny N do mnoZiny M,
(b) prostych zobrazeni N do M,
(c) bijekei mezi N a M.
» 1.25 Najdéte priklad zobrazeni f : N — N, které
(a) je prosté, ale neni na,
(b) je na, ale neni prosté.
» 1.26 (a) Je-li fog zobrazeni na, musi f byt na? Musi g byt na?
(b) Je-li f o g prosté zobrazeni, musi f byt prosté? Musi g byt prosté?

» 1.27 Necht p : Y — Z je prosté zobrazeni. Ukazte, ze pro zobrazeni f,g :
X — Y plati, ze pokud po f =po g, potom f = g. Najdéte analogicky fakt pro
zobrazeni p, které je na.

» 1.28 Méjme zobrazeni f: S — T, g: T — S. Rekneme, 7e g je pravé, resp.
levé inverzni zobrazeni k f, plati-li f o g = Eg, resp. g o f = Er. Dokazte, ze
zobrazeni f je:

(a) prosté, pravé kdyz f mé pravé inverzni zobrazeni,
(b) na, pravé kdyz f ma levé inverzni zobrazeni,

(c) bijekce, pravé kdyz mé pravé i levé inverzni zobrazeni a tato zobrazeni jsou
shodna.

» 1.29 Relace R C A X B je:

a) zobrazenl, prave kKdyz [t~ Je zobrazenl,
b i, pravé kdyz R™' je zob i
1jekce, prave kKdyz [t~ Je bijekce,

(b) bijek ivé kdyz R je bijek

Dokazte.
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» 1.30 Dokazte, 7e pro bijekce f: X — Y ag: Y — Z plati:
(a) Ex = fof™,
(b) By = f"'of,
(c) fog je bijekce.
» 1.31 Najdéte bijekei:
(a) mnoziny sudych celych ¢isel 2Z na mnozinu celych ¢isel Z,
(b) mnoziny celych ¢isel Z na mnozinu kladnych celych ¢isel N,

» 1.32 Dokazte, ze zobrazeni f: N x N — N definované predpisem f(m,n) =
3™ - 2™ je bijekce.

1.6 Znazornéni relaci na mnoziné X

Pro tuto chvili opustime relace z mnoziny X do mnoziny Y a budeme se vénovat
vyhradné relacim na jediné mnoziné X. Pro takové relace mame k dispozici jesté
nékolik typi znazornéni. Vezméme si jako piiklad relaci R na mnoziné X =
{a,b,c,d, e, f} definovanou vztahem

R = {(@7 (L), (f7 f)a (@: C): (aa e): (bv d): (ba f): (fa C)a (eaa)v (Ca 6)}

U maticového zndzornéni relace R sestrojime matici, feknéme M (R), jejiz
radky (a pravé tak sloupce) jednoznaéné odpovidaji prvkiim mnoziny X. V matici
M (R) bude na Fadku odpovidajicim prvku z a ve sloupci odpovidajicim prvku y
jednicka, pokud = R y, a v opac¢ném pripadé tam bude nula. Pro vySe uvedenou
relaci R dostaneme matici

1 01 010
000101
0 00O0T1TPO0
M(R) = 0 00O0O0O0]|
1 00 00O
0010 0 1]
v niz fadky odpovidaji shora doli (a sloupce zleva doprava) prvkim a, ..., f.

Dalsi variantou je znazornéni v podobé orientovaného grafu. Idea je podobna
jako u grafového znazornéni, ovSsem s tim, Zze nyni mizeme usetfit jednu mnozinu
bodi. Kazdy prvek mnoziny = bude nyni zastoupen jen jednim bodem (a ne
dvéma, jako by tomu bylo na obr. 1.1b). Vztah 2 R y znazornime Sipkou z bodu
x do bodu y. Vysledek pro vyse uvedenou relaci R je na obr. 1.5.
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b

Obrazek 1.5: Relace R jako orientovany graf.

1.7 Vlastnosti relaci

Vzhledem k obecnosti pojmu relace je prirozené, ze se relace dale déli podle toho,
zda maji nebo nemaji urcité zakladni vlastnosti.

Definice 1.8 Relace R na mnoziné X je
e reflexivni, pokud pro kazdé x € X plati x R x,
e symetrickd, pokud pro kazdé z,y € X,

rRy=yRuz,

e slabe antisymetrickd, pokud pro kazdé z,y € X,

xRy a yRx = x =1y,

e tranzitivni, pokud pro kazdé x,y,z € X,

xRy a yRz=2R z.

Tyto vlastnosti vétsinou maji srozumitelnou interpretaci v jednotlivych zna-
zornénich relace R. Uvazme tieba znazornéni pomoci orientovaného grafu. Re-
flexivni relaci pozname podle toho, ze v tomto orientovaném grafu je u kazdého
z bodi ‘smycka’, u symetrické relace ma kazda z car svou dvojnici v opac¢ném
sméru, atd. (Déle viz cviceni 1.38.)

Priklad 1.9 Uvazme relaci S, definovanou na mnoziné kladnych redlnych cisel
R predpisem
xSy pravée kdyz 2z <y.
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Tato relace neni reflexivni, protoze dokonce pro zadné x € R™ neni 2z < z. Neni
ani symetrickd (staci uvazit = 1,y = 3), a to do té miry, Ze je dokonce slab&*
antisymetrickd. Kdyby totiz 2x < y a 2y < x, pak bychom dostali 4 < z, coz
je na R* nemozné. Zadna dvojice tedy nespliiuje predpoklad implikace v definici
antisymetri¢nosti. Relace S je také tranzitivni: pokud 2z < y a 2y < z, pak
20 < z/2 a tedy 2z < z.

Situace se dramaticky zméni, pokud uvazujeme relaci S’ zadanou stejnym
predpisem, ale na mnoziné zapornych realnych c¢isel R™. Relace S’ totiz je re-
flexivni a neni slabé antisymetrickd (dokazte!). Neni ani tranzitivni, jak ukazuje
trojice x = —2,y = —3, 2z = —4, pro kterou mame 2z < y a 2y < z, ale neplati
2 < z.

Cviceni

» 1.33 Dokazte, ze zobrazeni f: X — X je jakozto relace na mnoziné X:
(a) reflexivni, pravé kdyz f je identické zobrazent,
(b) symetrické, pravé kdyz f je bijekce a f = f1,

(¢) tranzitivni, pravé kdyz pro véechna y € f(X) platiy € f~'(y), kde f~!(y) =
{reX: flz)=y}

Jak je mozné charakterizovat slabé antisymetricka zobrazeni?

» 1.34 Necht X C Z je néjakd mnozina celych cisel. Relace délitelnosti na X
je mnozina viech dvojic (z,y) € X? takovych, 7e x déli y (tj. existuje k € Z
s vlastnosti kx = y). Dokazte, 7e relace délitelnosti je slabé antisymetrickd na
mnoziné prirozenych ¢isel N, ale ne na mnoziné nenulovych celych ¢isel Z — {0}.

» 1.35 Rozhodnéte, zda relace S v tabulce 1.1 jsou na ptislusnych mnozinach
X (1) reflexivni, (2) symetrické, (3) slabé antisymetrické, (4) tranzitivni. Kladné
odpovédi dokazte, zaporné dolozte protiprikladem.

» 1.36 Je libovolnd tranzitivni a symetrickd relace na néjaké mnoziné nutné
reflexivni?

» 1.37 Dokazte, ze je-li relace na mnoziné symetricka i antisymetricka, je nutné
tranzitivni. Charakterizujte tyto relace.

» 1.38 Jak pozndme z maticového znazornéni, zda je relace reflexivni a symet-
ricka?

» 1.39 Dokazte, ze relace R na mnoziné X je tranzitivni, pravé kdyz Ro R C R.

I silng, ale tento pojem jsme zatim nedefinovali.
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mnozina X xSy, pokud ...
(a) R <y
(b) R r<y
(c) rovina R? vzdalenost bodi z a y je <1
(d) pfimky v R? x je rovnobé&znd s y
(0 {1,2,3,4) (e,9) € {(1,1),(2.3), (3.2), (3,4), (4,3)}
(f) ptirozend ¢isla N x déli y
(g) nenulova cela ¢isla Z — {0} x déli y
(h) uzavieny interval [0, 1] r+y<uzy
(i) N <y
i 0,1) <y
(k) R r <2y
(1) R r—y€L.

Tabulka 1.1: Relace v cviceni 1.35.

» 1.40 Necht R je relace na mnoziné X. Tranzitivni uzaver relace R je relace
R* (rovnéz na X) sestavajici ze vSech dvojic (z,y), pro které lze najit konecny
pocet prvki zi, ...,z s vlastnosti

TRz Rz R ... Rz Ry.
(Tento zkraceny zapis samoziejmé znamend = R 21, z; R 2z atd.) Dokazte, Ze
(a) R* je tranzitivni relace,

(b) je to dokonce nejmensi tranzitivni relace na X obsahujici R. (Pfesnéji: po-
kud T je tranzitivni relace na X, kterd obsahuje relaci R, pak také R™ C T.)

» 1.41 Necht relace R na mnoziné X je reflexivni (symetrickd, antisymetricka,
tranzitivni). Je pak R™! také reflexivni (symetricka, antisymetrickd, tranzitivni)?

1.8 Ekvivalence a rozklady

Vyznac¢né misto mezi relacemi maji ekvivalence.

Definice 1.10 FEkvivalence na mnoziné X je relace R na mnoziné X, kterd je
reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Priklad 1.11 Dobry ptiklad ekvivalence se objevil ve cviceni 1.35. Necht X je
mnozina vSech primek v roviné. Definujme na X relaci R predpisem

(p,q) € R pravé kdyz p a ¢ jsou rovnobézné piimky.

vvvvv

ekvivalence.
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Priklad 1.12 Ddlezitym prikladem ekvivalence, ktery se nAm bude hodit v pristi
kapitole, je kongruence modulo p. Jde o relaci na mnoziné celych ¢isel Z. Zvolme
pevné celé cislo p a definujme relaci = na Z predpisem

r=y pravé kdyz pdéli x —y.

(Pfipomenme, 7e p déli x — y, pokud x — y = pk pro néjaké k € Z.)

Relace = je reflexivni, protoze p jisté pro kazdé x déli ¢islo x —x = 0. Je také
symetrickd, nebot pokud x —y = kp, pak y — z = (—k) - p.

Dokazme, ze = je tranzitivni. Méjme z,y, z s vlastnosti x = y a y = 2. Je
tedy x —y = kp a y — z = {p pro néjaké k, (. Pak ovsem

r—z=(@-y)+y—2)=kp+lp=pk+0)
a x = z. Tim je tranzitivita dokdzana. Relace = tedy skutecné je ekvivalence.

Relacim, které jsou pouze reflexivni a symetrické (a nemusi byt tranzitivni)
se nékdy tika tolerance.

Priklad 1.13 Necht X je mnozina vSech k-tic nul a jednicek, kde & > 2. Dvé
k-tice jsou v relaci R, pokud se lisi nejvyse v jednom symbolu. Takova relace R
je toleranci, nikoli v8ak ekvivalenci (ovéite!). Jak je tomu pro k =17

Ekvivalence tizce souvisi s pojmem rozkladu mnoziny.

Definice 1.14 Necht X je mnozina. (Neuspotradany) soubor podmnozin { X, };c;
mnoziny X je rozklad mnoziny X, pokud mnoziny X; jsou neprazdné, navzajem
disjunktni a jejich sjednocenim je celd& mnozina X. Mnoziny X; nazyvame tridy
rozkladu {X;}ies.

- |
el 50 04,’
7
7 7/
4 7
/ -

( /// //—\\
\\ 2. //// I\ .6)
N .

- T T T T~ ~
/ AN

e °
1 3.

Obrazek 1.6: Rozklad mnoziny {1,2,3,4,5,6}.

Soubor § = {{1,3},{6},{2,4,5}}, zndzornény na obr. 1.6, je napiiklad roz-
kladem mnoziny X = {1,2,3,4,5,6}, zatimco soubory

{{1,2,3},{1,4,5},{1,5,6}} a {{1,2},{3,4,5}}

nikoli. Zdiraznéme, ze u rozkladu nezalezi na potadi, ve kterém jsou jeho tridy
uvedeny, takze soubor {{2,4,5},{6},{1,3}} je totozny s rozkladem S.
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Véta 1.15 FEkvivalence na X jednoznacnée odpovidaji rozkladum X .

Dikaz. Ukézeme, jak dané ekvivalenci ~ na mnoziné X bijektivné priradit
rozklad X/ ~ mnoZiny X. Pro x € X definujme tiidu proku x predpisem

2. ={ye X :x~y}

Misto [z]. budeme psat strucnéji [x].

Tvrdime, Ze pro z,y € X jsou t¥idy [z], [y] bud shodné nebo disjunktni.
Dejme tomu, 7e nejsou disjunktni, tedy existuje z € [z] N [y].

Vezméme libovolny prvek x’ € [z]. Madme x ~ 2’ a ze symetrie také 2/ ~ z.
Protoze z € [z], je rovnéZ x ~ z, takZe z tranzitivity plyne 2’ ~ z. Kone¢né
z faktu z € [y] dostaneme y ~ z, takze z ~ y a z tranzitivity 2’ ~ y. Jinymi slovy
x' € [y|. Ukazali jsme, 7e kazdy prvek a’ t¥idy [z] je rovnéz prvkem tfidy [y].
Totéz ale plati i naopak (diikaz je stejny), takze [x] = [y]|. To jsme chtéli dokazat.

Vezmeme-li tedy soubor mnozin X/~ = {[z] : z € X} (ktery obsahuje kazdou
tFidu pouze jednou!), dostaneme systém disjunktnich podmnozin mnoziny . Diky
reflexivité je kazd4 tiida neprazdnd (protoze z € [z]) a sjednocenim vSech tfid je
mnozina X. Jedna se tedy o rozklad mnoziny X.

Je-li naopak déan rozklad {X; : ¢ € I} mnoziny X, definujme relaci R piedpi-
sem

x Ry, pokud z a y jsou prvky téze mnoziny X;.

Relace R je takika z trividlnich divodt ekvivalenci (proc?).

K dokonceni ditkazu zbyva si v§imnout, ze pokud podle vyse uvedenych pred-
pist prifadime néjaké ekvivalenci ~ rozklad a tomu zase ekvivalenci, dostaneme
pravé vychozi ekvivalenci ~. Podobné je tomu, vyjdeme-li od rozkladu. Popsana
korespondence mezi rozklady a ekvivalencemi tedy opravdu predstavuje bijek-
tivani vztah. O

Je-li ~ ekvivalence, pak se tiidy ptislusného rozkladu nazyvaji tridy ekviva-
lence ~.

Piiklad 1.16 Uvazme relaci R na mnoziné {1,...,6} s nasledujicim maticovym
znazornénim: ) )
101 000
010110
1 01 000
M(R) = 01 0110
01 0110
00000 1
(R4dky i sloupce odpovidaji po fadé prvkim 1, ... ,6.) Ovéite, 7e se jedna o

ekvivalenci. Sestrojime-li ptislusny rozklad jako v dikazu véty 1.15, dostaneme
pravé rozklad na obr. 1.6.
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Cviceni
» 1.42 Definujme relaci ~ podobné jako = v prikladu 1.12, s jednim malym
rozdilem:
x ~y pravé kdyz existuje prirozené k tak, ze x —y = kp,
kde k pfirozenym ¢islim rfadime i nulu. Je relace ~ ekvivalence?

» 1.43 Dokazte, ze prinik libovolného souboru ekvivalenci na dané mnoziné X
je rovnéz ekvivalence.

» 1.44 Necht R a S jsou ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte, které z nasle-
dujicich relaci jsou nutné také ekvivalence:

(a) RUS,
(c) RoS.

» 1.45 Dokazte: slozeni R o S ekvivalenci R a S je ekvivalence, pravé kdyz R a
S jsou zaménné (tj. Ro S = SoR).

» 1.46 Zjistéte, zda néasledujici relace na mnoziné R? jsou ekvivalence, a pii-
padné najdéte geometrickou interpretaci jejich tiid. U kazdého piipadu je uvedena
podminka pro to, aby dvojice (z,y) a (z,w) z mnoziny R? byly spolu v relaci.

(a‘) Yy—Tr=w-—z,
(b) y — kx =w — kz (kde k € R),
(c) 2%+ 4y* = 22 + 4w’
» 1.47 Necht R™*" je mnozina vSech redlnych matic o rozmérech n x n. Pro dvé
takové matice A, B definujme®
A= B, pokud A a B maji stejnou hodnost,
A~ B, pokud A a B jsou podobné matice.

Ukazte, ze obé tyto relace jsou ekvivalence na R"*", a urcete pocet jejich t¥id.
» 1.48 Nakreslete relaci R z prikladu 1.16 jako orientovany graf.

» 1.49 Matici M(R) z ptikladu 1.16 je mozné prohozenim dvou fadki a dvou
sloupcu prevést do velmi specialniho ‘blokového’ tvaru. Pokuste se tento tvar
definovat, a na tomto zakladé formulovat obecnou charakterizaci ekvivalenci ve
tvaru ‘R je ekvivalence, pravé kdyz M(R) mé prerovnani do blokového tvaru’.
Jak souvisi blokovy tvar s tfidami ekvivalence?

5 Pripomenme, ze A a B jsou podobné, pokud existuje matice P s vlastnosti B = PAP™!,
a 7ze hodnost matice je maximalni pocet linedrné nezavislych radek.
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Kapitola 2

Algebraické struktury

Rada algebraickych objektéi m4 podobu mnoZiny s néjakou dodate¢nou struktu-
rou. Naptiklad vektorovy prostor je mnozina vektori, ty vSak nejsou ‘jeden jako
druhy’: jeden z nich hraje vyznac¢nou roli nulového vektoru, pro kazdé dva vektory
je dan jejich soucet, je definovana operace nasobeni vektoru skalarem atd. Pravé
tuto dodatec¢nou informaci, kterd vektorovy prostor odlisuje od pouhé mnoziny
vektorti, mame na mysli, kdyZz mluvime o ‘struktuie’. Casto se i samotné tyto
objekty oznacuji pojmem algebraicke struktury.

2.1 Grupy a télesa

V tomto oddilu predstavime dva vyznacné piiklady algebraickych struktur: grupu
a téleso. Jsou definovany jako mnozina s jednou resp. dvéma operacemi, které
maji (v porovnani s vétSinou ostatnich algebraickych struktur) pomérné silné
vlastnosti. Prikladl grup i téles je presto podivuhodné rfada, a to v nejriznéjsich
oblastech matematiky.

Pojem télesa ostatné ¢tenar obeznameny s vektorovymi prostory moznd zna.
Kazdy vektorovy prostor totiz existuje nad urcitym télesem, jehoz prvky jsou
pravé ony skalary, jimiz mtizeme vektory nasobit. Vektorové prostory nad télesem
realnych ¢isel (probirané v prednésce z linedrni algebry) jsou tak jen jednim
specialnim pripadem.

Necht M je mnozina. Zobrazeni x z M x M do M se nazyva (bindrni) ope-
race na mnoziné M. Takova operace miize mit riizné vlastnosti. Rekneme, 7e %
je komutativni operace, pokud pro kazdé z,y € M je z xy = y* z (tedy po-
kud vysledek nezalezi na poradi operandii). Operace x je asociativni, pokud pro
x,y,2 € M je xx (y*z) = (xxy)* 2z (vysledek nezdlezi na uzavorkovani).

Priklad asociativni operace jsme jiz vidéli u relaci. Uvazime-li mnozinu vSech
relaci na dané mnoziné X a definujeme-li operaci o jako slozeni dvou relaci, bude
tato binarni operace asociativni, ale nikoli komutativni.

Prvky mnoziny M mohou mit vzhledem k operaci x specidlni vlastnosti. Prvek

19
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n € M je neutrdlnim prvkem (vzhledem k operaci ), pokud pro kazdé x € M je
rxn =1x arovnéz nxx = x. VSimnéme si, ze z definice trividlné plyne, ze takovy
prvek je nejvyse jeden. Jsou-li totiz n,n’ neutralni prvky, pak na jednu stranu
n*n' =n' (protoze n je neutrdlni), ale na druhou stranu n xn’ = n (protoze n’
je neutralni), takze n = n'.

Necht n je neutralni prvek vzhledem k operaci x. Prvek inverzni k proku x € M
je takovy prvek y, pro néjz plati, ze zxy = yxx = n. V pripadé, 7e x je asociativni
operace, je opacny prvek k libovolnému prvku z € M nejvyse jeden. Jsou-li totiz
v,y dva takové prvky, uvazme vyraz y*xxy’. Obé jeho uzavorkovani daji stejny
vysledek. Pfitom (yxz)*y = nxy' =1/, ale y*x (x*xy') = yxn =y, takze y = y'.

Nyni jiz mizeme definovat pojem grupy. Grupa je mnozina M spolu s aso-
ciativni bindrni operaci %, ve které existuje neutralni prvek a ke kazdému prvku
existuje prvek inverzni. Pokud je operace x navic komutativni, mluvime o ko-
mutationi nebo abelovské' grupé. Formalné grupu definujeme jako uspoiddanou
dvojici (M, ).

Standardnim piikladem grupy je tfeba mnozina vSech redlnych (celych, kom-
plexnich, raciondlnich) ¢isel s operaci s¢itani. Pfirozend ¢isla se s¢itdnim grupu
netvoii (0 je neutralni, ale neexistuje skoro zadny inverzni prvek), a tfeba celd
¢isla s ndsobenim rovnéz ne (1 je neutralni, ale inverzni prvky rovnéz neexistuji).
Ani v mnoziné racionalnich ¢isel neexistuje inverzni prvek k ¢islu 0 vzhledem k
operaci nasobeni (pro zadné racionalni y neni 0 -y = 1). Oproti tomu mnozina
vSech nenulovyjch racionalnich ¢isel jiz tvori grupu vzhledem k operaci nasobeni.

Mnozina vSech matic danych rozmeéri je grupou vzhledem ke s¢itani. Grupou
je rovnéz mnozina vSech regularnich ¢tvercovych matic fadu n s operaci naso-
beni. Pozadavek regularity je podstatny, protoze k zadné singularni matici by
neexistoval inverzni prvek. Spojité realné funkce tvoii grupu vzhledem ke sc¢itani,
permutace dané mnoziny vzhledem ke skladani, atd. Relace na dané mnoziné
spolu s operaci sklddani grupu netvori.

K popisu grupy na konecné mnoziné prvki je ¢asto vhodné pouzit tabulku,
kterd pro kazdou dvojici prvki udava vysledek grupové operace. Prikladem je
tab. 2.1, kterd definuje grupu na mnoziné {a, b} s operaci .

Q| *
>N QL
L o o

Tabulka 2.1: Grupa na mnoziné {a, b}.

Pojem télesa zachycuje dvé grupy, definované na téze zakladni mnoziné. Jeho
prototypem je mnoZina v8ech redlnych ¢isel R s operacemi + a -. Dvojice (R, +)

I Pouzivé se téz oznadeni Abelova grupa. Tato tiida grup je nazvana po norském matematikovi
NIELSU HENRIKU ABELOVI (1802-1829).
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je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0, dvojice (R, -) ale grupa neni (stejné
jako u raciondlnich ¢isel chybi inverzni prvek k ¢islu 0). Z tohoto divodu v né-
sledujici definici télesa pristupujeme k neutralnimu prvku prvni operace s jistou
opatrnosti.

Necht mnozina M spolu s operaci @ tvori komutativni grupu s neutralnim
prvkem (dejme tomu) 0, a necht na mnoziné M — {0} je urcena dalsi binarni
operace ®. Potom (M, ®, ®) je téleso, pokud (M — {0}, ®) je rovnéz komutativni
grupa a navic plati distributioni zdkon:

rRY®z) =y (r®2) (2.1)

pro kazdé x,y,z € M.

Mezi télesa patii mnoziny vSech racionalnich, realnych a komplexnich cisel,
vzdy se standardnimi operacemi s¢itani a nasobeni. V nasledujicim oddilu budeme
hovorit o télesech, kterd sestavaji jen z konec¢ného poctu prvki.

Vsimnéme si jesté, ze pojem vektorového prostoru neni prilis vzdalen od
pojmu abelovské grupy. D4 se Fici, Ze vektorovy prostor je abelovska grupa (s ope-
raci s¢itani vektori), na které je navic definovano nésobeni vektor prvky daného
télesa.

Cviceni
» 2.1 Najdéte grupu (G, ) o 4 prvcich, ve které pro kazdy prvek x plati zxx = 0.

» 2.2 [somorfismus grup (G,*) a (H,©) je bijekce f: G — H, které zobrazuje
neutralni prvek grupy G na neutrdlni prvek grupy G' a mé tu vlastnost, ze pro
kazdé g,g € G je

flg*g") = f(g)o f(g)

Ukazte, ze isomorfismus f zobrazuje inverzni prvek k libovolnému prvku g € G
na inverzni prvek k prvku f(g) (v grupé H).

» 2.3 Najdéte dvé konecné grupy stejné velikosti, které nejsou isomorfni (tj.
neexistuje mezi nimi isomorfismus).

2.2 Aritmetika modulo p

Pripomenme si, ze ekvivalence ~ na mnoziné X je relace na X, ktera je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni. Jsou-li na mnoziné X definovany néjaké operace, miize
byt prirozeny pozadavek, aby ekvivalence ~ navic zachovavala tyto dodatecné
operace. Takovym ekvivalencim se pak rika kongruence. My se zamérime na jeden
konkrétni priklad: kongruence modulo p.
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Necht p > 1 je ptirozené ¢islo. Definujme na mnoziné vSech celych ¢isel relaci
= (kongruenci modulo p) predpisem

xr =y, pokud p déli rozdil z — y.

Je-li potteba zdtraznit hodnotu ¢isla p, piSeme z =y (mod p).

Fakt, Ze se jednéa o ekvivalenci, neni ani tfeba dokazovat. Kazda z p t¥id této
ekvivalence je tvorena vSemi Cisly, kterd pti déleni c¢islem p davaji tentyz zbytek.
Proto se oznacuji jako zbytkové tridy modulo p. TTidu obsahujici ¢islo  budeme
znacit jako [z], (jindy se pouziva znaceni Z,(x)) a o prvku z budeme mluvit
jako o reprezentantu této tiidy. Je-li ¢islo p zfejmé z kontextu, piSeme misto [z]
prosté [z]. Mnozina viech zbytkovych tifd modulo p se znaci Z,,. T¥idy [0], a [1],,
které maji svym zpisobem vyznac¢né postaveni, budeme znacit prosté 0 resp. 1.

Jak je naznaceno v tvodu tohoto oddilu, kongruence modulo p se chova
‘slusné’ k operacim s¢itani a nasobeni na celych ¢islech:

Tvrzeni 2.1 Necht x =2’ ay =1y jsou celd ¢isla. Potom
r+y=2+y a xy=2y.

Dukaz. Z faktu x = 2’ plyne 2’ —x = pm, kde m je celé. Podobné ¢y —y = pn, n
celé. Potom (2'+y') — (z+vy) = pm+pn = p(m+n), takze z+y = 2/ +y'. Stejné
tak 2y’ — xy = (x +pm)(y + pn) — xy = p(an + ym+ pmn), proto 2’y = xy. O

Hlavnim divodem, pro¢ je tento fakt duilezity, je, ze umoznuje prenést aritme-
tické operace z celych cisel na zbytkové tridy, kde tak dostaneme tzv. aritmeticke
operace modulo p. Necht ¢islo p je pevné dano, takze je nemusime explicitné uva-
dét. Pro t¥idy [z] a [y], zadané pomoci svych reprezentantii, definujeme jejich
soucet & a soucin ® predpisy

[z] @ [y] = [z +y],
[z] ® [y] = [zy].

U podobné definice je vSak tieba ovérit jeji korektnost: nedostaneme pii jiné volbé
reprezentanti t¥id [z] a [y| jiné vysledky? Kdyby ano, jednalo by se o $patnou
definici.

Proto predpokladejme, ze [x] = [2/] a [y] = [¢/]. To samoziejmé znamena, ze
x =1 ay =1y Podle Tvrzeni 2.1 tedy = + 2’ = y + v'. Pak ovSem musi byt
[z + y] = [/ + ¢'], takZe hodnota pfifazend souctu [z] @ [y] je na volbé reprezen-
tantii nezavisla. Podobné je tomu u operace ®.

Podivejme se pro konkrétnost na piipad p = 7, tieba na ti¥idy [2], a [6]..
Z definice je

2, ={...,=5,2,9,16,...},
6], ={...,—1,6,13,20,...}.



2.2. Aritmetika modulo p 23

VSechny mozné soucty prvku z tiidy [2], a prvku z t¥idy [6], tvoii mnozinu
{...,—6,1,8,15,22,...},

coz je praveé tiida [8],, takze je piirozené, ze jsme polozili [2],®[6], = [8],. Podobné
mnozina vSech soucini prvku ze tiidy [2], a prvku ze tiidy [6], je obsaZena ve
tde [12],.

Mnozina Z7; ma 7 prvkd, které lze psat naptiklad jako [0],, [1],, ..., [6],. P¥i
pocitani modulo p mizeme v praxi vynechat symboly pro tfidy a pracovat pouze
s Cisly 0,1,...,p—1 (s tzv. dplnou soustavou zbytki modulo p), s tim, ze vysledek
kazdé operace nahradime ptislusnym zbytkem. Naptiklad pri poc¢itani modulo 5
bychom tak mohli psat t¥eba 3 @ 4 = 2 nebo 4 ® 3 = 2. Uplnou informaci o
aritmetice modulo 5 podava tabulka 2.2.

01 2 3 4
© ®[1 2 3 4
0/0 1 2 3 4

111 2 3 4
111 2 3 4 0

212 4 1 3
212 3 4 0 1

313 1 4 2
313 4 0 1 2 Ala 3 2 1
414 0 1 2 3

Tabulka 2.2: Aritmetika nad Zj; (v tabulce ndsobeni je vynechan fadek a sloupec
prvku 0, které sestavaji ze samych nul).

Véta 2.2 Pro libovolnée p > 1:
(a) dvojice (Z,,®) je komutationi grupa,
(b) operace @ na Z, — {0} je komutativni, asociativni a md neutrdlni prvek,
(¢c) operace & na Z, je distributivni vzhledem k operaci @, tj.
a®(bdc)=(a®b) ®(a®:c)
pro libovolné a,b,c € Z,.

Dikaz. Véta snadno plyne z vlastnosti aritmetickych operaci na celych ¢islech.
V &asti (a) je napriklad operace @ komutativni, protoze

al|®[b]=[a+b=[b+a]=[b]&]a].

Podobné dostaneme asociativitu. T¥ida [0] je zjevné neutralni vzhledem ke séiténi.
Inverzni prvek ke tfidé [a] je t¥ida [—a].
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Cast (b) se dokazuje zcela podobné. Cést (c) je opét diisledkem distributivity
na celych cislech, protoze plati

[a] ® ([b] ® [c]) =[a] ® [b+ c] = [a(b+ ¢)] = [ab + ac] = [ab] @ [ac]
= ([ @) @ (jded).

|

Je Z, spolu s operacemi @ a ® télesem? Podle véty 2.2 k tomu mnoho nechybi:
vlastné pouze to, aby ke kazdé nenulové tridé existoval inverzni prvek vzhledem
k nasobeni. Pak by totiz i (Z,,®) byla abelovskd grupa. Ptame se tedy, kdy ke
tridé [z] € Z, existuje inverzni prvek vzhledem k nasobeni. Asi tomu tak nebude
vzdy; naptiklad pro p = 4 nenajdeme inverzni prvek ke tridé [2],. Mame totiz
[2]®[1] = [2], [2]®[2] = [0] a [2]®[3] = [2]. Na druhou stranu napiiklad Zs télesem
je, jak se lze presvédéit z vyse uvedené tabulky operace ®. Uplnou odpovéd na
nasi otazku nabizi néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.3 Ke tridé [r] € Z, existuje inverzni prvek vzhledem k ndsobeni, prave
kdyz r a p jsou nesoudelnd cisla.

Dikaz. Implikaci zleva doprava dokdzeme sporem. Dejme tomu, ze r i p jsou
délitelnd ¢islem d > 1, a necht [s] je inverzni k [r], to jest [r] ®[s] = [1]. Z definice
je [rs] = [1], takze rozdil rs — 1 je délitelny ¢islem p, Feknéme rs — 1 = pn, kde
n je celé. Pak ale

rs—pn=1,

pricemz leva strana je délitelnd ¢islem d (které déli jak r, tak p). Proto musi ¢islo
d délit i jednicku na pravé strané, takze d = 1. Spor.

K dikazu opacné implikace predpokladejme, ze ¢isla r a p jsou nesoudélna.
Uvazme p souc¢ina 1-r,2-r, ..., p-r. Tvrdime, ze zadné dva z téchto soucini
nejsou kongruentni modulo p, tedy ze ir Z jr pro rizné ¢, 5. Predstavme si, ze
ir = jr pro néjaké i # j. Pak p déli r(i — j), a protoze s r je nesoudélné, musi
p délit rozdil ¢ — j. (Tento fakt plyne napiiklad z jednoznacnosti rozkladu na
prvocisla.) OvSem rozdil i — j je v absolutni hodnoté mensi nez p, takze jedinou
moznosti je ¢ = j, coz je spor s predpokladem.

V kazdé zbytkové tiidé modulo p tim padem lezi nejvyse jeden soucin ¢ - r,

kdei=1,...,p. T¥id je ale (stejné jako soucinil) presné p, takze dokonce v kazdé
tFidé lezi pravé jeden tento soucin. Specidlné pro néjaké i je ir € [1]. Pak ale
[i] ® [r] = [ir] = [1], ¢ili [{] je hledany inverzni prvek ke t¥idé [r]. O

Z této véty jiz snadno plyne charakterizace cisel p, pro néz je Z, télesem.
Kazdé prvocislo p je nesoudélné s libovolnym cislem, které neni nasobkem p.
Na druhou stranu, pokud p neni prvoéislo, pak se da psat jako p = a - b (kde
1 < a,b < p), apotom a,p jsou soudélna ¢isla. Shrnuto:
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Dusledek 2.4 Mnozina Z, s operacemi @ a ® je telesem, prave kdyZ p je prvo-
cislo.

Nabizi se jesté dalSi otazka. Vime, Ze Z, je téleso pouze pro prvociselna p.
Existuje téleso o neprvociselném poctu prvki, feknéme ¢tyiprvkové? Jak ukazuje
cviceni 2.8, odpovéd zni ano. Obecné plati véta, kterou nebudeme dokazovat, ze
n-prvkové téleso existuje pravé tehdy, kdyz n je mocnina prvocisla.

Necht p je prvocislo. Vime-li, ze Z, je téleso, nic ndm nebrani uvazovat o
vektorovych prostorech nad timto télesem. Podobné jako jednim ze zdkladnich
prikladt vektorového prostoru nad realnymi ¢isly je prostor R™, tvofeny n-ticemi
realnych ¢isel, zde hraje dilezitou roli vektorovy prostor

Z, ={(a1,...,an) : a; € Z, pro kazdé i},
pricemz s¢itani + a nasobeni skaldrem - jsou definovany ‘po slozkach’:
(al,...,an) + (bl,...,bn) = (CLl @bl,...,an@bn),
c(ag,...,an) =(c®ay,...,c® a,),
kde ¢ € Z,. VSimnéme si, ze protoze jednotlivé slozky vektorti jsou prvky Z,,
sCitame je pomoci operace @ a nasobime pomoci operace ®.
V dalsich castech prednasky se setkdme se specidlnim pripadem této kon-
strukce, vektorovym prostorem Z7 nad Zs, jehoz prvky jsou n-tice nul a jednicek.
Ve vektorovych prostorech nad konecnymi télesy lze provadét vsechny obvyklé

operace jako v realnych vektorovych prostorech, napriklad resit soustavy rovnic.

Jako priklad fesme soustavu
r+2y+3z4+4t=1
Y (2.2)
r+y+22=0

o 4 neznamych nad télesem Zj (viz tabulka 2.2). Pro pfehlednost vynechdvame
tiidové zavorky a aritmetické operace zapisujeme jako +, - (a nikoli &, ®).
Standardnim postupem vytvorime matici a prfevedeme ji do kanonického tva-

ru:
1 2 3 4|1 1 411 1 2 3 4|1
1 1.2 010 0 14 01 1 4|1
1 14
0 411 1|’
pficemz provedené tpravy jsou (po fadé): pficteni ¢tyFnasobku prvniho fadku

k druhému, vynasobeni druhého radku ‘¢islem’ 4, a pric¢teni trojnasobku druhého
radku k prvnimu. Zjistujeme, ze feSeni této soustavy maji tvar

{d+4z+ 4w, 1+ 424+ w,z,w) : z,w € Z5}.

— O s N
= oW

—_

Jinak feceno, kazdé feSeni je linedrni kombinaci
(4,1,0,0) + z - (4,4,1,0) + w - (4,1,0,1)
kde z,w € Zs.
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Cviceni
» 2.4 Necht z,y € Z. Kdy je i-ta slozka souctu x + y nulova?
» 2.5 Kolik je feseni soustavy (2.2)7

» 2.6 Reste soustavu nad télesem Zs:

r+2y+t=1
20+ 22=1
20+ 2+t=0

» 2.7 Napiste tabulky sc¢itani a nasobeni v télesech Zy a Z7.

» 2.8 Ovéite, ze mnoZina {0, 1, 2,3} spolu s operacemi x a o, zadanymi pomoci
nasledujicich tabulek, je télesem. Ukazte, ze tyto operace se lisi od sc¢itani a
nasobeni na mnoziné Z,.

|0 1 2 3
0o(o 1 2 3
111 0 3 2
212 3 0 1
313 2 1 0
»» 2.9 Necht a =a’ (mod b). Dokazte, ze plati

(a,0) = (d', ),

kde (a,b) je nejvétsi spoleény délitel ¢isel a a b. Vyuzijte tento fakt k navrhu
algoritmu pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele. (Jeden z takovych algoritmii
je zndm jako Eukleidiv algoritmus.)

»» 2.10 Necht a a b jsou celd ¢isla (alespon jedno nenulové). Dokazte, ze (a,b)
je nejmensi kladné cislo tvaru ax + by, kde z,y € Z.

» 2.11 Formulujte algoritmus na nalezeni koeficientii z a y v rovnosti ax + by =
(a,b). (Uzijte Eukleidiv algoritmus nebo vlastni algoritmus ze cviceni 2.9.)

» 2.12 Jak je mozné uzit algoritmus ze cviceni 2.11 k nalezeni inverzniho prvku
a~t k prvku a € Z,?

» 2.13 Dokazte, ze pokud x =y (mod m), pak 2™ = y™ (mod m) pro libovolné
prirozené n.

» 2.14 Dokazte, ze pokud x = y (mod m), celé ¢islo d déli z a y, a plati (d, m) =
1, pak
r_ (mod m).

d d
Je mozné predpoklad (d, m) = 1 vynechat?

» 2.15 Odvodte pravidla pro délitelnost ¢isly 3, 8, 9 a 11.



Kapitola 3
Usporadani a svazy

Pojem usporadéni, ktery je tématem této kapitoly, predstavuje (vedle zobrazeni
a ekvivalence) dalsi zajimavy a dilezity specidlni pfipad pojmu relace.

3.1 Usporadani

Definice 3.1 Usporidani na mnoziné X je libovolna relace na X, ktera je re-
flexivni, (slabé) antisymetricka a tranzitivni.

Oproti definici ekvivalence jsme tedy ‘pouze’ zaménili symetri¢nost za anti-
symetri¢nost. U¢inky této zmény jsou vSak znacéné.

Je-li R usporadani na mnoziné X, pak dvojice (X, R) se nazyva usporddand
mnoZina. Jsou-li prvky x,y v relaci R (tedy = R y), interpretujeme to slovy ‘pr-
vek z je mensi nebo roven prvku g’. To je v souladu se vSemi tfemi zakladnimi
vlastnostmi usporadani. Usporadanim z nasi definice se také rika neostrd uspord-
ddni, protoze pro kazdé x plati z R z. (U ostrého usporadani bychom pozadavek
reflexivity nahradili antireflexivitou: pro zadné x neplati x R x. Neptujde ovSem
o usporadani ve smyslu definice 3.1.) Neostra usporadani ¢asto znac¢ime symboly
< nebo <.

Snadno se ovéri, ze vlastnosti usporadani ma naptiklad ‘standardni’ uspora-
dani < mnoziny redlnych ¢isel. Ponékud zajimavéjsi je mozna fakt, ze usporada-
nim je i relace délitelnosti definovand vztahem ‘z déli ¢’ na libovolné mnoziné
prirozenych ¢isel (viz cviceni 1.35). Tyto dva piiklady se lisi v jednom dilezitém
ohledu, ktery podrobné rozebereme.

Necht z,y jsou dva prvky usporddané mnoziny (X, <). Plati-li x < y nebo
y = x, jsou prvky x,y porovnatelné, v opacném pripadé jsou neporovnatelné.
Uspotradani < se ¢asto oznacuje jako cdstecnée, protoze definice 3.1 pripousti exis-
tenci dvojic neporovnatelnych prvki. Podobné o mnoziné (X, <) mluvime jako o
castecné uspordadané mnozine'.

1V angli¢ting se vzil termin poset, ktery vznikl jako zkratka z vyrazu partially ordered set.

27
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Pti standardnim usporadani < na mnoziné R jsou kazdé dva prvky porovna-
telné. Takovym usporadanim se iikad linedrni nebo dpiné. Divodem pro prvni
oznaceni je fakt, ze linedrni usporadani radi prvky dané mnoziny do jedné linie,
‘od nejmensiho k nejvétsimu’. Lépe to uvidime, az budeme mluvit o Hasseovych
diagramech. Nas druhy priklad, relace délitelnosti na prirozenych cislech, linearni
neni, jak ukazuje napiiklad neporovnatelna dvojice {2, 3}. Zdiraznéme ovsem, ze
oba zminéné priklady spadaji do obecnéjsi kategorie ¢astecnych usporadani.

Pridejme jesté treti priklad usporadani. Pro libovolnou mnozinu A miZeme
uvazit néjaky soubor B jejich podmnozin. Na souboru B je pak prirozené defino-
vano wusporadani inkluzi C: podmnoziny B, B’ € B budou v relaci (tedy B C B'),
pokud B je podmnozinou mnoziny B’. Ani usporadani C obecné neni linearni.

Cviceni
» 3.1 Jsou nésledujici relace usporadani? Pokud ano, vypiste dvojice neporov-
natelnych prvkii.

(a) R = {(17 2)7 (27 3)7 (37 4)}7
(b) §=A{(1,3),(2,3),(3,4),(3,5),(1,4),(2,4),(1,5),(2,5)}.

» 3.2 Necht < (resp. <) je béZné neostré (resp. ostré) usporadani mnoziny pii-
rozenych ¢isel N. Definujme relace <; a <3 na N x N predpisem:

(s,t) =1 (u,v), pokud s <wat<w,
(s,t) <o (u,v), pokud budto s < u, nebo s =u ay < v.

Dokazte, ze <; a =y jsou CasteCna usporadani a ze =<5 je linearni usporadani.
Poznamenejme, 7e <5 je znamé lexikografické usporadani (bézné ve slovnicich).
Pokuste se rozsirit jeho definici na mnozinu slov nad néjakou konec¢nou abecedou.

3.2 Hassetiv diagram

Libovolné usporadani samoziejmé muzeme, stejné jako kazdou jinou relaci, zna-
zornit v podobé orientovaného grafu. Obrazek 3.1 je znazornénim usporddani
délitelnosti na mnoziné {2,3,4,6,8,12}.

Jako prostredek pro znazornéni usporadani ovSem obrazek 3.1 neni prilis
vhodny, rada Sipek je v ném totiz zbyteénych. Smycky u vrcholi by naptiklad
nebylo nutné kreslit, protoze kazdé usporadani je z definice reflexivni. Podobné
jsou-li v relaci dvojice (2,4) a (4,12), musi z tranzitivity byt 2 v relaci s 12
a tuto Sipku by rovnéz nebylo potieba kreslit. Efektivni znédzornéni usporadani
predstavuje tzv. Hasseiiv diagram.

Definujme nejprve jeden pomocny pojem. Necht x,y jsou prvky usporadané
mnoziny (X, <). Prvek x je bezprostrednim predchidcem prvku y (psédno x < y),
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Obréazek 3.1: Usporadani délitelnosti na mnoziné {2, 3,4, 6,8, 12}.

pokud z < y a neexistuje zadné z € X —{x, y}, pro které by platiloz < z < y. Na
vztah < se mizeme divat jako na relaci na mnoziné X (tzv. relace bezprostiedniho
predchdzent). Tato relace obecné neni reflexivni ani tranzitivni.

Hasseiiv? diagram uspofddané mnoziny (X, <) je znazornéni, ve kterém pro
kazdou dvojici prvki x,y € X plati x < y, pravé kdyz z,y jsou spojeny ¢arou
a prvek y je nakreslen vySe nez x. Spojnice neni nutné opatfovat Sipkou, pro-
toze smér je jednoznacné dan. Na obr. 3.2 vidime, ze Hasseovym diagramem lze
usporadanou mnozinu z obr. 3.1 zndzornit mnohem prehlednéji.

Qe 12
n 6
26 *3

Obrazek 3.2: Hassetiv diagram usporadani z obr. 3.1.

Hasseiiv diagram linearné usporadané mnoziny vypada podobné, jako na
obr. 3.3a, ktery zachycuje standardni usporadani na mnoziné ptirozenych cisel
{1,2,3,4,5,6}. Jiné usporadani na stejné mnoziné, které linearni neni, je urceno
délitelnosti. Jeho Hassetiv diagram je na obr. 3.3b. Jak je vidét, jednu mnozinu
lze usporadat mnoha rtznymi zptsoby.

Jako dalsi priklad uvazme usporadani inkluzi na mnoziné vSech podmnozin
mnoziny {1, 2, 3}. BéZné zobrazeni a nepomérné piehlednéjsi Hasseiv diagram to-
hoto usporadani ukazuje obr. 3.4. Podmnoziny jsou popsany zkracené, napriklad
misto {1,3} piSeme prosté 13.

HeLmuT HASSE (1898-1979).
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N W ke Ot D
e
D

1 1
(a) (b)

Obréazek 3.3: (a) Obvyklé linedrni uspofadani na mnoziné {1,...,6}. (b) Uspo-
radani délitelnosti na téze mnoziné.

13 12 133
93 3 12 23
123 % 2 1 3
] 1 0

(a) (b)

Obrazek 3.4: Dvé znazornéni usporadani inkluzi na souboru vsech podmnozin
mnoziny {1,2,3}: (a) orientovany graf (s vynechanymi smyckami), (b) Hassetv
diagram.
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Cviceni

» 3.3 Jak vypada relace bezprostfedniho predchazeni na usporddané mnoziné
(R, <)?

» 3.4 Nakreslete Hasseliv diagram usporadani délitelnosti na mnoziné X C N.
Zjistéte, zda tato usporadand mnozina ma nejmensi resp. nejvétsi prvek.

(a) X ={2,3,4,12,15,60},
(b) X = {2,4,8,12,20, 28,56},
() X ={2,3,4,6,8,12,24, 36, 60}.

» 3.5 Ve cviceni 1.40 byl definovan tranzitivni uzavér R* relace R na mnoziné
X. Pridame-li k relaci R™ v8echny dvojice tvaru (x,x), kde x € X, dostaneme
reflexivné-tranzitioni uzavér (nebo prosté uzdver) relace R, oznac¢ovany symbolem
R*.
(a) Ukazte, ze kazdé usporadani na koneéné mnoziné X je uzavérem své relace
bezprostiedniho predchazeni.

(b) Najdéte priklad nekonecéné usporadané mnoziny, pro kterou tomu tak neni.

3.3 Zakladni pojmy v usporadanych mnozinach

Zavedme nékolik pojmi oznacujicich vyznacéné prvky usporadané mnoziny. Méj-
me usporadanou mnozinu (X, <X). Prvek a € X je nejvétsim prvkem mnoziny
X, pokud pro kazdé x € X plati x < a. Podobné nejmensi prvek mnoziny X je
prvek a takovy, ze a < x pro kazdé z € X.

Nejvétsi prvek obecné nemusi existovat, ale existuje-li, pak je urcen jedno-
zna¢né. Napriklad na obr. 3.5a—d existuje pouze v pripadech (a) a (d). Nejmensi
prvek existuje pouze v pripadech (b) a (d).

Prvky 8 a 18 na obr. 3.5b sice nejsou nejvétsi, ale maji alesponn tu vlastnost,
ze zadny prvek neni vétsi. Jednd se o tzv. maximdlni prvky. Prvek a € X je
mazximdadlnim prvkem, pokud pro zadné x € X neni a < x. Symetricky: minimdlni
prvek je takovy prvek a € X, ze pro zadné x € X neni z < a.

Je jasné, 7ze pripadny nejvétsi prvek musi byt maximalni, a také, ze obra-
cend implikace neplati. Nasledujici tabulka uvadi maximalni a minimalni prvky
v jednotlivych prikladech na obr. 3.5.

priklad | maximalni | minimalni

(a) 12 2,3
(b) 8, 18 2

(¢) |3,5,7 1135711
(d) 72 2
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72
12 3 18 24 36

9 3 b 3 3 7T N 5
(a) (b) (©) (@)

Obrazek 3.5: Hassetv diagram délitelnosti na mnoziné X, kde (a) X =
{2,3,4,6,12}, (b) X = {2,4,6,8,18}, (c) X = {3,5,7,11}, (d) X = {2,4,6,
24,36, 72}

Vratme se k usporadani inkluzi na podmnozinach dané mnoziny. Piiklad Has-
seova diagramu takového usporadani je na obr. 3.4b. D& se z tohoto diagramu
vycist vice, nez jenom které podmnoziny jsou ve vztahu inkluze — naptiklad jaky
je prinik ¢i sjednoceni dvou mnozin? Jinymi slovy, je mozné definovat sjednoceni
dvou mnozin pouze s pouzitim usporadani inkluzi?

Sjednoceni mnozin A,B je mnozina, kterda obsahuje jak mnozinu A, tak mno-
zinu B (jako podmnoziny), ale ‘neobsahuje nic navic’. Presnéji fefeno, je to
nejmensi ze vSech mnozin, které jsou vétsi nez A i nez B. Slova ‘nejmensi’ a
‘vétsi’ se tu samoziejmé vztahuji k usporadani inkluzi. Nize definovany pojem
suprema tak lze chapat jako (dalekosdhlé) zobecnéni pojmu sjednoceni.

Prvek z je horni zdvorou dvojice prvki x,y usporddané mnoziny (X, <), po-
kud plati < z a y = z. Supremum (jinak téZ spojeni) prvki x,y je nejmensi
ze vSech jejich hornich zavor, tedy takovy prvek s, ktery je horni zavorou dvojice
x,y, priCemz neexistuje jind horni zavora z # s, pro kterou by bylo z < s.

Dvojice prvki obecné zadné supremum mit nemusi: predné nemusi mit ani
zadnou horni zavoru (jako prvky 8,18 na obr. 3.5b), nebo naopak miize mnozina
hornich zavor mit vice minimalnich prvki, ze kterych pak, jak vime, zadny nebude
nejmensi. Tento pripad nastava u prvki 4, 6 na obr. 3.5d, které maji horni zavory
24,36 a 72, pricemz 24 a 36 jsou minimalni prvky v této mnoziné hornich zavor.

Podobné jako supremum je definovano infimum dvou prvka. Dolni zdavora
prvki z,y je prvek z, pro ktery je z < x a z < y, a infimum (prisek) prvki
x,1y je nejveétsi z jejich dolnich zavor. K pojmu infima se symetrickym zptsobem
vztahuje vse, co bylo feceno o supremu.

Cviceni
» 3.6 Dokazte, ze v konecné usporadané mnoziné existuje nejmensi prvek, praveé

kdyz v ni existuje presné jeden minimalni prvek. Najdéte nekonec¢nou usporada-
nou mnozinu, ve které tato ekvivalence neplati.
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» 3.7 Na mnoziné X = {a,b,c,d, e, f} je ddna relace R. Zjistéte, zda se jedna o
usporadani a pripadné urcete miniméalni a maximalni prvky, pokud

(a) R = {(dv C)a (ba a)a (Ca @)7 (da b)} UA,

(b) R ={(b,a),(c,a),(f,d), (b,d), (e, c), (e, a), (b,c), (b, /)} UA,
kde A = {(z,2) : z € X}.

» 3.8 Najdéte usporadanou mnozinu, ve které mnozina hornich zavor néjakych
dvou prvka ma presné pét minimalnich prvkii.

» 3.9 Uvazme mnozinu vSech prirozenych c¢isel, usporadanou relaci délitelnosti.
Existuji v této usporddané mnoziné suprema a infima? Jaky je jejich vyznam?

» 3.10 Dokazte, ze kazdé usporadani na konecné mnoziné X se da rozsirit do
linedrniho. Jinymi slovy: pro libovolné usporadani R na X existuje linedrni uspo-
radani R’ na X tak, 7e R C R'.

» 3.11 Dokazte, ze konefné usporadand mnozina (L, <) ma minimélni prvek z
a maximalni prvek y tak, ze x < y.

» 3.12 Bud U,, mnozina v8ech ¢aste¢nych usporadani na n-prvkové mnoziné X.
Uvazme U, jako usporddanou mnozZinu s usporadanim danym inkluzi (usporadani
S, T jsou v relaci, pokud T rozsituje S, tedy S C T). Charakterizujte minimélni
a maximalni prvky usporadané mnoziny U,.

3.4 Svazy

Svaz je usporddand mnozina (X, <), ve které existuje supremum i infimum pro
libovolnou dvojici prvki. Ve svazu muzeme na supremum a infimum pohlizet jako
na binarni operace (protoZze je zaruceno, Ze jejich hodnoty jsou definovany pro
kazdou dvojici). Supremum prvki z,y zde zna¢ime x V y, infimum jako z A y.

Prikladem svazu, na ktery jsme jiz narazili, je mnozina vSech podmnozin
libovolné mnoziny (uspoifadand inkluzi). Supremum dvou mnozin zde odpovida
jejich sjednoceni, infimum odpovida jejich priniku.

Pojmy suprema a infima jsme definovali pomoci usporadani. Je mozné postu-
povat v opacném sméru a z pouhé znalosti binarnich operaci suprema a infima
na mnoziné X rekonstruovat ptivodni usporadani? Nasledujici jednoduché tvrzeni
ukazuje, Ze to mozné je (a dokonce sta¢i znat jenom suprema).

Tvrzeni 3.2 Pro libovolné dva proky a,b svazu (X, <) plati

a=0b prave kdyz aVb=0>b prave kdyz aNb=a.
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Dikaz. Necht a < b. Pak b je zjevné horni zavorou dvojice a,b. Dejme tomu,
ze pro néjakou horni zavoru z # b této dvojice plati z < b. Z faktu, ze z je horni
zavora, plyne b < z. Diky antisymetri¢nosti mame z = b, coz je spor. Takova
zavora z tedy nemtze existovat, takze z definice suprema je a vV b = b. Tvrzeni o
infimu se dokazuje symetricky. O

Jednu polovinu minulého diikazu jsme si uSetfili poukazem na symetrii mezi
pojmy supremum a infimum. Jde o specialni ptipad tzv. principu duality, ktery
ukazeme dale.

Inverzni relace <~! k uspofdddni < je opét usporadani (cvideni 3.13). Neni
tézké si vSimnout, ze jeho Hassetiv diagram ziskame, kdyz oto¢ime Hassetiv dia-
gram usporadani =< vzhiru nohama. Pfi této zméné se suprema méni na infima
a naopak. (Pfesnéji, supremum prvki a,b vzhledem k uspotradani < je jejich infi-
mem vzhledem k uspofddani <~'.) Z toho snadno dostavame nasledujici princip
duality:

Pokud v néjakém tvrzeni, které plati ve vSech svazech, disledné za-
ménime symboly V a A a oto¢ime smér vSech nerovnosti, dostaneme
opét tvrzeni platné ve vSech svazech.

Véta 3.3 Pro operaci V v libovolném svazu (X, <) plati:
(i) je asociationi,

(ii) je komutativni,

(iii) aV a=a proa € X,

(iv) aV (bAa)=a proa,be X.

Diitkaz. Céast (i) (komutativita operace V) plyne pifmo z definice suprema.
Cést (iii) plyne z faktu, 7e a < a (reflexivita) a z tvrzen{ 3.2. V ¢asti (iv) vime,
ze bAa = a (protoze b A a je dolni zavora dvojice a, b), takze z tvrzeni 3.2 plyne,
ze aV (bAa)=a.

Zbyva ¢ast (i), tedy asociativita operace V. Méjme prvky a, b, c € X. Chceme
ukazat, ze a V (b V ¢) = (a V b) V c. Oznaéme levou stranu této rovnice jako /.
Z definice vime, ze ¢ je horni zavorou pro prvky a, bV ¢, pricemz druhy z téchto
prvku je zase horni zavorou pro prvky b,c. Odtud urcité a,b,c¢ =< £. Vzhledem
k tomu, ze a V b je nejmensi horni zavorou prvki a,b, musi byt a V b < £. Pak
ovSem ¢ je horni zavorou dvojice (aVb), ¢, takze pro supremum této dvojice mame

(avb)Ve=<Ll=aV (bVec).

Zcela obdobné lze ukazat opa¢nou nerovnost a V (bV ¢) < (aV b) V c. Z anti-
symetri¢nosti pak dostaneme pozadovanou rovnost. O
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Podobné vlastnosti jako operace V mé diky principu duality samoziejmé i
operace A (specidlné je asociativni a komutativni).

Vlastnosti (i) a (ii) ve vété 3.3 jsou stejné, jako mé operace s¢itani a nasobeni
v télese. Mlize nas napadnout otazka, zda tato analogie jde jesté dal, naptiklad
zda plati distributivita mezi operacemi A a V, tedy

aN(bVec)=(aNb)V(aAc) prolibovolné prvky a,b, c. (3.1)

Kazdy svaz, ve kterém plati (3.1), se nazyva distributivni. Piikladem takového
svazu je svaz podmnozin libovolné mnoziny. Jsou-li totiz A, B, C' néjaké mnoziny,

pak z obr. 3.6 je vidét, ze AN (BUC)=(ANB)U(ANC).

C

A B

Obrazek 3.6: Distributivita u mnozin: AN (BUC) =(ANB)U(ANC).

Na druhou stranu obr. 3.7 ukazuje dva priklady svazl, které distributivni
nejsou (viz cviceni 3.14).

(a) Ms;. (b) Ns.

Obréazek 3.7: Nedistributivni svazy.

D4 se dokonce ukézat, ze svazy M5 a N5 z obr. 3.7 jsou v jistém smyslu
obsazeny v kazdém nedistributivnim svazu. Abychom mohli tento fakt precizné
vyjadrit, potfebujeme jesté jednu definici.

Podsvazem svazu (X, <) je libovolny svaz (Y, <) takovy, ze

(1) Y C X a usporadani < je zdZenim usporadani < na mnozinu Y (jinymi
slovy plati a < b, pravé kdyz a < b a prvky a,b lezi v mnoziné Y),

(2) suprema (infima) ve svazu (Y, <) se shoduji se supremy (infimy) ve svazu
(X, ).
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Piiklad 3.4 Uvazme znovu svaz X vSech podmnozin mnoziny {1, 2,3} s uspo-
radanim inkluzi, jehoz Hassetiv diagram zname z obr. 3.4b. Na obr. 3.8a je zvy-
raznéna mnozina Y C X. Svaz (Y, C) na obr. 3.8b neni podsvazem svazu (X, C)
(i kdyz se tak pfi zbézném ¢teni definice mize jevit). Prvky {1} a {3} totiz ve
svazu (X, C) maji supremum {1, 3}, zatimco ve svazu (Y, C) je jejich supremem
prvek {1,2,3}. Pfidame-li vSak k mnoziné Y prvek {1,3} a ozna¢ime vyslednou
mnozinu Y’ pak svaz (Y’, C) jiz je podsvazem svazu (X, C). Pouceni z uvedeného
prikladu je, Ze ne kazda mnozina prvki svazu urcuje podsvaz.

123 123

=
=

Obrézek 3.8: (a) Svaz (X, C) se zvyraznénou mnozinou prvki Y. (b) Svaz (Y, C).

Nyni mizeme vyslovit zajimavou charakterizaci distributivnich svazt, tzv.
Birkhoffovo?® kritérium distributivity, jehoz diikaz lze nalézt v [5]. Viimnéme si,
ze jedna z implikaci je trivialni.

Véta 3.5 (Birkhoffovo kritérium distributivity) Svaz je distributivni, prd-
ve kdyzZ neobsahuje ani jeden ze svazi Ms, N5 jako podsvaz. O

Vsimnéme si, ze svaz (Y, C) z prikladu 3.4 je totozny se svazem Ms. Neni vSak
podsvazem distributivniho svazu (X, C) (a nedostavame tak spor s vétou 3.5).

Fakt, 7e ‘zakdzané podsvazy’ z véty 3.5 jsou symetrické podle vodorovné osy,
naznacuje, ze pii otoceni distributivniho svazu ‘vzhiiru nohama’ bychom mohli
opét dostat distributivni svaz. V trochu jiné formulaci to potvrzuje nasledujici
véta.

Véta 3.6 V libovolném distributivnim svazu (X, <) plati také dudlni forma dis-
tributivity:
xV(yAz)=(xVy A(zVz2)

pro libovolné x,y,z € X.

3GEORGE DAVID BIRKHOFF (1884-1944).
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Dikaz. Polozme v definici (normdlni) distributivity a = x Vy, b = x, ¢ = z.
Dostaneme, 7e p := (zVy)A(xVz) =aAN(bAc)=(aNb)V(aNc) =
[(zVy)Az]V[(zVy)Az]. Podle dudlni verze véty 3.3d upravime levou z hranatych
zavorek na (zVy) Ax = x. V pravé zavorce jesté jednou uplatnime distributivitu
a dostaneme p =z V [(x A 2) V (y A 2)]. To lze s pouzitim asociativity upravit na
[V (xAz)]V(yAz)az véty 3.3d je kone¢né p=zV (y A z). O

Musi ve svazu vzdy existovat nejvétsi prvek? Priklad mnoziny realnych cisel
s béznym usporadanim ukazuje, ze nikoli. Plati vSak nasledujici véta:

Véta 3.7 V konecném svazu vidy existuje nejuetsi a neymensi prvek.

Dukaz. Od¢islujme prvky uvazovaného svazu (X, =) jako X = {ay,...,a,} a
definujme posloupnost si,...,s, induktivné predpisem s; = s;,_1 V a; pro i =
2,...,n, pficemz s; = a;. Tato posloupnost ‘roste’, presnéji s; < s;41 pro kazdé
i =1,...,n— 1. Navic je z definice a; < s; pro kazdé i = 1,...,n (s; je totiz
horni zavorou pro a; a s;_1). Pro prvek s, musi tim piadem byt a; < s,, kde
1 =1,...,n, a je tedy nejvétsim prvkem mnoziny X. Nejmensi prvek najdeme
podobné. O

Implikaci v predchazejici vété neni mozné obratit: usporadand mnozina s nej-
vétsim a nejmensim prvkem jesté zdaleka nemusi byt svaz. Prikladem je mnozina
z obr. 3.5d.

Nejvétsi prvek svazu (existuje-li) se obvykle znaéi jako 1, nejmensi prvek jako
0. Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze se jednd o neutralni prvky operaci A resp. V.

Tvrzeni 3.8 Ma-li svaz (X, =) proky 0 a 1, pak pro kaZdé x € X plati
zANl=2 a zV0=uzx.

Dikaz. Prvek 1 je nejvétsi, takze pro libovolné € X mame x < 1. Podle
tvrzeni 3.2 je x A 1 = x. Podobné pro operaci V a prvek 0. O

Svaz podmnozin libovolné mnoziny A nejvétsi a nejmensi prvek ma. Nejvétsim
prvkem je cel4 mnozina A, nejmensim pak prazdna mnozina ().

Cviceni
» 3.13 Dokaite, Ze inverzni relace =<~! k libovolnému uspotfadani =< je opét
usporadani.

» 3.14 Ovérte, ze usporadané mnoziny Ms, N5 na obr. 3.7 jsou svazy, a ukazte,
ze v nich neplati rovnost (3.1).

» 3.15 Dokazte, 7e svaz (X, =) je distributivni, pravé kdyz pro kazdé a,b,c € X
s vlastnosti a Ab=aAcaaVb=aVcplati b = c. (Mizete pouzit vétu 3.5.)
Naleznéte priklad nedistributivniho svazu, kde uvedena ekvivalence neplati.
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» 3.16 Necht R je linearni uspotfadani na mnoziné X. Musi (X, R) byt svaz?

» 3.17 Ukazte, ze mnozina vSech prirozenych cisel N usporadand délitelnosti
je svaz. Rozhodnéte, zda je tento svaz distributivni. Jaky je nejvétsi a nejmensi
prvek?

» 3.18 (a) Necht D(n) je mnozina déliteli piirozeného ¢isla n, usporadana
relaci délitelnosti. Dokazte, ze D(n) je svaz (tzv. svaz déliteli ¢isla n).

(b) Necht X je konefna mnozina pfirozenych ¢isel, kterd pii usporadani relaci
délitelnosti tvoii svaz. Musi tento svaz byt distributivni?

» 3.19 Mnozina X je usporadana relaci délitelnosti. Rozhodnéte:
e které jsou maximalni a minimdalni prvky mnoziny X,
e zda existuje nejvétsi a nejmensi prvek mnoziny X,
e zda X je svaz,
e zda X je distributivni svaz.
Mnozina X sestava z téchto prvki:
(a) X ={2,4,6,14,42},
(b) X =1{2,3,7,14,42},
(c) X ={1,2,3,5,30},
(d) X ={1,2,3,12,18, 36},
(e) X =11,2,3,4,12,20,60},
(f) X ={1,2,3,5,6,10, 15, 30}.

» 3.20 Urcete vSechny podmnoZiny X svazu déliteli D(12) ¢isla 12 s vlastnosti,
ze mnozina X (usporadand relaci délitelnosti) je svaz, ale neni to podsvaz svazu
D(12).

» 3.21 Navrhnéte algoritmus, ktery zjisti, zda je dana usporddand mnozina sva-
zem. Soucasti navrhu je reprezentace vstupni usporadané mnoziny.

» 3.22 Pevny bod zobrazeni f : X — X (kde X je n&jakd mnozina) je kazdé
x € X, pro které je f(x) = z. Dokazte, Ze v koneéném svazu L méa mnozina
pevnych bodi kazdého zobrazeni f : L — L zachovavajiciho usporadani nejvétsi
a nejmensi prvek.
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» 3.23 Ukazte, ze v libovolném svazu (X, <) pro libovolnou trojici prvka z, y,
z plati
(xAy)V(zAz) 2z A(yV 2).

»» 3.24 Plati-li pro prvky a,b, ¢ svazu L rovnost
(@anb)V(aAc)V(bAc)=(aVb) A(aVec)A(bVc),

pak se hodnoté na kazdé strané této rovnice rika medidn prvki a, b, c. Dokazte,
ze L je distributivni svaz, pravé kdyz kazda trojice jeho prvki ma median.

» 3.25 Mé&jme svaz (X, =). Obdrzime opét svaz, pridame-li k (X, <) novy nej-
vétsi prvek 17 a nejmensi prvek 07
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Kapitola 4

Booleovy algebry

Z minulé kapitoly vime, ze soubor podmnozin libovolné mnoziny ma strukturu
distributivniho svazu. Jeho struktura je ale bohatsi o operaci, ktera kazdé pod-
mnoziné pritazuje jeji doplnék. Distributivnim svaziim s podobnou operaci se tika
Booleovy algebry.

4.1 Definice

Definice 4.1 Necht (X, <) je svaz s nejmensim prvkem' 0 a nejvétsim prvkem
1. Komplement prvku x € X je kazdy prvek y, pro ktery plati

zxVy=1 xAy=0.

Jak jsme naznacili vyse, predstavu o pojmu komplement poskytuje svaz pod-
mnozin libovolné mnoziny A, kde komplementem mnoziny B C A je prosté mno-
zinovy doplnék A— B. (Je totiz jasné, Ze sjednocenim mnoziny B a jejiho doplitku
je celd mnozina A, zatimco jejich prinik je prazdny.)

V tomto pripadé je komplement urcen jednoznacné. Obecné tomu tak byt
nemusi, ale v pripadech, o které se budeme zajimat, plati, ze komplement libo-
volného prvku je nejvyse jeden:

Tvrzeni 4.2 Je-li (X, =) distributivni svaz s 0 a 1, potom kaZdy prvek x € X
mda nejvyse jeden komplement.

Dukaz. Necht z € X méa komplementy y a y'. Podivejme se na prvek

p=yAxVy).

'Podle véty 3.7 mé kazdy konecny svaz nejmensi a nejvéts prvek. Protoze v kapitole 4 bu-
deme prilezitostné hovorit i o nekonecnych svazech, zahrnujeme pozadavek existence nejmensiho
a nejvétsiho prvku do této a dalsich definic.

41
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Na jednu stranu je x V¢’ = 1, a tedy p = y. Na druhou stranu z distributivity
mame p = (yAx)V(yAy') =0V (yAy') =yAy'. Zkratka a dobfe y = y Ay, coz
podle tvrzeni 3.2 znamena, ze y < 3. Zcela symetrickym zptisobem ale dostaneme
y' <y, takze y = v’ a dikaz je u konce. O

Svaziim s 0 a 1, kde kazdy prvek ma néjaky komplement, se fika komplemen-
tarni svazy.

Definice 4.3 Booleova® algebra je distributivni komplementarni svaz s prvky 0
a 1. Pouziva se také pojmu Booleuv svaz.

V Booleové algebre ma tedy kazdy prvek x pravé jeden komplement, ktery se
znaci .

U Booleovych algeber je rovnéz casto prijimana konvence, které se pridrzime i
my, totiz znacit operaci suprema jako + a operaci infima jako - (pficem? tecka se
stejné jako u bézného soucinu obvykle vynechavd). PrepiSeme-li tedy napiiklad
definici komplementu v tomto novém znaceni, dostaneme x +z = 1 a 2z = 0.
Zakony distributivity v novém hévu vypadaji takto:

o 2(y+2)=(z-y)+(x-2),
e r+ (y-2)=(x+y) (x+2).

Prvni z nich vypada jako ‘stard znama’ distributivita u ¢iselnych operaci, prosté
roznasobeni zavorky. Druha rovnost, kterd neplati o nic méné, ale u cisel zadnou
obdobu nema.

N\ d
Cviceni

» 4.1 Rozhodnéte, zda mnozina X C N spolu s usporadanim danym délitelnosti
je (1) svaz, (2) distributivni svaz, (3) komplementéarni svaz, (4) Booleova algebra.

(a) X ={1,2,3,12,18, 30, 180},
(b) X = {1,2,4,6,7,10, 60, 420},
() X ={1,2,3,7,6,14,21,42},

(d) mnozina vSech déliteli ¢isla 90 usporadana délitelnosti.

»» 4.2 Oznacme mnozinu vsech déliteli ¢isla n, usporadanou relaci délitelnosti,
symbolem D(n). Dokazte, ze D(n) je pro libovolné n distributivnim svazem (viz
také cviceni 3.18). Urcete, pro kterd n je D(n) Booleovou algebrou.

2GEORGE BOOLE (1815-1864).



4.2. Booleovské pocitani 43

» 4.3 Necht u,v jsou prvky linedrniho prostoru Z} nad Z,. Definujme min(u, v)
jako vektor, jehoz i-ta souradnice je rovna minimu z i-tych soutradnic vektor u
a v. Dokazte, ze Z} je Booleova algebra vzhledem k operacim

u A v =min(u,v),

uV v =u+ v+ min(u,v).

4.2 Booleovské pocitani

Véta 4.4 (De Morganovy zdkony) V Booleové algebie A plati pro kaZdou
dvogici proki x,y € A:

(¢) T+y=2-7,
(b) Yy =T +7.

Dikaz. Dokazme ¢ast (a), tedy Ze prvek Z - g je komplementem prvku z + y.
Nejprve je tieba ukazat, ze (x+y)+ (z-g) = 1. K tomu pouzijeme distributivitu.
Ta nam fika, ze p .= (r+y)+ (T -9) = (t+y+ ) - (x +y + ). Z definice
komplementu ale je x +z =1, a tedy i x + & 4+ y = 1. Podobné i druhé zavorka
je rovna jedné, takze p=1-1=1.

Ve druhé poloviné diikazu ¢asti (a) musime ukézat, ze prvek ¢ := (z+y)-(7-7)
je roven nule. Argument je podobny: z distributivity ¢ = [z - (Z-§)] + [y - (Z - §)],
a protoze xx = yiy = 0, jsou obé hranaté zavorky nulové a ¢ =0+ 0 = 0.

Cast (b) se dokazuje symetricky. O

Pravidla pocitani v Booleovych algebrach shrnuje néasledujici véta:

Véta 4.5 Pro libovolné prvky a, b, c Booleovy algebry B plati:
(1) a+a=a,
(2) a+b=b+a (komutativita),
(3) a+(b+c)=(a+b)+c (asociativita),
(4) a+(ab)=a,
(5) a(b+c)=(ab) + (ac) (distributivita),
(6) a+0=aq,
(7) a-0=0,
(8) 1=0,

(9) at+a=1,
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(11) a+b=a-b (De Morganovy zdkony),

a rovnéz dudlni formy viech téchto turzeni (ve kterjch zameénime symboly + a
- a symboly 0 a 1).

Dikaz. VétSinu téchto tvrzeni jsme jiz dokazali nebo plynou piimo z definic.
Cast (10) plyne z toho, ze definice komplementu je symetricka: je-li  komple-
mentem prvku z, je také x komplementem prvku 7, a tedy x = z. O

Cvicéeni

» 4.4 Ukazte, ze bod (1) véty 4.5 plyne z bodi (2), (3) a (4).

4.3 Booleovy algebry podmnozZin

Dilezitym piikladem Booleovych algeber jsou jiz zminéné svazy podmnozin.
Vime, ze soubor viech podmnozin mnoziny X (spolu s usporadanim inkluzi) tvori
svaz. Je to dokonce svaz distributivni (pro¢?), a na zacatku kapitoly jsme zjistili,
ze je i komplementarni. Jedna se tedy o Booleovu algebru. Budeme ji oznacovat
symbolem 2%. (Pro jistotu upozornéme, Ze se zde nejednd o umociovani ¢isla 2.)
Nulovym prvkem v této Booleové algebie je prazdna mmnozina ), prvek 1 je celd
mnozina X.

Podivejme se pro mald n podrobnéji na Booleovu algebru tvorenou vsemi
podmnozinami néjaké zvolené n-prvkové mmnoziny. Tato algebra ma 2" prvki.
Obr. 4.1 ukazuje Hasseovy diagramy Booleovych algeber 2%, kde X probih4
mnoziny {a}, {a,b}, {a,b,c} a {a,b,c,d}. Pro vétsi prehlednost u obrazka 4.1c
a 4.1d vynechavame mnozinové zavorky. Napriklad zapis bcd tak predstavuje
podmnozinu {b, ¢, d}, nikoli soucin b - ¢ - d (ten je ostatné nulovy).

Je-li mnozina X jednoprvkova, pak Booleova algebra 2% m4 pouze dva prvky,
totiz 0 a 1. Pozdéji uvidime, ze tato algebra, kterou budeme znacit symbolem Bs,
pres svou jednoduchost hraje mezi Booleovymi algebrami prominentni tlohu.

Operace souctu, soucinu a komplementu v libovolné Booleové algebfe mtizeme
zapsat tabulkou, podobné jako napf. u operaci v télese. Ve zminéné algebre B, je
vysledkem tab. 4.1.

+0 1 :
00 1 0
11 1 1

o OO

1
0
1

— o8
O =8I

Tabulka 4.1: Operace v Booleové algebie By: s¢itani, nasobeni a komplement.
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(d) 2{a;b,c,d}

Obréazek 4.1: Ctyii Booleovy algebry tvaru 2%.

Operace ve ¢tyiprvkové Booleové algebie 2{*% zachycuje tab. 4.2, kde misto
{a,b} piseme 1, misto () piSeme 0 a u mnozin {a}, {b} vynechdvdme mnozinové
zavorky.

+10 a b 1 0 a b 1 T |z
0/0 a b 1 00 0 0 0 01
ala a 1 1 al0 a 0 a al|b
blb 1 b 1 b0 0 b b b|a
111 1 1 1 110 a b 1 110

Tabulka 4.2: Operace v Booleové algebie 214},

Cviceni
» 4.5 Rozhodnéte, zda relace S na mnoziné 2{%%¢} je (1) reflexivni, (2) symet-
rickd, (3) antisymetrickd, (4) tranzitivni, (5) ekvivalence, (6) usporadani:

(a) Sy <= &y (tedyx Cyaz#£y),
(b) xSy < xznNy=10,

(c) xSy < xUy=/{a,b,c}.
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» 4.6 Pro¢ mnozina {0,a,b, 1} spolu s operacemi + a - v tab. 4.2 netvofi téleso?
» 4.7 Napiste tabulky operaci v Booleové algebie 2{®b:c},

» 4.8 Bud B mnozina vSech podmnozin mnoziny prirozenych ¢isel N, které jsou
kone¢né nebo maji koneény doplnék v N. Usporadani na B je definovano mnozi-
novou inkluzi. Ukazte, ze B je Booleova algebra.

4.4 Dva pohledy na Booleovu algebru

Definovali jsme Booleovu algebru jako specialni ptipad svazu, obecnéji uspota-
dané mnoziny. Z daného uspotradani na této mnoziné jsme teprve dodatecné od-
vodili operace souc¢tu, sou¢inu a komplementu (pomoci pojmi supremum a infi-
mum). Znalost samotného usporadani ndm poskytuje tiplnou informaci o téchto
operacich.

K véci bychom ale mohli pfistoupit i z druhé strany a definovat Booleovu
algebru ptimo jako mnozinu M s bindrnimi operacemi + a - a unarni operaci
komplement, které splhuji urcitda pravidla. Inspirovani tvrzenim 3.3.2 bychom
pak mohli definovat usporadani < na mnoziné M predpisem

a < b, pravé kdyz a - b = a. (4.1)

Pokud byly podminky kladené na naSe operace vhodné zvoleny, bude mno-
zina M s timto usporadanim distributivni komplementarni svaz — jinymi slovy
Booleova algebra podle nasi staré definice. Cviceni 4.9 ukazuje, ze vhodnymi
predpoklady jsou naptiklad podminky ve vété 4.5.

Cviceni

» 4.9 Necht B je mnozina s binarnimi operacemi + a -, s unarni operaci kom-
plement (kterd prvku z pfifazuje prvek z) a s uréenymi prvky 0 a 1. Dokazte, ze
pokud pro tyto operace a prvky plati podminky (1) az (11) véty 4.5, pak mnozina
M spolu s usporadénim danym predpisem (4.1) je Booleova algebra podle nasi
dosavadni definice.

4.5 Atomy

Definice 4.6 Atom Booleovy algebry (A, <) je libovolny prvek a € A takovy,
7e jedinym prvkem z € A, pro ktery plati z < a, je prvek z = 0. MnozZinu vSech
atomi Booleovy algebry A znaéime At(.A).
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Vsimnéme si, ze ekvivalentné by Slo atomy definovat jako prvky, jejichz bez-
prostiednim pfedchiidcem je prvek 0. Napiiklad Booleova algebra 2{%* ma atomy

{a} a {b}.
Snadno se nahlédne, ze kazda konecna Booleova algebra obsahuje asponi jeden
atom: plati dokonce nésledujici silnéjsi tvrzeni.

Pozorovani 4.7 Pro kazZdy prvek x # 0 konecné Booleovy algebry A existuje
atom a € At(A) takovy, Ze a < x.

Dikaz. Neni-li z atom, zvolme néjakého jeho bezprostiedniho predchidce x; #
0. Neni-li ani x; atom, zvolme jeho bezprostfedniho predchidce x5 # 0. Iteraci
tohoto postupu musime po koneéném poctu kroki narazit na néjaky atom a, a
pro ten jisté plati a < x. O

Na druhou stranu existuji nekonecné Booleovy algebry, které neobsahuji ani

jeden atom (viz cviceni 4.12).
Cviceni
» 4.10 Které prvky jsou atomy v nésledujicich Booleovych algebrach:

(a) v Booleové algebfe podmnozin 24},

(b) obecnéji v algebie 2%, kde X je néjakd mnozina,

(c) ve svazu déliteli ¢isla 307
» 4.11 Urcete atomy Booleovy algebry ze cviceni 4.8.

»» 4.12 Uvazujme nasledujici relaci ~ na mnoziné P(N) vSech podmnozin mno-
ziny prirozenych cisel N:

A ~ B, pravé kdyz symetricky rozdil A A B je konefna mnozina.
(a) Dokazte, 7e ~ je ekvivalence.

(b) Ozna¢me tiidu ekvivalence ~ obsahujici prvek A symbolem [A]. Definujme
na téchto tridach relaci < predpisem

[A] < [B], pravé kdyz A — B je kone¢na mnoZina.

Ukazte, ze tato definice je korektni, tj. ze nezalezi na vybéru reprezentanti
trid [A] a [B].

(c) Dokazte, ze relace < je uspoiadani.

(d) Dokazte, 7e mnozina tiid ekvivalence ~ s usporadanim = je Booleova alge-
bra, kterd nema zadné atomy. PopiSte spojeni, prisek a komplement v této
Booleové algebre.
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4.6 Stoneova véta o reprezentaci

Definujme nejprve pojem isomorfismu mezi usporadanymi mnozinami. Obecné
feCeno je isomorfismus bijekce, ktera zachovava ‘vse podstatné’. U usporadanych
mnozin musi zachovavat usporadani, zatimco naptiklad u grup jde o jednotkovy
prvek a grupovou operaci (viz cviceni 2.2).

Definice 4.8 Isomorfismus usporadanych mnozin (X, <) a (Y, C) je bijekce f :
X — Y takova, ze pro kazdé a,b € X plati a < b pravé kdyz f(a) = f(b). Tyto
usporadané mnoziny jsou isomorfni (psano (X, <) ~ (Y,C)), pokud mezi nimi
existuje isomorfismus.

Jak ukazuje cviceni 4.13, isomorfismus dvou Booleovych algeber jakozto uspo-
fadanych mnozin zachovava i vSechny dosud uvazované operace (napf. supre-
mum).

Definice 4.9 Necht B = {ay,...,ar} je kone¢nd mnozina prvki svazu (X, <)
s nejmensim prvkem 0. Je-li £ > 1, definujme supremum mnoziny B jako

SupB:(...((al\/az)\/ag)\/...>\/ak. (4.2)
Déle definujme sup ) = 0, sup {a} = a.

Tvrzeni 4.10 Necht (X, <) je svaz s nejmensim prokem 0 a B = {ay,...,ax} C
X. Potom:

(1) sup B je nejmensi horni zdvora mnoZiny B, tj. nejmensi prvek v € X
s vlastnosti a; = x pro kazdeé i,

(2) wve vzorci (4.2) nezdlezi na poradi proki ay, . . ., a ani na jejich uzdvorkovani
(a ma tak smysl psit sup B =a; V -+ V ay).

Dukaz. Cviceni 4.15. O

Stoneova® véta o reprezentaci charakterizuje viechny konecéné Booleovy alge-
bry.

Véta 4.11 (Stoneova véta) Kazdd konefnd Booleova algebra (A, <) je iso-
morfni s Booleovou algebrou (2% C).

Duikaz. Zkonstruujeme isomorfismus mezi usporadanymi mnozinami (A, <) a
(2A%A) ). Konkrétné pro = € A necht

¥ ={a € At(A) : a < z}.

3SMARSHALL HARVEY STONE (1903-1989).
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Zobrazeni x +— x* pritazuje kazdému prvku x € A mnozinu atomu algebry A.
Potiebujeme ukézat, 7e se jedna o bijekci mezi A a 2% a 7e plati x < y, pravé
kdyz «* C y*. Ditkaz rozdélime do ¢tyt ¢asti.

(1) Pokud x =y, pak z* C y*.

Toto je nejlehci ¢ast diikazu. Pro kazdé a € o* plati a < = < y a z tranzitivity
je a € y*. Jinak Teceno, x* C y*.

(2) Pokud z* C y*, pak x = y.

Necht naopak = £ y. Podle tvrzeni 3.2 musi byt xy # z. V§imnéme si, ze

r=x-1=z(y+y) =y + xy,

z ¢ehoz plyne, ze xy # 0. Najdéme podle pozorovani 4.7 atom a < xy. Z definice
infima je a < z a tedy a € x*. Déle je a =< y a tim paddem nemiize byt a < v,
protoze bychom dostali @ < yg = 0; a je vSak atom. Takze a ¢ y*. Atom a tedy
dosvédcuje, ze x* neni podmnozinou y*. Tim je pozadovana implikace dokazana.

(3) Zobrazeni x — x* je prosté.

Vezméme = # y € A. 7Z antisymetrie musi byt bud x A y nebo y £ x; necht
plati prvni varianta. Podle obmény implikace v bodu (2) dostavame, Ze z* neni
podmnozinou y*. Specidlné z* # y* a tvrzeni je dokazano.

(4) Zobrazeni x +— z* je na.

Hleddme vzor libovolné mnoziny atomi B = {ay,...,ax} C At(A), tedy
takové b € A, 7e b* = B. Dokazeme, 7e tuto vlastnost ma prvek b = sup B.

Pro kazdy atom a; € B jisté plati, ze a; = b. Otazkou je, zda tato nerovnost
muze platit i pro néjaky atom ¢ ¢ B. Dejme tomu, 7Ze ano, tedy ¢ < b. Rozepisme
sup B s pouzitim symbolu + a zjisténi, ze na zavorkach nezalezi a muzeme je
vynechat:

cb=c- (a4 +a)=car+--+ca=0+---+0=0,

pricemz predposledni rovnost vychéazi z faktu, ze infimum dvou ritznych atomi
je nutné 0. Dokazali jsme, Ze ¢ - b # ¢, a tedy ¢ ¢ b*. Z toho jiz plyne, Ze b* = B.
Ditkaz véty je proveden. O

Disledek 4.12 Pocet proki konecéné Booleovy algebry A je vZdy mocnina cisla
2, konkrétné 2™, kde m = |At(A)|. O

Disledek 4.13 Duve konecné Booleovy algebry se stejnym poctem proki jsou
1somorfni.

Dikaz. Necht A, B jsou Booleovy algebry (s usporadanim, které nebudeme
vyslovné zmitiovat) a |A| = |B| = n. Vime, 7e A ~ 234 3 B ~ 24(B) Kkde
uvazované algebry podmnozin jsou usporadany inkluzi. OvSem mnoziny At(.A)
a At(B) jsou stejné velké (jejich velikost je log, n), takze mizeme zvolit néjakou
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bijekei g : At(A) — At(B). Tato bijekce podle cviceni 4.16 indukuje isomorfismus
29 mezi Booleovymi algebrami 2444 a 24t5)  Celkem vzato dostavame

A~ 284 ~ 2AUB) v 3

a slozenim téchto tii isomorfismu je isomorfismus mezi A a B. O

Cviceni

» 4.13 Ukazte, ze jsou-li dvé Booleovy algebry isomorfni (jako usporadané mno-
ziny), pak prislusny isomorfismus zachovava i operace suprema, infima a komple-
mentu, tedy napriklad

fle+y)=fl@)+ fy)
(kde se ovSem symbol + na kazdé strané rovnice vztahuje k jiné Booleové algebre!)
» 4.14 Necht B a C jsou Booleovy algebry. Ukazte, ze bijekce f: B — C spliujici

flx+y) = f(x)+ f(y) a f() = f(x) pro vSechna z,y € B je isomorfismus
Booleovych algeber.

» 4.15 Dokazte tvrzeni 4.10.

» 4.16 Necht g : Y — Z je bijekce mezi koneénymi mnozinami. Zobrazeni g
indukuje zobrazeni 29 : 2 — 2%, dané piedpisem

29(4) = {g(a) : a € A}

pro libovolné A C Y. Ukazte, ze 29 je isomorfismus Booleovych algeber (2, C)
a (27, Q).

» 4.17 Ukazte, ze jsou-lig: X; — Xsah: Xy — Xjisomorfismy usporadanych
mnozin (X1, <) a (Xa, <3), resp. (Xo, <2) a (X3, <3), potom slozeni goh : X; —
X3 je isomorfismem usporadanych mnozin (X7, =) a (X3, =<3).

» 4.18 (a) Najdéte vSechny navzdjem neisomorfni usporddané mnoziny o 3
prvcich.

(b) Dokazte, 7e stejné velké konecné linedrné uspofddané mnoziny jsou iso-
morfni.

(c) Najdéte dvé neisomorfni linedrni usporadani mnoziny vSech prirozenych
cisel.
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4.7 Direktni soudin

Disledkem Stoneovy véty je, ze Booleovy algebry podmnozZin jsou vlastné (az
na isomorfismus) jedinymi predstaviteli koneénych Booleovych algeber. Uvidime,

vvvvvv

podobé.

Definice 4.14 Direkini soucin Booleovych algeber (A;, <;) a (As, <2) je kar-
tézsky soudin A; x Ay s usporadanim < definovanym ‘po slozkach’:

(b1,b2) < (c1,¢2), pokud by =<q ¢; a by =<5 ¢y,

kde (b1, bs) a (¢1,¢3) jsou prvky soudinu A; X As. Je-li A; = Ay, mluvime také o
direktni mocniné Booleovy algebry A;.

Direktni sou¢in Booleovych algeber je sim Booleovou algebrou. Abychom toto
tvrzeni dokézali, musime z definic ovérit, ze je to komplementarni distributivni
svaz. Predev8im je snadné si v8imnout, Ze v souc¢inu A; X A, existuji suprema:
supremem dvojic (b, by) a (c1, c2) je dvojice (by V c1,be V ¢3). (Dokazte.) Podobné
je tomu s infimy, takze A; X A; je svaz. M4 prvek 0, jehoZ slozky jsou nulové prvky
v A; resp. As, a podobné definovany prvek 1. Distributivita a komplementarnost
plynou z faktu, ze tyto vlastnosti maji algebry A; resp. As. Podrobny diikaz
nechavame na cviceni 4.19.

Piiklad 4.15 Uvazme dvouprvkovou Booleovu algebru By, = {0, 1} z obr. 4.1(a).
Direktni mocnina B2 sestéva ze vSech dvojic prvki 0 a 1. M4 tedy 4 prvky, které
Ize psat jako 00,01, 10 a 11. Obecné n-tou direktni mocninu B} Booleovy algebry
By 1ze ztotoznit s mnozinou vSech slov, tvofenych n-tici symboli 0 a 1. Tato slova
jsou uspotradana ‘po slozkach’, tj. (ajasy...a,) < (bibe...b,), pokud a; < b; pro
kazdé i.

Tvrzeni 4.16 Je-li X n-prvkovd mnoZina, pak 2% ~ BY.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti (diky cviceni 4.16) mizeme predpokladat, ze
X ={1,...,n}. Proi € X uvazme ‘slovo’ w; = (0...010...0) s jednic¢kou pravé
na i-tém misté. [somorfismus f : 2% — BY je pak d4n predpisem

f(Y) = sz‘,

kde Y € 2% a symbol Y oznacuje s¢itani v Booleové algebie By. Je snadné
nahlédnout, ze f je opravdu isomorfismus. O

Disledek 4.17 KazZda konecna Booleova algebra je isomorfni s Booleovou alge-
brou BY pro néjake n.

Dikaz. Plyne pifimo ze Stoneovy véty a tvrzeni 4.16. O
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Cviceni

» 4.19 Ukazte podrobné, ze direktni souc¢in Booleovych algeber je Booleova al-
gebra. Jaké jsou jeji atomy?

» 4.20 Urcete hodnoty operaci +, - a komplement v Booleové algebie B3. Vy-
sledek porovnejte s tabulkou 4.2.

4.8 Booleovské funkce

Definice 4.18 Booleovskd funkce n proménngch je libovolna funkce f : B} —
B.

Prikladem booleovské funkce 2 proménnych je funkce +, kterou uz zname.
Jeji hodnoty ukazuje prvni cast tab. 4.1.

Obvyklejsi tvar tabulky ma jeden radek pro kazdou kombinaci hodnot pro-
ménnych, jako v tab. 4.3, kterd ukazuje kromé funkce + i funkce - a komplement.
Jednéd se o tzv. pravdivostni tabulky.

r ylr+y r ylxr-y

0 0 0 0 0 0 |z
0 1 1 0 1 0 01
1 0 1 1 0 0 110
1 1 1 1 1 1

Tabulka 4.3: Hodnoty booleovskych funkei +, - a komplement.

Tvrzeni 4.19 MnozZina F,, vSech booleovskych funkci n promenngch s usporada-
nim < danym pTedpisem

f < g, pokud pro kazdé x € B} plati f(x) =< g(z),
je Booleova algebra.

Dukaz. Cviceni 4.23. O

vvvvvv

xy + Zy). To je idea booleovskijch polynomi, definovanych nasledujicim rekurent-
nim zpusobem.

Definice 4.20 (1) Vyrazy 0, 1 a x; (pro libovolné i =1,...,n) jsou booleovské
polynomy v proménnych x, ..., x,.
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(2) Jsou-li f a g booleovské polynomy v proménnych zy,...,z,, pak vyrazy
(f+9),(fg)agrovnéz.

(3) Dva booleovské polynomy v proménnych zi,...,z, jsou si rovny, pokud
urcuji stejnou booleovskou funkei.

Piiklad 4.21 Vyraz @y := Ty+xy (tzv. symetricky rozdil  a y) je booleovsky
polynom v proménnych x,y. Plati ovSem také z @y = (z + y)(T + 7). MiZeme
se 0 tom presvédéit pravdivostni tabulkou (tab. 4.4).

Dalsi moznosti je primy vypocet podle booleovskych zasad. Z distributivity
totiz mame

(x +y)(x+7y) =2z + 2y +yT+yy
=0+2y+yr+0
=zy+xy. O

Dalsim dilezitym prikladem booleovského polynomu je implikace v — 1y,
definovana vztahem z — y := % + y.

r ylzdy | (z+y)(T+7)
0 0] 0 0
0 1| 1 1
1 0| 1 1
1 1] 0 0

Tabulka 4.4: Booleovské polynomy se stejnou pravdivostni tabulkou.

Cviceni
» 4.21 Sestrojte pravdivostni tabulky booleovskych funkeci, které jsou urceny
nasledujicimi polynomy v proménnych x a y:

(a) z —y,
(b) y + zg.

» 4.22 Je vyraz xs+ T3+ 22 booleovskym polynomem v proménnych x4, ..., x57
Je roven booleovskému polynomu x57

» 4.23 Dokazte tvrzeni 4.19. PopiSte suprema, infima a komplementy v Booleové
algebre F,.
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» 4.24 Kolik prvkid méa mnozina F, vSech Booleovskych funkci dvou promén-
nych? Kolik mnozina F,,?

» 4.25 Necht | je Shefferova® funkce B2 — By definovana tabulkou

v oy ||y
0 0] 1
0 1] 1
1 0] 1
1 1] 0

Ukazte, ze pomoci Shefferovy funkce je mozné vyjadrit komplement, spojeni a
prisek.

4.9 Souctovy a soucinovy tvar

Definice 4.22 Literdl v proménnych zq, ..., x, je libovolny booleovsky polynom
ve tvaru x; nebo T;, kde i = 1, ..., n. Soucinovad klauzule je booleovsky polynom,
ktery je souc¢inem konec¢né mnoha literali. Booleovsky polynom p je v souctovem
tvaru®, je-li sou¢tem soucinovych klauzuli. Dualni pojmy (souctova klauzule, sou-
¢inovy tvar) jsou definovany nasledujicim pfirozenym zptsobem. Souctovd klau-
zule je booleovsky polynom, ktery je souc¢tem kone¢né mnoha literalii. Polynom
p je v soucinovém tvaru, pokud souc¢inem souctovych klauzuli.

Priiklad 4.23 Polynom z,x5 + x173 je zapsan v souctovém, nikoli vSak souci-
novém tvaru. Polynom x;(zy + #73), ktery je mu roven, je zapsian v soucinovém
tvaru. Polynom 1 (zy + #3) + 122 neni ani v jednom z téchto tvari.

Naskyta se otazka, zda kazdou booleovskou funkci je mozné vyjadrit boole-
ovskym polynomem v souc¢tovém tvaru. Uvidime, ze plati mnohem vic.

Definice 4.24 Booleovsky polynom p v proménnych z,...,x, je v uplném
souctovém tvaru, jestlize je v souc¢tovém tvaru a kazdy ze s¢itanct (sou¢inovych
klauzuli) obsahuje pro kazdé i = 1,...,n budto literal x; nebo literal z; (ne vsak
oba). Symetricky: p je v dplném soucinovém tvaru, jestlize je v sou¢inovém tvaru
a kazdy z ¢initelt (souc¢tovych klauzuli) obsahuje pro kazdé i = 1,... n literédl x;
nebo z;.

Priklad 4.25 Polynom xy+zy v proménnych x, y je zapsan v Gplném souctovém
tvaru. Jeho alternativni zapis, (xr + y)(z + ), je v iplném soucinovém tvaru.

‘HENRY MAURICE SHEFFER (1882-1964).

vvvvvv

(DNF); misto ‘soucinovy tvar’ pak konjunktivni normdlni forma (KNF).
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Véta 4.26 KazZdou nekonstantni booleovskou funkci n promeénnych lze zapsat
booleovskyym polynomem n proménngch v uplném souctovém (iplném soucino-
vém) tvaru.

Dikaz. DokéZeme nejprve ¢ast o uplném souctovém tvaru. Uvazme libovolné
a = (ay,...,a,) € BY. Definujme souc¢inovou klauzuli p, jako soucin literdli x;
pres vSechna ¢ takova, ze a; = 1, a literdla &; pres vSechna ¢ takova, ze a; = 0.
Kazdé p, je tedy booleovsky polynom v aplném souctovém tvaru, ktery je navic
nenulovy jen pro jediné z € By (totiz z = a).

Méjme nyni booleovskou funkci f, kterou chceme reprezentovat booleovskym
polynomem v iplném souctovém tvaru, a necht A C B je mnozina vSech z € BY,
pro néz je f(z) = 1. Polozime-li

pPr = Zpaa

acA

pak p; je booleovsky polynom v Gplném souctovém tvaru a ocividné nabyva
stejnych hodnot jako funkce f. Vzhledem k tomu, Ze f neni konstantni nulova
funkce, neni soucet v definici polynomu py prazdny.

Pokud jde o vyjadieni v Gplném soucinovém tvaru, staci vyjadfit (nekon-
stantni) funkci f polynomem p 7 v aplném souctovém tvaru a upravit komplement
p; podle de Morganova pravidla do soucinového tvaru. O

Jednoduchym dtsledkem véty 4.26 je odpovéd na vyse polozenou otazku:
kazda booleovskd funkce ma vyjadieni ve tvaru polynomu v souctovém tvaru
(nepozadujeme-li iplny souctovy tvar, plati toto tvrzeni i pro konstantni funkce).

Piiklad 4.27 Vyjadiime v Gplném souc¢tovém a soucinovém tvaru booleovskou
funkci f v proménnych x, y, z, zadanou pravdivostni tabulkou 4.5.

vy z| flw,y,2)
0 0 0 0
00 1 0
0 1 0 1
01 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
110 1
11 1 0

Tabulka 4.5: Pravdivostni tabulka funkce f.

Radky tabulky, které v ditkazu véty 4.26 odpovidaji mnoziné A, jsou zna-
zornény tuéné. Prvni z nich napi. odpovida prvku (010) € B3, takZe piislusna
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klauzule p(o19y je TyZz. (Ovéite, Ze TyZ nabyva nenulové hodnoty pravé pro tento
jediny prvek.) Podobnymi ¢leny piispéji i zbylé dva tucné radky, takze vyjadieni
funkce f v aplném souctovém tvaru je

Py =2Yyz + ryz + ryz.

Vyjadiime f je§té v aplném soucinovém tvaru. Funkce f ma hodnotu 1 viude
tam, kde f ma hodnotu 0. Snadno tedy vidime, ze

Df = TYzZ + TYz + Yz + xYz + TY=Z.

(Kazda z péti klauzuli zde odpovida jednomu netuénému fadku.) Nés ale zajima
soucinovy tvar pro funkci f. Vezmeme tedy komplement py:

pP;F=2Yyz +2yz + Yz + Yz + Y2

=ZTYZ-TYz - TxYZ - xYZ - TYZ
=@+ty+2)(z+y+2)@T+y+2)(@+y+2)(T+7+2).

Priklad 4.28 Upravime do tplného souctového tvaru polynom

flz,y) = ((Zy) - 7) +y.

Mohli bychom sestrojit tabulku a postupovat stejné jako v minulém prikladu, ale
ukazeme TeSeni s vyuzitim booleovského pocitani.
Nejprve se zbavime komplementu v prvni zavorce:

flay) =(@F+9) B +y=@+9T+y
=TT+ YT +y=2y+vy.

Vysledny polynom je sice v souctovém tvaru, ne vSak v Gplném souctovém
tvaru, protoze druha klauzule neobsahuje zadny literal proménné z. Pouzijeme
trik: vynasobime tuto klauzuli vyrazem x + x = 1 a upravime. Hodnoty funkce
se tim nezméni.

flr,y) =15 +y =7y +y(r+ ) =7y + 2y + Ty,

a to je také hledané vyjadreni polynomu f v iplném souctovém tvaru.

Cviceni
» 4.26 Rozhodnéte, zda jsou nasledujici booleovské polynomy v souc¢tovém resp.
souc¢inovém tvaru:

(a) 1T + T34,

(b) @1 (x1 + 1),
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(c) z1 + a2,
(d) 1T2x374.

» 4.27 Vyjadiete booleovské funkce f(z,y,z) a g(x,y, z) polynomem (a) v apl-
ném souc¢tovém a (b) v iplném soucinovém tvaru.

vy z| flzy2) vy oz gy 2)
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0
11 1 1 1 1 1 1

» 4.28 Najdéte 2 riznd vyjadieni v souc¢tovém tvaru pro booleovsky polynom
z(y + z).

» 4.29 Plati véta 4.26 i pro konstantni booleovské funkce? Lze funkci s kon-
stantni hodnotou 1 (v n proménnych) zapsat v aplném souc¢tovém tvaru?

» 4.30 Pievedte do tuplného souctového a plného souc¢inového tvaru nasledujici
booleovské polynomy v proménnych x, y, z:

(a) z — (y — ),
(b) 2@ (y — 2),
(¢) y(z +72),
)

(d) ((zy) @ 2)((22) — y).

» 4.31 Pievedte booleovské polynomy do tiplného souc¢inového tvaru, a to (i)
pomoci booleovského kalkulu, (ii) pomoci tabulky:

(a) = ((y+72) ©2),
(b) ((z7) © (y2)) ® (27).

» 4.32 Kolik je Booleovskych funkci n proménnych, jejichz Gplny souc¢inovy tvar
je zaroven tvarem souctovym?

»» 4.33 Dokazte, ze pro kazdou Booleovskou funkci je zapis v dplném souctovém
tvaru jednoznacny.
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Kapitola 5

Graty

Touto kapitolou zac¢ind druha ¢ast naseho textu, ktera je vénovana teorii grafi.
Seznamime se v ni s nékterymi zakladnimi grafovymi pojmy.

5.1 Definice

Definice 5.1 Graf G je dvojice G = (V, E), kde V je kone¢nd mnozina a £ C
(}), piicemz
v
(3) = tlenyinyevasry
je mnozina v8ech dvouprvkovych mnozin (neuspoididanijch dvojic) prvki mnoziny
V. Prvky mnoZiny! V nazyvéame vrcholy (Casto také uzly), prvky mnoziny E pak
hrany grafu G. Vrcholy z,y € V jsou sousedni, pokud {z,y} € E.

V obvyklém znézornéni grafu jsou vrcholy zastoupeny body v roviné a kazda
hrana {z,y} ¢arou spojujici p¥islusnou dvojici bodt jako na obr. 5.1.

Pottebujeme-li se odkdzat na mnozinu vrcholi resp. hran néjakého grafu G,
pouzijeme zapis V(G) resp. E(G).

Vsimnéme si, ze nase definice grafu neumoznuje, aby mezi dvéma vrcholy vedla
vice nez jedna hrana (tzv. ndsobné hrany). Nepovoluje také tzv. smycky, tj. hrany,
které spojuji vrchol se sebou samym. V nékterych situacich je vhodnéjsi uvazovat
grafy, které nasobné hrany nebo smycky maji. My se vSak zatim pridrzime nasi
jednoduché definice.

Dalsi dilezité zjisténi je, ze naSe grafy jsou neorientované, jejich hrany ne-
maji smér, protoze jsou definovany jako neuspordidané dvojice vrcholi. Nékdy
budeme pro jednoduchost zapisovat hranu {z, y} prosté jako xy; je ale t¥eba mit
na paméti, ze v neorientovaném grafu neni rozdil mezi hranami xy a yzx.

1Ustalené oznaceni V, E pochdzi z anglické terminologie: anglicky termin pro vrchol je
vertex, pro hranu edge.

29
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(a) (b)

Obrazek 5.1: Priklady graft.

Budeme také uvazovat predevsim o konecnich grafech, tedy takovych, jejichz
mnozina vrcholi je koneéna. (Musi pak byt koneénd i mnozina hran?)

Pojem neorientovaného grafu je velice blizko pojmu symetrické relace. Je-li
R antireflexivni? symetricka relace na mnoziné X, pak ji lze pfifadit neoriento-
vany graf G s mnozinou vrcholi V(G) = X, ve kterém prvky z,y € X jsou
spojeny hranou (tedy {x,y} € E(G)), pokud = R y. Tato korespondence plati i
opacné. Lze dokonce i odstranit pozadavek antireflexivity, pokud ovsem v grafu
G povolime smycky.

5.2 Neékteré zakladni grafy

Ukézeme si piiklady grafi, které jsou natolik dilezité, ze si zaslouzily vlastni
jména a oznaceni. Necht n je prirozené ¢islo a ozna¢me [n] = {1,...,n}. VSechny
déle definované grafy maji mnozinu vrcholi [n].

Uplngj graf na n vrcholech (znaéi se K,,) obsahuje jako hrany vSechny neu-
sporadané dvojice prvki [n], takze

PlHn) = <[Z]>' K

D6 [ ] [ ]

2Relace R je antireflexivni, pokud pro zadné x neplati ¢ R .
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Cesta P, na n vrcholech je definovana takto:

V(P,) = [n], 0
E(P) = {{i,i+1}:1<i<n)}
g1

Kruznice C,, na n > 3 vrcholech vznikne pfidanim jedné hrany:

5
S
I

E(P,) U{{1,n}}. .

5.3 Isomorfismus a podgrafy

Podivejme se na dvojici grafi G, H, zndzornénych na obr. 5.2. Jsou to rozhodné
rizné grafy. Nejde ani tak o to, Ze se lisi zptisob nakresleni — kazdy graf lze
nakreslit mnoha zpiisoby, a nezalezi na tom, zda jsou cary predstavujici hrany
rovné ¢i zda se treba kiizi.

Grafy GG, H jsou nicméné riizné uz proto, ze maji riizné mnoziny vrcholt

V(G)={1,2,3,4,5} a V(H)={a,b,c,d,e}.

Nemiize tedy jit o totozné grafy.

Je to ale jediny rozdil? Jinymi slovy, bylo by mozné vrcholy grafu H ‘preznacit’
tak, abychom dostali presné graf G? Tato otdzka sméfuje k pojmu isomorfismu
grafii. Ctenéfe, ktery zn4 definici isomorfismu grup (kap. 2) nebo uspoiddanych
mnozin (kap. 4) by definice pro grafy neméla piekvapit.

Definice 5.2 Isomorfismus grafi G a H je bijekce f : V(G) — V(H), pro kterou
plati, Ze dvojice {x,y} je hranou grafu G, pravé kdyz dvojice {f(x), f(y)} je
hranou grafu H. Grafy G, H, mezi kterymi existuje isomorfismus, jsou isomorfni
(pséno G ~ H).

Grafy na obr. 5.2 isomorfni jsou: stac¢i uvazit bijekci, kterd prvky 1,2,3,4,5
zobrazi po fadé na prvky a,b, ¢, d,e. (Ovéite podminku v definici isomorfismu.)
Tyto grafy ovSsem nejsou isomorfni s zadnym z grafi na obr. 5.1.

Néasledujici definice popisuje situaci, kdy je jeden graf ‘obsazen’ v grafu jiném.

Definice 5.3 Graf H je podgrafem grafu G (psano H C G), pokud V(H) C
V(G) a E(H) C E(G).
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1 2 C
(a) (b)

Obrazek 5.2: Rizné, ale isomorfni grafy.

Silnéjsi variantou pojmu podgrafu je pojem indukovaného podgrafu, u kte-
rého vyzadujeme, aby obsahoval vSechny hrany, které ve ‘vétsim’ grafu na dané
mnoziné vrcholt existuji:

Definice 5.4 Graf H je indukovanym podgrafem grafu G, pokud V(H) C V(G)
a E(H) = E(G)n (V(QH)). Kazdd mnozina X C V(@) tedy urcuje pravé jeden
indukovany podgraf H grafu G takovy, ze V(H) = X. Tomuto podgrafu fikdme

indukovany podgraf na mnoziné X.

Graf na obr. 5.2a je napriklad podgrafem grafu na obr. 5.1b, ale neni jeho
indukovanym podgrafem.

Cviceni

» 5.1 Dokazte, ze konecné grafy s rtiznym poctem vrcholi nemohou byt iso-
morfni.

» 5.2 Dokazte, ze relace ‘byti isomorfni’ na mnoziné vSech kone¢nych grafi je
ekvivalence.

» 5.3 Najdéte isomorfismus mezi grafy na obr. 5.3. (Poznamenejme, ze graf,
ktery je s nimi isomorfni, se obvykle oznacuje symbolem Kj 3.)

» 5.4 Kolik hran maji graty K,,, D,, P, a C,,?

»» 5.5 Bud G neorientovany graf (bez smycek a ndsobnych hran) na 6 vrcholech.
Dokazte, ze G obsahuje mnozinu U tii vrcholt takovou, ze indukovany podgraf
na U je diskrétni nebo aplny graf. (Jde o velmi specidlni piipad slavné Ramseyovy
véty.)
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Obrazek 5.3: Dva isomorfni grafy.

5.4 Stupné

Definice 5.5 Stupen vrcholu v grafu G je pocet hran grafu G, které obsahuji
vrchol v. Znadi se dg(v).

V grafu G na obr. 5.1a je napiiklad dg, (v) = 3 pro kazdy vrchol v.
Pozorovani 5.6 V grafu o n vrcholech je stupen kazZdého vrcholu nejuijse n — 1.

Nésledujici zajimava véta tika, ze zadny graf nemtize mit lichy pocet vrcholt
lichého stupné. V anglic¢tiné se ji nékdy tika Handshaking lemma, lemma o podani
ruky, protoze ji muzeme parafrazovat nasledovné. Dejme tomu, Ze na néjaké oslavé
se hosté navzajem vitaji poddnim ruky, ne v8ak nutné kazdy s kazdym (t¥eba
proto, Zze se vSichni neznaji). Pak pocet lidi, ktefi si potfesou rukou s lichym
poctem osob, bude za vSech okolnosti sudy.

Véta 5.7 Pocet vrcholu lichého stupné je v kazdém grafu sudy.
Dikaz. Necht S je soucet stupni vsech vrchola v grafu G:

S = d(;(v).
(@)

veV

Kazda dvojice (v,e), kde e je hrana obsahujici vrchol v, k ¢islu S prispéje jed-
nickou. Kazda hrana ma ovSem dva konce a prispiva tak pravé dvakrat. Jinak
feceno,

S =2m,
kde m je pocet hran grafu G. Cislo S je tedy sudé a z toho uZ plyne tvrzeni véty.
(I

Cviceni

» 5.6 Urcete stupné vrcholt v grafech K,,, D, P, a C,.
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5.5 Soubor stupnu

Necht G je graf (i nadile bez smycek a nasobnych hran). Soubor stuprii nebo
také skore grafu G je posloupnost cisel, kterou ziskdme, kdyz sefadime stupné
vSech vrcholi v grafu G od nejvétsiho k nejmensimu. Napriklad skore grafu na
obr. 7.1(a) je (3,1,1,1) a graf na obr. 7.1(b) ma skére (2,2,2,1,1).

Budeme se zabyvat predevsim otazkou, které nerostouci posloupnosti ¢isel
jsou grafové, tj. maji tu vlastnost, ze jsou souborem stupni néjakého grafu. Je
totiz jasné, ze nékteré nerostouci posloupnosti ¢isel grafové nejsou, tieba (6,6, 6)
nebo (2, 3). Na druhou stranu, jak ukazuje cviceni 5.8, jedné grafové posloupnosti
miize obecné odpovidat nékolik neisomorfnich grafi.

Pti letmém pohledu na cviceni 5.10 se ukazuje, ze zodpovézeni této otazky
metodou pokusu a omylu miize byt naro¢ny tikol (zkuste to!). Ué¢innym nastrojem
je vsak nasledujici véta.

Véta 5.8 Nechtd = (dy, ..., d,) je nerostouci posloupnost a n > 2. Posloupnost
d je grafovd, prave kdyz je grafova posloupnost

d,: (d2—1,d3—1,...,dd1+1—1,dd1+2,...,dn).

Dukaz. ‘<’ Necht je ddna posloupnost d a necht d’ je skére grafu G’. Pridejme
ke grafu G’ novy vrchol v a spojme jej hranami s d; vrcholy nevysSich stupnt.
Vysledny graf ma skére d.

‘=" Dejme tomu, ze d je skoére grafu G. Pfimocarym odstranénim vrcholu w
s nejvyssim stupném bohuzel nemusime dostat graf se skére d’ — k tomu bychom
potiebovali, aby sousedy vrcholu w bylo d; vrcholi, jejichz stupné jsou nejvyssi
hned po w. Nasi strategii proto bude upravit G na graf se stejnym skore, ktery
tuto vlastnost ma.

Necht H je libovolny graf se skére d. Seradme jeho vrcholy do posloupnosti
(v1,...,v,) tak, ze stupenn vrcholu v; je d; (jinak na vybéru sefazeni nezélezi).
Definujme kvalitu q(H) grafu H jako nejvétsi i, pro které plati, ze vrchol vy
sousedi se vSemi vrcholy wve,...,v;. (Pokud jsou nesousedni jiz vrcholy vy, vs,
polozime ¢(H) = 1.) Necht H, je graf s nejvyssi moznou kvalitou mezi vSemi
grafy se skore d.

Predpokladejme nejprve, ze q(Hp) je nejvyse dy. Mezi dy vrcholy vy, ... vg, 11
je tedy vrchol v;, ktery nesousedi s vrcholem v;. Protoze stupein vrcholu vy je dy,
musi nutné existovat néjaky jeho soused vy, kde k > d; + 1. Tvrdime, Ze existuje
vrchol v, s vlastnosti

vjue € E(H), ale v, ¢ E(H). (5.1)

Jinak by totiz kazdy soused vrcholu v; byl i sousedem vrcholu vy, a s ohledem na
vrchol vy bychom dostali d; < dj,. To je nemozné, protoZze j < k a posloupnost d
je nerostouci. Vrchol v, s vlastnosti (5.1) tedy existuje.
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Obrazek 5.4: Zvyseni kvality grafu v dikazu véty 5.8. Hrany jsou znazornény
plné, ‘nehrany’ ¢arkované.

Vrcholy v, vj, v, a vg tvoii ‘konfiguraci’ na levé strané obr. 5.4. Pokud hrany
vV a v;u, nahradime v grafu Hy hranami vyv; a vgve, stupné vrcholi (a tedy
ani skore) se nezméni, ale kvalita vysledného grafu bude vyssi. To je spor s ma-
ximalitou g(Hp).

Dokazali jsme, ze q(Hy) > di, takze vrchol vy sousedi s vrcholy vg, ..., v4, 41.
Nyni ovSem graf vznikly odstranénim vrcholu v, z grafu Hy mé skore d’. Posloup-
nost d’ je tedy grafova, coz jsme chtéli dokdzat. O

Cviceni
» 5.7 Zjistéte skore grafi:

(a) aplny bipartitni graf K, , (p Cervenych a ¢ modrych vrcholt, kazdé dva
riznobarevné jsou spojeny hranou),

(b) Hassetiv diagram Booleovy algebry 2%, kde X = {1,... k}.
» 5.8 Najdéte dvojici neisomorfnich grafii se stejnym skore.
» 5.9 Pro kterd n existuje graf se skére (n,n —1,...,1)7

» 5.10 Rozhodnéte, zda nasledujici posloupnost je souborem stupni néjakého
grafu, a pripadné takovy graf najdéte:

(a) (5,5,4,4,3,3),
(b) (5,5,5,4,4,3,2).
(c) (7,6,6,5,4,4,4,3,3,3,2),
»» 5.11 Graf je k-regularni, pokud vSechny jeho vrcholy maji stupen k.
(a) Dokazte, 7e na n vrcholech existuje 3-regularni graf, pravé kdyz n je sudé.

(b) Charakterizujte dvojice (n,k) s vlastnosti, ze existuje né&jaky k-regularni
graf na n vrcholech.



66

Kapitola 5. Grafy



Kapitola 6

Cesty v grafu

Tématem této kapitoly jsou cesty v grafech a riizné jejich modifikace. Pomoci cest
zavedeme souvislé grafy a odvodime nékteré jejich vlastnosti. Predstavime rovnéz
eulerovské a hamiltonovské grafy a prozkouméame piekvapivy rozdil v obtiznosti
algoritmického rozpoznavani grafii z téchto dvou trid.

6.1 Sled, cesta a tah

Definice 6.1 Sled (z vrcholu u do vrcholu v) v grafu G je libovolna posloupnost

(u = vg,v1,...,v, = v), kde v; jsou vrcholy grafu G a pro kazdé ¢ = 1,...,k je
v;_1v; hranou grafu G. Cislo k je délka tohoto sledu. Rikdme, Ze sled prochdzi
vrcholy vy, ..., vx nebo Ze na ném tyto vrcholy leZi.

Sled je tedy jakasi prochazka po grafu, pti které v kazdém kroku prechizime
po hrané mezi sousednimi vrcholy. V rdmci této prochazky miizeme libovolny
vrchol navstivit vicekrat, mizeme dokonce i projit vicekrat po téze hrané.

Definice 6.2 Cesta z u do v v grafu G je sled (u = vy, vy, ..., v = v), ve kterém
se kazdy vrchol v; objevuje pouze jednou.

Za zminku stoji trividlni piipad uvedenych definic, totiz sled (u), kde u € V.
Jedné se o sled nulové délky z u do u, ktery je zaroven i cestou.

Cviceni

» 6.1 Uvazme libovolnou cestu (vy, ..., vx) v grafu G. Necht V' = {vy, ..., v}
je mnozina vrchold, kterymi tato cesta prochazi, a E' = {v;_qv; :i=1,...,k} je
mnozina hran, které pouziva. Dokazte, ze podgraf (V', E') grafu G je isomorfni
s grafem P, definovanym v oddilu 5.2.

67
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6.2 Homomorfismy

Alternativni definice sledu a cesty je zalozena na pojmu homomorfismus.

Definice 6.3 Homomorfismus grafu G do grafu H je zobrazeni f : V(G) —
V(H) s vlastnosti, ze pro kazdou hranu zy grafu G je f(x)f(y) hranou grafu H.

Vsimnéme si, ze oproti pojmu isomorfismus z oddilu 5.3 nemusi f byt bijekce, a
ze namisto ekvivalence je zde vyzadovana jedina implikace.

Nyni jiz mizeme podat alternativni definici sledu v grafu G: je to libovolny
homomorfismus né&jaké cesty Py (viz oddil 5.2) do G. Rozdil oproti definici 6.1 je
jen formalni: posloupnost vrchold a hran je tu nahrazena zobrazenim.

Kazdy homomorfismus f grafu G do grafu H indukuje zobrazeni f* : F(G) —
E(H) predpisem

[rzy) = f(2)f(y) € E(H).

Definice 6.4 Necht f je homomorfismus grafu G do grafu H. Rekneme, Ze f je
e urcholovy monomorfismus, pokud f: V(G) — V(H) je prosté zobrazeni,
e vrcholovy epimorfismus, pokud f je zobrazeni na,
e hranovy monomorfismus, pokud f* je prosté,
e hranovy epimorfismus, pokud f* je na.

Cestu v grafu G nyni miizeme ekvivalentné definovat jako vrcholovy mono-
morfismus z néjaké cesty Py do grafu GG. Pozdéji, napt. v oddilu 6.5, se seznamime
s dalsimi pojmy, které se daji definovat pomoci homomorfismii.

Cviceni

» 6.2 Najdéte priklad homomorfismu mezi dvéma grafy, ktery je vrcholovym
monomorfismem a hranovym epimorfismem, ale neni isomorfismem.

6.3 Souvislé grafy

Definice 6.5 Graf G je souwisly, pokud pro kazdé dva vrcholy z,y existuje
v grafu G cesta z x do y. V opacném pripadé je graf G' nesouwvisly.

Necht G je graf s mnozinou vrcholit V. Definujme na V relaci ~ ptredpisem
x ~y, pokud v G existuje cesta z x do y.

Jedna se o ekvivalenci? Urcité je to relace reflexivni (diky existenci cesty délky
0) a symetrickd (protoZze precteme-li cestu pozpatku, bude to podle definice zase
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cesta). Pokud jde o tranzitivitu, mame-li cestu z = do y a cestu z y do z, zd4 se
jako prirozena idea ‘slozenim’ téchto cest ziskat cestu z x do z. Potiz je ovSsem
v tom, ze vysledkem slozeni nemusi byt cesta, protoze ptivodni dvé cesty se mohou
libovolné protinat. Pomiize ndm vsSak nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.6 FEzxistuje-li v grafu G sled z vrcholu x do vrcholu y, potom x ~ y.

Dikaz. Chceme ukazat, ze existuje-li sled z x do y, pak existuje také cesta z x
do y. Necht tedy (x = vo,v;...,v5_1,v = ¥y) je sled z x do y, a zvolme jej tak,
aby k bylo nejmensi mozné (tj. aby Zadny sled z x do y nemél mensi délku).
Tvrdime, ze takovyto miniméalni sled (ozna¢me jej S) jiz musi byt cestou.

Dejme tomu, ze neni. Pak se v ném musi néjaky vrchol opakovat, tj. pro néjaké
© # 7 musi byt v; = v;. Pokud z naseho sledu

('CIj =Voy .-y Vi1,V5, Vit1y- -+, Vj—1,V5, Vjp1, .-, Vg = y)
vypustime ¢ast od v;4; do v; vetné, dostaneme posloupnost
(37 =Voy---,Vi-1,Vi, Vj41,...,V = y):

kterd je podle definice rovnéz sledem (vrcholy v; a vj41 jsou totiz sousedni). Navic
jde o sled z x do y, ktery je kratsi nez S. To je spor. O

Ddsledek 6.7 Relace ~ na mnozine V je ekvivalence.

Dikaz. Povsimli jsme si, ze reflexivita a symetri¢nost plati z jednoduchych
divodi. Dokazme tranzitivitu. Pfedpoklddejme x ~ y a y ~ z. Necht (z =
Vo, ...,V =Yy) jecestaz x doya (y=uwp,...,wg=2z) je cesta z y do z. Potom
posloupnost

(33 =0, V1,..., V-1,V = Wo, W1, ..., We—1,Wy = Z)
je sled z « do z (tfebaZe to nemusi byt cesta) a podle tvrzeni 6.6 je x ~ z. O

Definice 6.8 Komponenty grafu G jsou vSechny indukované podgrafy grafu G
na jednotlivych tridach ekvivalence ~.

Je-li tedy K komponenta grafu G, pak V(K) je jednou ze tfid ekvivalence ~.
Je jasné, ze K je souvisly graf, protoze prvky téze tridy libovolné ekvivalence jsou
kazdy s kazdym v relaci. Na druhou stranu je K maximéalni souvisly podgraf grafu
G nejde jej rozsitit o dalsi vrchol, nema-li ztratit souvislost. Ze zadného vrcholu
komponenty K totiz nevede hrana do zddného vrcholu mimo ni (cviceni 6.3).

Mohlo by se zdat, ze komponenty grafu lze snadno urcit ‘na prvni pohled’,
ale u vétsich nebo nepiehledné zadanych grafi to tak trividlni byt nemusi (viz
cvifeni 6.5). Pesto je pravda, Ze z algoritmického hlediska je urc¢eni komponent a
testovani souvislosti grafu snadnym problémem. K obéma tc¢elim lze pouzit napi.
Dijkstriv algoritmus, ktery popiseme v oddilu 12.2 (viz ale také cviceni 6.7).
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(a) (b)

Obrazek 6.1: Urcete pocet komponent.

Cviceni

» 6.3 Dokazte, ze je-li K komponenta grafu G, u € V(K) av ¢ V(K), pak mezi
u a v neni hrana.

» 6.4 Dokazte, ze graf je souvisly pravé tehdy, kdyz ma jedinou komponentu.

» 6.5 Urcete pocet komponent grafii na obr. 6.1.

»» 6.6 Cesta P v grafu G je nejdelsi, pokud G neobsahuje cestu s vice vrcholy.
Ukazte, ze dvé nejdelsi cesty v souvislém neorientovaném grafu GG maji spole¢ny
alespon jeden vrchol.

» 6.7 Formulujte algoritmus, ktery zjisti, zda je zadany graf souvisly, a prfipadné
urci jeho komponenty. Vstupem algoritmu je seznam vrchold a hran grafu.

6.4 Vlastnosti souvislych grafti

Definice 6.9 Necht v je vrchol grafu G. Graf G —v, vznikly odstranéenim vrcholu
v, je definovan jako indukovany podgraf grafu G na mnoziné V(G) — {v}.

Nésledujici véta ukazuje, ze souvisly graf vzdy obsahuje vrchol, jehoz odstra-
nénim neztrati souvislost. Jeji ditkaz vtipné pouziva predpoklad maximality.

Véta 6.10 Kazdy souvisly graf G obsahuje vrchol v s vlastnosti, ze G — v je
souvisly graf.
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Dikaz. Necht P = (vp,...,v;) je cesta maximalni mozné délky v grafu G.
Tvrdime, Zze vrchol vy mé pozadovanou vlastnost. Dejme tomu, ze G — vy je
nesouvisly graf. Cesta P —vy musi zjevné celd lezet v jedné komponenté grafu G —
vg. Kromé této komponenty existuje alespon jedna dalsi komponenta C'. Z vrcholu
vo musi vést do komponenty C' néjaka hrana, coz ndm umoznuje prodlouzit cestu
P. Tim dostavame spor s maximalitou. O

Vsimnéme si, ze misto vrcholu vy jsme stejné tak mohli zvolit druhy konec
cesty P, vrchol vg. Pokud ma tedy graf G vice nez jeden vrchol, pak existuji
dokonce alespon dva vrcholy spliiujici podminku véty 6.10.

Zavedme nyni nasledujici konvenci: bude-li z kontextu jasné, o kterém grafu
se hovori, bude n oznacovat pocet jeho vrcholi a m pocet jeho hran.

Véta 6.11 V souvislém grafu je m >n — 1.

Dikaz. Vétu dokdzeme indukei. Pro n = 1 se jedna o graf na jednom vrcholu,
a ten je souvisly. Predpokladejme, Ze véta plati pro vSechny grafy s méné nez n
vrcholy, kde n > 1, a dokazme ji pro libovolny graf G s n vrcholy. Necht G ma m
hran. Podle véty 6.10 v grafu G existuje vrchol v, ktery lze odstranit bez poruseni
souvislosti. Graf G — v ma n’ = n — 1 vrcholi a pocet m’ jeho hran je nejvyse
m — 1 (do vrcholu v vedla alesponi jedna hrana). Z indukéniho predpokladu je
m' >n' —1, a tedy

m>m'+1>n'-1)+1=n-1,

coz jsme chtéli dokdzat. O

Jaky je vztah souvislosti grafu a poctu jeho hran? Intuitivné je ziejmé, ze se
zvysujicim se poctem hran roste Sance, ze graf bude souvisly. Na druhou stranu:
pridame-li k aplnému grafu na n — 1 vrcholech jeden izolovany vrchol, ziskdme
nesouvisly graf s velmi vysokym poc¢tem hran.

Tomuto prikladu bychom se vyhnuli, kdybychom pozadovali, aby kazdy vr-
chol mél dostatecné velky stupen. Zde je extrémnim (v teorii grafi se fika také
extremalnim) piikladem disjunktni sjednoceni dvou tiplnych grafti na n/22 vrcho-
lech; to je nesouvislé a kazdy vrchol ma stupeit n/2 — 1. Tento piiklad ukazuje,
ze nasledujici vétu neni mozné zlepSit:

Véta 6.12 Jsou-li stupné vsech vrcholi v grafu G alespon n/2, pak je G souvisly
graf.

Dikaz. Dejme tomu, ze véta neplati a G je nesouvisly. Ma tedy aspon dvé
neprazdné komponenty A,B. Alesponi jedna z téchto komponent (dejme tomu A)
ma nejvyse n/2 vrchold, jinak by pocet vrcholi v celém grafu nemohl byt n.
Z libovolného vrcholu v komponenty A vedou hrany jen do ostatnich vrcholua této
komponenty, kterych je nejvySe n/2 — 1. Stupen vrcholu v tedy musi byt mensi
nez n/2, coz je spor s nasim predpokladem. 0O
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Cviceni
» 6.8 Dokazte, ze v grafu s £ komponentami plati m > n — k.

»» 6.9 Dokazte, ze graf, ve kterém jsou stupné vSech vrcholi alespon §, ma
méné nez n/0 komponent.

6.5 Kruznice

Definice 6.13 Uzavreny sled v grafu G je sled (vy, ..., vg), ve kterém plati vy =
vk. Kruznice v grafu G je uzavieny sled délky alespon 3, ve kterém se vrchol v
objevuje pravé dvakrat a kazdy ostatni vrchol nejvyse jednou. Cislo k je délka
dané kruznice.

Kruznici a uzavieny sled v grafu G mizeme ekvivalentné definovat pomoci
pojmil z oddilu 6.2: uzavreny sled v grafu G neni nic jiného nez homomorfismus
néjaké kruznice Cy, (viz 0oddil 5.2) do G. Takovy homomorfismus je kruznici v grafu
G, praveé kdyz je to vrcholovy monomorfismus.

Ve cviceni 6.1 jsme vidéli, ze cesty délky k v grafu G lze ztotoznit s pod-
grafy isomorfnimi s grafem Py, ;. Podobné ztotoznime kruznice délky k v grafu G
s podgrafy isomorfnimi s grafem Cj. Mizeme tak mluvit o mnoziné hran néjaké
kruznice v grafu G a podobné.

V minulém oddilu jsme definovali operaci odstranéni vrcholu z grafu. Jeji
prirozenou obdobou je operace odstranéni hrany. Jedna se o pouhé smazani hrany
se zachovanim jejich koncovych vrcholi.

Definice 6.14 Je-li e hrana grafu G = (V, E), potom graf G — e vznikly odstra-
nénim hrany e je definovan jako graf (V, E — {e}).

Véta 6.15 Je-li e hrana souvislého grafu G, ktera leZi na néjake kruznici, potom
G — e je souvisly graf.

Dikaz. Necht e = xy je hranou kruznice C. V kruznici C' existuji dvé cesty
z vrcholu x do vrcholu y; tu z nich, kterd mé délku vétsi nez 1, oznac¢me P.
Dokazujeme, ze G—e je souvisly graf. K tomu staci najit sled mezi libovolnymi
dvéma vrcholy u,v. Necht S je cesta z u do v v (souvislém) grafu G. Pokud S
nepouziva hranu e, je cestou i v grafu G —e. Pokud ji pouziva, mtizeme tuto hranu

nahradit cestou P. Presnéji feCeno, pokud S = (u = s¢,S1,...,8 = &, 841 =
Y., Sp=v) a P=(x=py,pi1,...,p0 =Yy), vezmeme
!/
S = (u:507817"'781‘717'77:p07p17"'7p€:yasi+27"'75k:U)a

coz je sled v grafu G — e. (V pfipadé, ze S hranu e pouziva v opa¢ném sméru,
tedy s; =y, Siy1 = x, vlozime i cestu P obracené.) Dikaz je hotov. O

Implikace ve vété 6.15 se dokonce da zesilit na ekvivalenci (viz cviceni 6.10).
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Cviceni
» 6.10 Dokazte, ze je-li G — e souvisly graf, pak hrana e grafu G lezi na néjaké
kruznici.

6.6 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Jiz v 18. stoleti zkoumal LEONHARD EULER (1707-1803) nésledujici problém?: za
jakych podminek existuje sled, ktery pouzivd kazdou hranu daného grafu pravé
jednou? Touto otazkou se dostavame k pojmu tah.

Definice 6.16 Tuh z u do v v grafu G je sled (u = vy, vy, ..., v = v), ve kterém
se mohou opakovat vrcholy, ale hrany v;_;v; jsou pro rizna ¢ rizné. Uzavreny tah
je tah, ktery je uzavienym sledem. Uzavieny tah je eulerovsky, pokud pouziva
kazdou hranu grafu G.

Podobné jako sledy, cesty a kruznice v grafu, i tah se da snadno ekvivalentné
definovat pomoci pojmu homomorfismus (viz cvi¢eni 6.11). V dal$im textu se
nam bude hodit nasledujici pozorovani.

Lemma 6.17 Necht'T je tah z vrcholu x do vrcholu y v grafu G. Oznacéme pocet
hran tahu T, obsahugicich vrchol z € V(G), symbolem dr(z). Pak plati, Ze dr(z)
je sudé, pravé kdyz T je uzavieny tah nebo z ¢ {x,y}.

Dukaz. Necht T' = (vy,...,v;), kde © = vy a y = vg. Opatfeme kazdou hranu
v;v;+1 tahu T' Sipkou z vrcholu v; do vrcholu v; 1. Kolik Sipek sméfuje do vrcholu
z a kolik ven?

Kazdému vyskytu vrcholu z v tahu 7" odpovida néjaky index ¢ s vlastnosti
z = v;. Oznacme vyskyt jako wvnitini, je-li 0 < ¢ < k. Kazdy vnitini vyskyt
prispiva jednu Sipku smérem do z (na hrané v;_jv;) a jednu Sipku ven (hrana
v;V;11). Vnitini vyskyty zachovavaji rovnovahu mezi pocty Sipek v obou smérech
a je pii nich tedy pouzit sudy pocet hran. Tyto hrany nemaji na paritu ¢isla dr(z)
vliv a mtiizeme je tedy ignorovat; ostatni hrany ozna¢ime jako podstatné (pro z).

Pokud z ¢ {z,y}, pak vrchol z neni obsazen v zadné podstatné hrané, takze
dr(z) je sudé. Mizeme tedy predpokladat, ze z = z (pfipad z = y je symetricky
a nemusime jej uvazovat zvlast). Je-li tah T' uzavieny, pak podstatné hrany ob-
sahujici vrchol z jsou vov; a wvgvg, takze i v tomto pFipadé je dr(z) sudé Eislo.
Konecné pokud tah 7' neni uzavieny, pak jedinou podstatnou hranou obsahujici
vrchol z je hrana vyvy, takze dr(z) je liché. Slozenim vSech ti1 pripadi dostaneme
pozadovanou ekvivalenci. O

IEuler ilustroval své vysledky na slavném piikladu: ukézal, Ze neni mozné piejit béhem jediné
prochézky pravé jednou pres kazdy z mosti ve mésté Kralovei (Konigsberg, dnesni Kaliningrad)
a vratit se na stejné misto.
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Eulerova odpovéd na otazku, které grafy maji eulerovsky tah, je obsazena
v nasledujici véte.

Véta 6.18 Souwvisly graf G ma eulerovsky tah, prave kdyzZ vsechny jeho vrcholy
mayji sudy stupen.

Dikaz. ‘=": Eulerovsky tah je uzavieny, takze tvrzeni plyne z lemmatu 6.17.

‘=" Necht M je uzavieny tah maximalni mozné délky. Dokazeme, ze M
obsahuje kazdou hranu grafu GG. Pro diikaz sporem predpoklddejme, ze neobsahuje
hranu e = zy. Nejprve najdeme hranu ey, kterd rovnéz neni obsazena v tahu M,
ale tento tah prochazi alespon jednim z jejich koncovych vrcholu. Jak ji najit?
Mizeme predpokladat, Ze tah M neprochézi vrcholem z, jinak staci vzit ¢ = e.
Ze souvislosti grafu G existuje cesta z x do néjakého vrcholu, kterym prochézi
tah M. Nejkratsi takova cesta (oznacme ji P) jisté neobsahuje Zddnou hranu tahu
M, jinak bychom ji mohli zkratit. Na druhou stranu je délka cesty P alespon 1
(protoze tah M neobsahuje vrchol x). Zvolme tedy za hranu ey posledni hranu
cesty P. Ta mé pozadované vlastnosti: nelezi na tahu M, ale ten prochazi jednim
z jejich koncovych vrcholii.

Najdeme nyni uzavieny tah 7', ktery neobsahuje zadnou hranu tahu M. Zkon-
struujeme jej postupnym piidavanim hran. Necht z, je koncovy vrchol hrany ey,
ktery lezi na tahu M. Ozna¢me druhy koncovy vrchol symbolem z; a definujme
vychozi (neuzavieny) tah T, = (2o, 21). Podle lemmatu 6.17 je pocet hran tahu
M, obsahujicich vrchol z;, sudy. Celkovy stupen tohoto vrcholu je rovnéz sudy,
takze kromé hrany e, = zp2; musi existovat jesté néjaka hrana e; obsahujici
vrchol z;, kterou tah M neprochézi. Polozme Ty = (2o, 21, 22), kde z3 je druhy
koncovy vrchol hrany e;.

V i-tém kroku konstrukce mame zkonstruovan tah 7;, ktery konc¢i ve vrcholu
z;. Je-li z; = zg, jsme hotovi, protoze T; je uzavieny tah s pozadovanou vlastnosti.
Jinak podle lemmatu 6.17 je z hran obsahujicich vrchol z; sudy pocet obsazen
v tahu M a lichy pocet v tahu T;. Protoze stupen vrcholu z; je sudy, existuje
hrana e;; 1, ktera z néj vychazi a neni obsazena z zadném z tahtt M a T;. Pfidanim
druhého koncového vrcholu z;,, hrany e;;; k tahu 7; ziskame delsi tah T} ;.

Graf G obsahuje konec¢ny pocet hran, a tak po konec¢ném poctu krok musi
nastat situace z; = zp. Tim je existence tahu 7" dokdzana. Zbyva si vSimnout, ze
tah T 1ze pouzit k prodlouzeni tahu M. Staci prochazet po tahu M az k néjakému
vyskytu vrcholu zy, projit cely uzavieny tah 7T, a poté projit zbyvajici ¢ast tahu
M. Vysledny uzavieny tah M’ ma vétsi délku nez M (vime totiz, Ze délka tahu
T je nenulova!) a to je spor. O

Graf, ktery ma néjaky eulerovsky tah, se nazyva eulerovsky graf. Podle vé-
ty 6.18 je snadné poznat, zda je dany graf eulerovsky: stac¢i zkontrolovat, zda je
souvisly a zda vSechny stupné jsou sudé. Neni tedy potieba napt. zkouSet vSechny
mozné tahy a zjistovat, zda néktery nahodou neni eulerovsky.
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Nabizi se mald modifikace uvazovaného pojmu. Eulerovsky tah je uzavieny
sled, pouzivajici kazdou hranu pravé jednou. Co se zméni, budeme-li pozadovat,
aby dany uzavieny sled obsahoval kazdy vrchol pravé jednou? Takovy sled musi
byt kruznici. Kruznice, ktera prochéazi vSsemi vrcholy grafu, se nazyva hamilto-
novska, a graf obsahujici néjakou takovou kruznici je hamiltonovsky graf.

Nézev je odvozen od jména irského matematika WiLLIAMA ROWANA HA-
MILTONA (1805-1865). Ten v roce 1857 vynalezl hlavolam, jehoZ zadanim bylo
najit ‘cestu’ po hranich tzv. dvandctisténu (trojrozmérného mnohosténu o 20
vrcholech), kterd navstivi kazdy vrchol pravé jednou a vréti se na vychozi misto.
Uloha je ekvivalentni s nalezenim hamiltonovské kruznice v grafu na obr. 6.2,
kterému se rovnéz rika dvanactistén.

Obrazek 6.2: Dvanactistén s vyznacenou hamiltonovskou kruznici.

Existuje néjaké kritérium ve stylu véty 6.18, které by ndm umoziovalo snadno
a rychle poznat hamiltonovské grafy? Vzhledem k podobnosti pojmi eulerovsky
tah a hamiltonovska kruznice by se to mohlo zdat pravdépodobné. Odpovéd na
tuto otazku vsSak ponékud prekvapivé neni znama a vSe nasvédcuje tomu, ze ta-
kové kritérium neexistuje. Na druhou stranu je znama celd rada postacujicich
podminek pro existenci hamiltonovské kruznice. Lze napriklad ukazat, ze hamil-
tonovsky je kazdy graf, pro ktery je splnén predpoklad véty 6.12 (toto zesileni
véty 6.12, tzv. Diracova véta, patii ke klasickym vysledkiim teorie grafii).

Abychom mohli pfesnéji popsat rozdil mezi problémy rozpoznavani hamilto-
novskych a eulerovskych grafii, potfebujeme se stru¢né zminit o vypocetni slozi-
tosti.

Cviceni
» 6.11 Definujte tah a uzavieny tah pomoci pojmu z oddilu 6.2.

» 6.12 Najdéte eulerovsky tah v grafu na obr. 6.3.
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» 6.13 Dokazte, Ze souvisly graf G ma (uzavieny nebo neuzavieny) tah obsa-
hujici kazdou hranu presné jednou, pravé kdyz G ma nejvyse dva vrcholy lichého
stupné.

Obrazek 6.3: Graf ve cviceni 6.12.

6.7 Casova slozitost algoritmu

Predstavme si néjaky algoritmus A, ktery pro libovolny graf G (vstupni graf) roz-
hodne, zda mé G uréitou vlastnost (t¥eba zda je eulerovsky). Takovy algoritmus
sestava z mnozstvi elementarnich operaci jako je secteni dvou ¢isel nebo zjisténi,
zda mezi ur¢itymi dvéma vrcholy grafu G vede hrana.? Pocet elementarnich ope-
raci, které si provedeni algoritmu vyzada, samoziejmé zavisi na vstupnim grafu G;
ozna¢me tento pocet f(G). Casovd sloZitost algoritmu A je funkce f : N — N,
definovana vztahem

F(n) = max f(G),

kde G probiha vsechny grafy na n vrcholech. Jde tedy o pocet elementarnich ope-
raci, nutnych ‘v nejhorsim piipadé’ pro zpracovani grafu na n vrcholech. Casova
slozitost miize byt vyjadfena i pomoci jinych parametra vstupniho grafu, nez je
pocet vrcholi, a Ize ji analogicky definovat i pro algoritmy, které pracuji s jinymi
strukturami nez s grafy.

Vratme se k rozpoznavani eulerovskych grafii. Navrzeny algoritmus prochézi
jeden vrchol po druhém a testuje, zda jeho stupen je sudy. Pokud jde o vstupni
graf GG, predpokladejme, ze pro kazdy vrchol grafu G je zadan seznam jeho sou-
sedli. Jaka je casova narocnost tohoto algoritmu? Pro kazdy z n vrcholi je tfeba
spocitat stupen, a to obnasi zjistit existenci nebo neexistenci kazdé z n — 1 po-
tencialnich hran vedoucich z tohoto vrcholu. Casovd slozitost je tedy n(n—1). Je
to tedy kvadratickd funkce proménné n; pokud nam staci odhadnout ‘Fadovou’

2Piesné vymezeni elementarnich operaci, tvaru vstupnich dat atd. je obecné velmi dilezité,
nam vSak bude stacit tento intuitivni pohled na véc.
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zavislost Casové slozitosti na n, fekneme, Ze ¢asové slozitost je O(n?). (Obecné
pro dvé funkce g,h: N — N piSeme g = O(h), pokud existuje konstanta c tak,
ze pro dost velké n plati g(n) < ¢- h(n).) N&$ algoritmus je tedy polynomidlni,
jeho casova slozitost je urcena polynomem.

Jak testovat, zda je dany graf hamiltonovsky? Nejsou k dispozici o mnoho lepsi
metody nez ‘hrubd sila’, napt. zkouset hamiltonovskou kruznici vybudovat po-
stupnym prodluzovanim cesty, v pripadé netispéchu se vracet zpét a probirat dalsi
moznosti (tzv. backtracking). P¥iklad podobného postupu uvidime v oddilu 12.5.
V kazdém vrcholu mame obvykle nékolik moznosti, jak postupovat dale, takze
pocet vSech situaci, které je tfeba probrat, se s kazdym dalsim vrcholem alespon
zdvojnasobuje. Casové sloZitost takového algoritmu je katastrofalni: je vyssi nez
libovolny polynom, je to exponencidlni funkce n, jako je napf. funkce 2" (nebo
jesté horsi). Zde z teoretického hlediska vede délici ¢ara mezi rychlymi a poma-
lymi algoritmy: ‘rychly’ (neboli efektivni) je algoritmus s polynomidlni ¢asovou
slozitosti, ‘pomalé’ jsou ty ostatni®. Rozdil mezi polynomiilni a exponencidlni
casovou slozitosti ilustruje tabulka 6.1, ve které je uvedena doba provadéni al-
goritmu s ¢asovou slozitosti n® resp. 2" pro rfizné velikosti vstupnich dat n a za
predpokladu, ze provedeni jedné operace trva 1 mikrosekundu.

| 10 20 50 100 200
n> | 1ms 8ms 125 ms Is 8 s
2" [1ms 1s 36let 4-10%1let 5-10% let

Tabulka 6.1: Polynomialni a exponencidlni casova slozitost.

Prestoze se obé ulohy popsané v oddilu 6.6 (rozhodovani, zda je graf eulerov-
sky resp. hamiltonovsky) zdaji velmi podobné, naro¢nost jejich algoritmického
feSeni je dramaticky rozdilna. Problém zjistovani hamiltonovskosti totiz patii
do velké tiidy tzv. NP-uplniyjch probléemi. Jde o velmi obtizné problémy, pro
které neni znam efektivni algoritmus, ale zaroven neni dokézana jeho neexistence.
Otazka, zda takovy algoritmus existuje, patii k nejvétsim otevienym problémiim
soucasné matematiky.

O casové slozitosti algoritmi se 1ze dozvédét vice napf. v prednésce [8] nebo
v knize [2]. My se k tomuto tématu vratime predevsim v oddilu 12.2, kde budeme
analyzovat ¢asovou slozitost tzv. Dijkstrova algoritmu. S dalsim NP-tplnym pro-
blémem, tzv. problémem obchodniho cestujiciho, se seznamime v oddilu 12.5.

3Miize se samoziejmé stat, Ze je exponencidlni algoritmus pro ‘rozumné’ hodnoty n rychlejsi
nez tieba polynomialni algoritmus se slozitosti 1000000n8. Na druhou stranu praxe ukazuje, Ze
se pro tulohy fesitelné efektivnim algoritmem zpravidla dafi postupné snizit ¢asovou slozZitost
algoritmu do ‘rozumnych’ mezi. Ke vzacnym vyjimkdm zatim patii tzv. problém!linedrniho
programouvdani.
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Kapitola 7

Stromy

vvvvvv

které je z riznych pohledii charakterizuji. Nékolik z nich dokazeme v této kapi-
tole. Predstavime také dvé praktické aplikace stromii: prvni se tyka vyhledavani
v linedrné usporadané mnoziné, druha optimalniho kédovani symbola z néjaké
abecedy.

7.1 Definice

Definice 7.1 Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici. List
stromu 7" je libovolny vrchol, jehoz stupen v T je 1.

p
—o

et
(a) (b) @

Obréazek 7.1: Stromy.

Nékolik prikladi stromt ukazuje obr. 7.1. Tyto stromy maji (zleva doprava)
3, 2 a 12 lista.

Tvrzeni 7.2 Kazdy strom md alespon dva listy.
Dikaz. Vezméme cestu P maximalni mozné délky ve stromu 7. Necht z je
koncovy vrchol cesty P. Kazdy soused vrcholu x musi lezet na cesté P, jinak

by bylo mozné ji prodlouzit. Dejme tomu, ze x neni list a ma tedy alespon dva

79
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sousedy 1, ¥2. Sled, ktery dostaneme, pokud vyjdeme z vrcholu x do vrcholu yq,
dale po cesté P do y, a zpét do x, je kruznici v grafu 7. Ten je ale stromem
a zadnou kruznici neobsahuje, takze x je skutecné list. Dalsim listem je druhy
koncovy vrchol cesty P. O

V tomto oddilu si ukazeme tii dulezité véty, z nichz kazda charakterizuje
stromy z jiného hlediska: véta 7.3 podle poctu cest mezi dvéma vrcholy, véta 7.4
podle po¢tu hran a kone¢né véta 7.6 podle nesouvislosti jistych podgrafi (tzv.
faktori).

Z definice je graf souvisly, obsahuje-li alespon jednu cestu mezi kazdou dvojici
vrcholid. Pokud podminku zesilime a budeme pozadovat existenci pravé jedné
cesty, pak podle nasledujici véty budou této podmince vyhovovat pravé vSechny
stromy.

Véta 7.3 Graf G je strom, pravé kdyz pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) ezistuje
v grafu G prdvé jedna cesta z u do v.

Dikaz. ‘='": Strom G je z definice souvisly, takze alespon jedna cesta mezi
kazdymi dvéma vrcholy existuje. Necht P, () jsou dvé cesty z vrcholu u do vrcholu
v, pricemz

P:(u:p(])pl)“‘apkzv))
Q:(UZQO7QI7~'7%2U)-

Necht 7 je nejmensi index takovy, ze p; # ¢;. Vzhledem k tomu, ze cesty P a @)
jsou ruzné, ale zacinaji v témze vrcholu, plati 1 < ¢ < k, /. Zvolme j nejmensi
takové, ze j > ¢ a g; lezi na cesté P. Vime, Ze pfinejmensim g, na P leZi, proto
takovy index 7 jisté existuje. Definujme sled S nésledujicim zptisobem: vyjdeme
z vrcholu p,—; po cesté P do p; a odtud po cesté @ zpét do ¢;—; = p;—1. Je jasné,
ze S je kruznice v grafu G, coz je spor s predpokladem, ze G je strom. Mezi u a
v je tedy jen jedind cesta.

‘<"t Graf G, ve kterém mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje néjaka cesta,
je jisté souvisly. Pokud by obsahoval kruznici, vedly by mezi libovolnymi dvéma
vrcholy této kruznice alespon dvé cesty. Graf GG, ktery spliuje nas predpoklad, je
tedy stromem. O

Podle véty 6.11 ma souvisly graf na n vrcholech aspon n —1 hran. Nésledujici
véta rika, ze stromy lze charakterizovat jako grafy, u nichz v tomto dolnim odhadu
poctu hran plati rovnost.

Véta 7.4 Graf G je strom, prave kdyz je souvisly a md n — 1 hran.
Dikaz. ‘=’: Strom je z definice souvisly. Ukazeme indukci podle poc¢tu vrcholi,

ze ma n — 1 hran. Pro strom na jednom vrcholu tvrzeni jisté plati. Necht je dan
strom G s n > 1 vrcholy a necht v je néktery jeho list (existuje podle tvrzeni 7.2).
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Graf G — v je strom (jak je vidét z definice) a ma n — 1 vrcholi a m — 1 hran.
Podle indukéniho predpokladu je m —1 = (n—1) — 1 a tedy m = n — 1, coZ jsme
chtéli dokazat.

‘<" Potfebujeme dokézat, ze souvisly graf s n vrcholy a n — 1 hranami ne-
obsahuje kruznici. Opét pouzijeme indukci podle n, pficemz pro n = 1 je tvrzeni
trivialni. Necht souvisly graf G ma n — 1 hran. Kdyby stupné vSech vrcholi byly
vétsi nez 1, pak jejich soucet je alespon 2n a pocet hran (ktery je presné polovinou
z tohoto ¢isla) by byl alesponn n. Proto G musi obsahovat néjaky vrchol stupné
nejvyse 1. Stupen 0 v8ak diky souvislosti miizeme vyloucit. Necht tedy v je vrchol
stupné 1. Graf G — v ma n — 1 vrcholi, n — 2 hran a je souvisly. Podle induké-
niho predpokladu je to strom. Opétovnym ptidanim vrcholu v nemuze vzniknout
kruznice, takze stromem je i cely graf G. O

Pted uvedenim posledni charakterizace stromil potirebujeme jesté jeden po-
jem. Oboji se ndAm bude hodit pozdéji, az budeme hovotit o souvislostech mezi
grafy a maticemi.

Definice 7.5 Faktor grafu G je libovolny jeho podgraf, jehoz mnozina vrcholi
je V(G). Faktor je vlastni, je-1li riizny od grafu G.

Véta 7.6 Graf G je strom, pravé kdyz je souvisly a nema Zadny souvisly vlastni

faktor.

Dikaz. ‘=': Necht strom G ma souvisly vlastni faktor F'. Protoze F # G,
existuje néjakd hrana e € E(G)— E(F). Podle véty 6.15 musi G —e byt nesouvisly
graf, protoze GG neobsahuje zddnou kruznici. Graf F' je ovSem faktorem grafu G—e
a musi tak byt rovnéz nesouvisly. To je spor.

‘"2 Necht G je graf, ktery neméa souvisly vlastni faktor. Dejme tomu, ze
obsahuje kruznici C. Pro e € E(C) je opét podle véty 6.15 G — e souvisly graf.
Jedna se vsak o vlastni faktor grafu GG, a to je spor. Vzhledem k tomu, ze souvislost
grafu GG predpokladame, je véta dokazana. O

Jak lze zjistit, zda je dany graf G stromem? Stejné jako u testovani souvislosti
je to patrné ‘na prvni pohled’ u malych grafii nakreslenych ptrehlednym obraz-
kem. Predstavime-li si vSak tieba graf s desitkami tisic vrcholid, navic zadany
matici, jak to uvidime v kapitole 9, pak s prvnim pohledem mozna nevystacime.
Snadny postup vSak nabizi véta 7.4, podle niz staci spocitat, zda ma graf n — 1
hran, a otestovat, zda je souvisly (napf. pomoci Dijkstrova algoritmu, se kterym
se seznamime v oddilu 12.2, nebo algoritmu ze cviceni 6.7). Neni tedy potieba
zjistovat, zda graf G' obsahuje néjakou kruznici.

Cviceni
» 7.1 Kolik existuje riznych stromi na mnoziné V' = {1, 2, 3,4}? Kolik existuje
navzajem neisomorfnich stromt na mnoziné V'?
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7.2 Kostry

Definice 7.7 Kostrou souvislého grafu GG je kazdy jeho faktor, ktery je stromem.
Jinak teceno, kostra grafu G je souvisly podgraf bez kruznic, ktery obsahuje
vSechny vrcholy grafu G.

Obr. 7.2 ukazuje 3 rizné kostry téhoz grafu. Upozornéme, ze dosti castou
chybou je zaména pojmil kostra a strom. Rozdil je ale podstatny: konkrétni graf
muze nebo nemusi byt stromem, ale pojem kostra se vzdy vaze jesté k dalsimu
grafu, napt. v otazce ‘Je graf G kostrou grafu H?’

Obrazek 7.2: T¥i kostry téhoz grafu (zndzornény tucéné).

Ma kazdy graf kostru? Z toho, ze kazdy faktor nesouvislého grafu je nesouvisly,
vidime, ze nesouvisly graf zadnou kostru mit nemtze. Na druhou stranu plati
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 7.8 Kazdy souvisly graf ma alespon jednu kostru.

Dikaz. Necht G = (V, E) je souvisly graf. Uvazme mnozinu hran M, kterd ma
vlastnost, ze

faktor (V, M) grafu G neobsahuje kruznice (7.1)

a je s touto vlastnosti maximalni vzhledem k inkluzi. (Takovid mnoZina existuje,
protoze napiiklad i prazdna mnozina spliuje podminku (7.1).) Tvrdime, Ze faktor
(V, M) je souvisly.

Dejme tomu, Ze to tak neni a uvazme komponenty A, B grafu (V, M). V souvis-
1ém grafu G mezi A a B jisté vede néjaka hrana e. Pfidanim této hrany k mnoziné
M kruznice vzniknout nemitize, to by totiz vedlo ke sporu s vétou 6.15. Proto mno-
zina M U{e} mé rovnéz vlastnost (7.1) a dostavame spor s maximalitou mnoziny
M. O

Stromy a kostry maji fadu praktickych aplikaci. S nékterymi z nich se v dalsim

textu sezndmime:

e bindrni a dalsi stromy slouzi jako datové struktury algoritmi (oddily 7.3 a
7.4),
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e muinimadlni kostra se objevuje v tlohach, kde je cilem najit optimalni pro-
pojeni jistych objektt (oddil 12.4),

e rozhodovaci strom se pouziva k modelovani rozhodovacich procest (je po-
psan v oddilu 12.5).

Kostry grafii se rovnéz uplathuji pii analyze elektrickych obvodi (tzv. metoda
stavovych proménnych).

Ve cvicenich k tomuto oddilu je zadanim spocitat kostry riznych grafi. K této
otazce se vratime v kapitole 9, kde odvodime souvislost mezi po¢tem koster grafu
a determinantem jisté matice.

Cviceni
» 7.2 Urcete pocet koster:

(a) stromu na n vrcholech,
(b) kruznice C,,

(c) grafu, ktery vznikne, pfidame-li k Cy, tétivu spojujici dva vrcholy ve vzda-
lenosti n.

» 7.3 Necht My, je graf tvoteny n disjunktnimi hranami na 2n vrcholech. Urcete
pocet koster grafu G, ktery vznikne ptidanim nového vrcholu a jeho spojenim
s kazdym vrcholem z V' (Ms,). (G je tedy n trojahelniki slepenych “za vrchol”.)

»» 7.4 Necht G je graf na mnoziné vrcholi {1,...,n}U{v,w}, v némz je kazdy
vrchol z {1,...,n} spojen hranou jak s v, tak s w, a jiné hrany G nemé. Urcete

(a) pocet koster grafu G,

(b) pocet koster grafu G + vw, ktery vznikne z G ptidanim hrany vw.

7.3 Binarni stromy

Stromy maji Siroké uplatnéni jako datové struktury pro rizné algoritmy. Ukazeme
si dva priklady pouziti tzv. binarnich stromi. Nejprve jejich definici.

Korenovy strom je dvojice (T,r), kde T je strom a r jeho vrchol, kterému
budeme fikat koren. Hloubka h(w) vrcholu w € V(T') je délka cesty P(w) z kotene
r do w. Vrchol v je rodi¢em vrcholu w, pokud je jeho sousedem na cesté P(w) (pak
také fekneme, ze w je potomkem vrcholu v). Bindrni strom je kofenovy strom,
v némz ma kazdy vrchol nejvyse dva potomky a kazdy potomek je oznacen jako
levyj nebo pravy. Zadny rodi¢ samoziejmé nemé dva potomky stejného typu.
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(a) (b)

Obrazek 7.3: Binarni stromy.

V obvyklém zndzornéni bindrniho stromu je korfen nahore a levy resp. pravy
potomek na prislusné strané pod svym rodic¢em. Priklady bindrnich stromi jsou
na obr. 7.3.

Binarni stromy se dobte hodi k reprezentaci linearnich usporaddani. Dejme
tomu, ze potiebujeme implementovat algoritmus, ktery pracuje s abecedné sera-
zenym seznamem 7 0sob, pricemz kazdé osobé odpovida néjaky zdznam. Seznam
je obsahly a vzhledem k castym pristuptiim potiebujeme, aby ¢as nutny k nalezeni
konkrétniho zaznamu byl co nejmensi. Jako ilustraci pouzijme jména z jednoho
tinorového tydne v kalendari. (Kazdy zaznam obsahuje jesté dalsi informace, kvili
kterym se vlastné vyhledavani provadi. Pro nas vyklad vSak nejsou dilezité.)

Apolena | Bozena | Jifina | Mojmir | Slavéna | Valentyn | Vénceslav

Jak efektivné najit zdznam odpovidajici urcitému jménu? Jednou moznosti je
prochazet zaznamy od zacatku jeden po druhém a hledat ten spravny. Pak ovSsem
v nejhorsim piipadé musime projit vSech n zdznami (a v priméru n/2 zdznami).

Tento cas vSak lze vyrazné zkratit s pouzitim vyhledavaciho stromu. Bindrni
vyhleddvaci strom pro linedrné usporddanou mnozinu (X, <) je bindrni strom,
jehoz vrcholy jsou prvky mnoziny X a v némz pro kazdy vrchol v plati, ze je-li
¢ levy potomek vrcholu v, pak ¢ < v, a podobné pro pravého potomka p vrcholu
v je p > v. (Adjektivum bindrni budeme pro stru¢nost vynechévat.) V naSem
prikladu je mnozinou X mnozina zaznamt, usporadana podle abecedy. Piiklad
vyhledavaciho stromu pro mnozinu X je na obr. 7.4.

Ozna¢me jméno prislugné vrcholu v symbolem a(v). Jak se v nasem stromu
vyhledé zaznam pro konkrétni jméno x7 Zacneme od korene r a porovname slova
x a a(r) (v abecednim uspotradani). Je-li x = a(r), nasli jsme hledany zaznam. Po-
kud = < a(r), prejdeme k levému potomku vrcholu r, jinak k pravému potomku.
Test se opakuje az do nalezeni shody.

Ve stromu na obr. 7.4 Ize libovolny zdznam vyhledat nejvyse ve tfech krocich.
Bez pouziti vyhleddvaciho stromu bychom k vyhledani jména Vénceslav potie-
bovali 7 krokti. Ne kazdy vyhledavaci strom pro danou mnozinu nam vsSak nabizi
takové zlepseni. Napriklad u stromu na obr. 7.5 potiebujeme v nejhorsim pripadé
rovnéz 7 kroki.
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Mojmir

N

Bozena Valentyn

VANV

Apolena| |Jifina| |Slavéna| |Veénceslav

Obrazek 7.4: Vyhledédvaci strom pro mnozinu zaznami.

Vénceslav
/
Valentyn
/
Slavéna
/
Mojmir
/
Jifina
/
Bozena
/
Apolena

Obrazek 7.5: Jiny vyhledavaci strom.
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Kolik krokt tedy trva vyhledani zaznamu v obecném vyhledavacim stromu?
Definujme hloubku vyhledavaciho stromu T jako maximdlni hloubku h(v) néja-
kého jeho vrcholu (pfipomefime, Ze hloubka vrcholu je definovidna na zacatku
tohoto oddilu). K vyhledéni zéznamu ve stromu hloubky d je pak v nejhor$im
pripadé potieba d kroki.

Pro danou usporadanou mnozinu ale mame na vybér z mnoha stromt. Jaké
nejmensi hloubky lze dosdhnout? Rekneme, ze vyhleddvaci strom pro mnozinu X
je optimalni, ma-li mezi vSemi vyhledavacimi stromy pro X minimalni hloubku.

Véta 7.9 Hloubka h(n) optimdlniho vyhleddvaciho stromu pro n-prvkovou mno-
zinu X je

h(n) = [logy(n +1)] — 1, (7.2)
kde [logy(...)] oznacuje horni celou éast z dvojkového logaritmu.

Dikaz. Nejprve dokazme, ze h(n) je vétSi nebo rovno vyrazu na pravé strané
nerovnosti (7.2). Necht T' je libovolny bindrni strom na n vrcholech. Ozna¢me
jeho hloubku d. Pro 0 < i < d je pocet vrcholi stromu 7' s hloubkou rovnou ¢
nejvyse 2¢. Odtud

n <2042l 4.yl 9l

takze d > logs(n+1)—1. Protoze d je celé ¢islo, plati dokonce d > [loga(n+1)—1].
Splnuje-li tuto nerovnost hloubka kazdého stromu na n vrcholech, musi platit i
(7.2).

V opacném sméru potiebujeme zkontruovat vyhledavaci strom pro mnozinu
X, jehoz hloubka bude rovna pravé strané nerovnosti (7.2). Nejprve najdeme
strom S, ve kterém

kazdy vrchol o hloubce nejvyse h(S) — 2 ma oba potomky, (7.3)
a potom ukazeme, ze strom S ma pozadovanou vlastnost.

Oznacme X = {zy,...,2,}, kde 1 < --- < x,. Je-li n < 2, pak snadno na-
jdeme strom pro X s hloubkou 0 nebo 1, ktery trivialné spliiuje podminku (7.3).
Pro vétsi n za koren stromu S zvolme medidn posloupnosti xy,...,x,, tj. prvek
Tm, kde m = [n/2] (median je obecné prostfedni prvek monoténni posloup-
nosti). Pro uspordadané mnoziny X; = {z1,...,2m-1} a Xo = {Tmi1,.. ., 20}

rekurzivnim zptsobem zkonstruujme binarni vyhledavaci stromy S; a S, s vlast-
nosti (7.3). Strom S ziskdme tak, Ze levym potomkem kofene x,, u¢inime koren
stromu S; a pravym potomkem kofen stromu S,. Vidime, Ze podminka (7.3)
zustane zachovana.

Zbyvé uréit hloubku d = h(S) stromu S. Z podminky (7.3) plyne, 7e pro
0 < i < d — 1 obsahuje strom S pfesné 2¢ vrcholi o hloubce i. M4 tedy piesnd

1424224 42 =927_1



7.4. Huffmanovo kédovani 87

vrchol o hloubce mensi nez d. Z definice navic musi obsahovat alespon jeden
vrchol o hloubce d, takze

n > 24

Po pricteni jednicky k obéma stranam a zlogaritmovani snadno zjistime, ze plati
d < [logy(n+1)] — 1,

¢imz je diikaz hotov. O

Disledkem véty 7.9 je, ze s pouzitim vhodného vyhledavaciho stromu lze
v n-prvkové usporadané mnoziné vyhledavat v poctu kroki, ktery je omezen lo-
garitmickou funkei n. (S pouzitim formalismu z oddilu 6.7 bychom tekli, Ze pocet
kroki je O(logn).) Oproti linedrnimu poctu kroki bez pouziti vyhledavaciho
stromu jde o znac¢né zlepsSeni.

V nasem piikladu predpokldddme, ze vyhledavaci strom je staticky: staci jej
jednou zkonstruovat a jiz se neméni. Existuji také algoritmy, pomoci kterych lze
do vyhledavacich stromi pridavat vrcholy nebo je odebirat, a to pii zachovani
efektivity daného stromu. Vice se o téchto tématech lze dozvédét napft. v knize [2].

Cviceni
»» 7.5 (a) Urcete soucet

i:k .9k,
k=1

(b) Vyhledavaci strom 7" o hloubce d je dUplng, pokud vSechny listy maji hloubku
d a kazdy ostatni vrchol ma 2 potomky. Kolik vrcholtt ma takovy strom?

(c) S pouzitim ¢asti (a) spocitejte primeérny pocet kroki potiebny k vyhledani
zaznamu v Gplném vyhledavacim stromu o hloubce d. (Priamér se pocita
ptes v8echny vrcholy stromu.)

7.4 Huffmanovo kédovani

Dostavame se k dalsi aplikaci bindrnich stromi, k tzv. Huffmanovu' kédovani.
Necht je ddna konecnd abeceda Y. Jeji prvky budeme nazyvat symboly. Nasim
cilem bude zakédovat kazdy symbol bindrnim fetézcem (posloupnosti nul a jed-
nicek, tzv. biti), tak, aby bylo splnéno nékolik podminek, k jejichz zformulovani
se dostaneme za, chvili. Kdédovani pro abecedu ¥ je prosta funkce, ktera prifazuje
kazdému symbolu a kone¢nou posloupnost ¢(a) symboli 0 a 1 (kéd symbolu a).

'DaviD A. HUFFMAN (1905-1999).
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Necht je pevné zvoleno kédovani c. Pak lze definovat i k6d posloupnosti sym-
boli a; ...ax, a to jako zretézeni kodu

clay)...clay).

Je z tohoto kédu mozné rekonstruovat puvodni posloupnost a; ...a;? Ne vzdy.
Uvazme naptiklad abecedu X = { XY, Z} s nésledujicim kédovanim:

symbol‘X‘Y‘Z
kod [0 ] 1]o01

Pak napt. posloupnosti Z a XY maji stejny kod 01. Této situaci bychom se chtéli
vyhnout. To se nAm podari naptiklad tehdy, kdyz bude nase kodovani prefizove, tj.
kdyz kéd zadného symbolu nebude pocateénim tsekem (‘prefixem’) kodu zadného
jiného symbolu.

Pozorovani 7.10 Prefixové kodovani prirazuje ruznygm posloupnostem symboli
ruzné kody.

Dikaz. Cviceni 7.6. O

Prefixové kodovani se da najit snadno: staci symboltim priradit rtizné kody
stejné délky /.

Nyni se dostavame k dalsimu pozadavku: chtéli bychom minimalizovat pri-
meérnou délku kodu prifazeného symbolu abecedy Y. Predpokladame pritom, ze
kazdy symbol a ma uréenou vdhu w(a), na kterou se mizeme divat jako na po-
mérnou Cetnost symbolu a v ‘typickém textu’ nad abecedou ¥, a ktera se bere
v uvahu pfi vypoc¢tu uvedeného priméru.

Jinak Feceno, oznacime-li délku binarniho fetézce r symbolem |r|, budeme
chtit, aby vdzZend délka kodovani c,

vd(c) =) w(a) - |e(a)l, (7.4)

aex

byla co nejmensi.

Koédovani ¢ pro abecedu ¥ je optimdlni, pokud je prefixové a ma mezi vSemi
prefixovymi kédovanimi pro > nejmensi vazenou délku.

Uvazme jako jednoduchy piiklad abecedu ¥ = {A, B, C, D}. Jsou-li vSechny
vahy stejné, pak nelze pocitat s lepSim feSenim, nez je kodovani s koédy 00, 01, 10
a 11 a s vazenou délkou 2 (obecné pro n-prvkovou abecedu bychom potiebovali
[log, n] bitii). Predpokladejme ovSem, Ze symboly maji nasledujici véhy:

symbol‘A‘B‘ C ‘ D
vdha [ 0.6 [ 0.3]0.05 | 0.05

(7.5)
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Pak neni vylouceno, 7ze se nam na vazené délce podari uSettit, pokud castému
symbolu A prifradime nejkratsi mozny kod, i za ceny prodlouzeni kdédid maélo
frekventovanych symboli C a D. Skutec¢né, napiiklad kédovani

symbol‘A‘B‘ C ‘ D
kod | 0] 10| 110 | 111

je prefixové a jeho vazena délka je pouze
1.5=06x140.3 x2+0.05x3+0.05x 3.

S timto kédovanim tedy na jeden symbol potiebujeme primérné pouze 1.5 bitu!
Da se ukazat, ze je to optimalni kodovani.

Prefixova kédovani maji tzky vztah k binarnim stromtm. Necht 7" je binarni
strom, jehoz listim jsou vzajemné jednoznacCné prirazeny symboly z abecedy .
Oznacme list odpovidajici symbolu a € ¥ jako ¢,. Strom T urcuje kdédovani
pro abecedu X, a to nésledujicim zpiisobem. Uré¢ime kbd c(a) symbolu a € X.
Ozna¢me vrcholy na cesté P({,) v poradi od kofene jako r = vy, vy, ..., 04 = {,.
Hledany kod pak bude posloupnost c¢(a) = (by, ..., bq), kde d je hloubka listu ¢,,
vSechny b; jsou z mnoziny {0,1} a

b; =0 <= vrchol v; je levym potomkem vrcholu v;_.

V opac¢ném sméru lze pro kazdé prefixové kddovani sestrojit odpovidajici bi-
narni strom (viz cviceni 7.11). Napftiklad nasemu optimalnimu kédovéani pro abe-
cedu {A, B,C, D} odpovida strom na obr. 7.6. Pokusme se preformulovat alohu
hledani optimalniho kdédovani v fe¢i binarnich stromuii.

A
B
C D

Obrazek 7.6: Binarni strom odpovidajici optimalnimu kédovani pro abecedu
{A, B,C, D} s vahami 7.5.

Optimalni strom pro abecedu ¥ = {ai,...,a,} s vdhami w(a;) je binarni
strom T' s listy 0y,...,4,, jehoz pramérnd vaZend hloubka vh(T'), definovana
predpisem

n
vh(T) = w(a;) - (L),
i=1
je nejmensi mozna. Je jasné, ze optimalnimu stromu odpovida optimalni kodovani
pro abecedu ¥ s danymi vahami. (Pozor na rozdil mezi pojmem ‘optimalni strom’
a terminem ‘optiméalni vyhledavaci strom’ z oddilu 7.3.)
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Nez popiseme Huffmaniiv algoritmus pro nalezeni optiméalniho stromu, za-
vedme jesté dvé definice. Vrchol v binarniho stromu 7" je ndsledovnikem vrcholu
u, pokud u lezi na cesté P(v). Specidlné je tedy kazdy vrchol svym vlastnim
nasledovnikem. Levy (pravy) podstrom pod vrcholem v je indukovany podgraf
stromu 7" na mnoziné v8ech nasledovniki levého (pravého) potomka vrcholu v.

Vstupem Huffmanova algoritmu je abeceda ¥ = {ay,...,a,} spolu s piitaze-
nim vah w(a;) symbolim a; € ¥. Jeho vystupem je (néktery) optimalni strom
H pro abecedu X, tzv. Huffmanuv strom. Prislusné kédovani se oznacuje jako
Huffmanovo kédovani.

Algoritmus pracuje s posloupnosti kofenovych stromi s vazenymi listy, ktera
se v kazdém kroku méni. Vychozi posloupnost Py = (11, ...,T},) je tvofena trivi-
alnimi stromy 7; o jediném vrcholu a; s vahou w(a;).

Algoritmus skon¢i, az bude nase pracovni posloupnost obsahovat jediny strom,
a tim bude hledany Huffmantiv strom H. Popisme k-ty krok algoritmu. Vaha w(T')
libovolného stromu 7' je definovana jako soucet vah jeho listi.

Najdeme v pracovni posloupnosti P_; dvojici strom s minimélnim souc-
tem vah. Takovych dvojic mize byt vice; abychom se vyhnuli nejednoznacnosti,
definujme mnozinu usporadanych dvojic

My_1 ={(s,t) : s < t asoutet w(Ts) + w(7};) je minimalni mozny}

anajdéme v ni nejmensi prvek (4, j) v lexikografickém uspotadani (viz cviceni 3.2).
Posloupnost P, vznikne z posloupnosti P_; nasledovné:

(1) vypustime strom 77,

(2) nahradime strom 7; stromem, jehoz kofenem je nové pridany vrchol vy,
levym podstromem pod kofenem je T; a pravym podstromem pod korenem
je T; (vahy na listech zistavaji beze zmény).

Vidime, 7ze pocet prvka pracovni posloupnosti stromu se provedenim k-tého
kroku snizil o 1. Algoritmus tedy skon¢i po p — 1 krocich.
[lustrujme jeho pribéh na prikladu. Necht jsou pro abecedu

Y={AFE G, I L, R}
urceny tyto vahy:

symbol | A | E| G | I | L| R
vdha | 0.2]0.4]0.06]0.1[0.1]0.14

(7.6)

Najdeme Huffmantiiv strom pro tuto abecedu.

V nésledujicim schématickém znazornéni pribéhu Huffmanova algoritmu kaz-
dy radek zachycuje stav pracovni posloupnosti stromt v prislusném kroku. Pis-
mena odpovidaji stromiim na jednom vrcholu. Strom S na vice vrcholech je zna-

zornén symbolem , kde S; (resp. Ss) je levy (resp. pravy) podstrom pod
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kofenem stromu S. Prvky posloupnosti jsou oddéleny mezerami, ¢isla udavaji
vahu daného stromu, pro prehlednost nasobenou stem.

Ay E4o Gs Lo Lio Ri4
Ay Ey4o 16 Lyg Ris
Ay E4o 16 24

A e Bxw [LRh
A 60 Eyo

A[GT] E 100

Vysledny Huffmaniv strom (ktery odpovidd poslednimu fadku v tomto zé-
pisu) je na obr. 7.7. Nasli jsme tedy néasledujici optimalni kod:
symbol | A |E| G | I | L |R
kod [ 000 | 1 | 0010 | 0011 | 010 | 011

G I

Obréazek 7.7: Huffmantiv strom pro abecedu s vdhami (7.6).

Pomoci této tabulky neni problém zakdédovat libovolné slovo v abecedé X.
Naptiklad kéd slova ALERGIE je 0000101011001000111.
Korektnost Huffmanova algoritmu zarucuje nasledujici véta, jejiz dikaz po-

YV

nechavame jako (té781) problém na cvi¢eni 7.12.

Véta 7.11 Necht ¥ = {ay,...,a,} je abeceda s vahami w(a;). Strom zkonstruo-
vany Huffmanovym algoritmem je optimalnim stromem pro tuto abecedu. O

Cviceni
» 7.6 Dokazte pozorovani 7.10.

» 7.7 Urcete primérnou vazenou hloubku vh(7’) stromu na obr. 7.7.
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» 7.8 Zakodujte pomoci Huffmanova kdédovani z naseho prikladu slova ELEGIE
a LILIE. Vyplati se pro tato slova Huffmanovo kédovani pouzit? Proc¢?

» 7.9 Urcete slovo, jehoz Huffmantv kéd v kdédovani z naseho prikladu je
01000110010000.
» 7.10 Najdéte Huffmantv strom pro abecedu {A, B,C, D, E} s vdhami

symbol‘A‘ B ‘C‘D‘ E
véha | 0.1]0.15]0.5[0.1]0.15

a urcete jeho primeérnou vazenou hloubku.

» 7.11 Ukazte, ze prefixova kdédovani pro abecedu X jsou ve vzajemné jedno-

znacném vztahu s bindrnimi stromy, jejichz listy jsou oznaceny symboly abecedy
Y.

»» 7.12 Dokazte vétu 7.11.

[Napovéda. Necht a;, a; jsou dva symboly s minimélni vahou. Ukazte, ze pro
abecedu X existuje optimalni strom, ve kterém symboly a; a a; maji stejného
predchidce. Z tohoto lemmatu plyne véta 7.11 indukei pies n. |



Kapitola 8

Orientované grafy

V této kapitole se budeme zabyvat grafy, v nichz ma kazda hrana uréeny smér —
tzv. orientovanymi grafy. Smér (orientace) hran se obvykle znazoriuje Sipkami
jako na obr. 8.1.

1 2

Obrazek 8.1: Orientovany graf.

8.1 Definice orientovanych grafti

Definice 8.1 Orientovany graf je dvojice (V, E), kde V' je mnozina vrcholi a
E CV xV je mnozina hran.

Vsimnéme si, ze hrany jsou nyni prvky kartézského soucinu V' x V, a tedy
usporddané dvojice vrcholi. (Orientovany graf je tedy vlastné totéZ, co bindrni
relace na mnoziné V.) Dvojici (u,v) interpretujeme jako hranu, kterd za¢ina ve
vrcholu u a konéi ve vrcholu v. Podle definice mize byt hranou i dvojice (v,v).
Nase orientované grafy tedy mohou mit smycky. Nasobné hrany ve shodném
sméru nadale nepovolujeme (graf ale mize obsahovat dvojici ‘protichtidnych’ hran
mezi dvéma vrcholy). Podobné jako u neorientovanych grafi budeme dvojici (u, v)
zapisovat prosté jako uv.

Pojmy podgraf a indukovany podgraf jsou definovany jako u neorientova-
nych grafii. Z orientovaného grafu G mizeme snadno vyrobit neorientovany graf

93
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(tzv. symetrizaci grafu G) tak, ze ‘zapomeneme’ orientace vSech hran. P¥ipadné
smyCky odstranime a nésobné hrany nahradime jednoduchymi. (Viz obr. 8.2.)
Nékteré pojmy tykajici se neorientovanych grafii tak lze primo aplikovat na grafy
orientované. Rekneme napiiklad, ze graf G je (slabé) souvisly, je-li jeho symet-
rizace souvisld. Komponenty orientovaného grafu G jsou (analogicky k situaci
u neorientovanych grafi) maximélni slabé souvislé podgrafy. Presnéji feceno,
komponenta je slabé souvisly indukovany podgraf s vlastnosti, ze zadny indu-
kovany podgraf na vétsi mnoziné vrcholi neni slabé souvisly.

4

1 2

Obrazek 8.2: Symetrizace grafu z obr. 8.1.

V opacném sméru, u prechodu od neorientovaného grafu k orientovanému,
mame Fadu moZnosti, jak hrany opatfit Sipkami. Rekneme, e orientovany graf
G je orientact grafu H, je-li H symetrizaci orientovaného grafu GG. Kazdy neori-
entovany graf ma tedy radu orientaci. Orientovany graf na obr. 8.1 je naptiklad
jednou z orientaci grafu na obr. 8.2.

Definice 8.2 Vstupni stuperi df(u) vrcholu u orientovaného grafu G = (V, E) je
pocet hran, které kon¢i ve vrcholu u, tedy pocet dvojic zu (kde z € V') v mnoziné
hran E. Podobné vystupni stupen d;(u) je pocet dvojic uz v mnoziné hran.

Cviceni
» 8.1 Dokarte, 7e v orientovaném grafu G = (V, E) s m hranami plati

S i) = Y dg() = m.

veV veV

8.2 Silna souvislost

Pro orientované grafy lze snadno upravit definice pojmt sled, cesta v grafu a
kruznice v grafu. Znéni definic je vlastné témér stejné, jediny rozdil je v tom, ze
kazdy krok sledu musi nyni respektovat orientaci prislusné hrany. Misto pojmu
‘kruznice’ pouzivame u orientovanych grafii terminu ‘cyklus’.
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Definice 8.3 Orientovany sled z vrcholu x do vrcholu y v orientovaném grafu G
je posloupnost vrcholi (x = wvg, vy, ..., v = y), ve které je pro kazdé i =1,... k
dvojice v;_1v; hranou grafu G. Orientovand cesta v G je orientovany sled, ktery
obsahuje kazdy vrchol nejvyse jednou. Cyklus v GG je orientovany sled, ve kterém
je vo = vg, tento vrchol je v ném obsazen pravé dvakrat a vSechny ostatni nejvyse
jednou.

Graf G na obr. 8.1 obsahuje napfiklad sled (3, 1,2, 3,4, 4), naopak posloupnost
(4,3,2,1) sledem neni. Tento graf obsahuje také cykly (1,2,3,1), (4,4) (délka
tohoto cyklu je 1) a (1,2, 1).

Slaba souvislost ndm nefikd mnoho o existenci orientovanych cest v daném
grafu. U orientovanych grafii je proto ¢asto prirozenéjsi pracovat se silnéjsi vari-
antou pojmu souvislost.

Definice 8.4 Orientovany graf G je silné souvisly, pokud v ném pro kazdou
dvojici vrcholid x, y existuje orientovana cesta z x do y i orientovand cesta z y do
x?

Nésledujici véta charakterizuje silné souvislé grafy. Jak je asi ziejmé, fikame,
ze hrana zy je obsazena v cyklu (vg, vy, ..., v, = Zg), pokud pro néjaké i je z = v;
aY = Viy1-

Véta 8.5 Slabée souvisly orientovany graf je silné souvisly, prave kdyz kazdd jeho
hrana je obsaZena v nejakem cyklu.

Dikaz. ‘=’: Uvazme hranu zy orientovaného grafu G. Ze silné souvislosti plyne
existence cesty P z y do x. Pripojenim hrany zy za tuto cestu vznikne cyklus,
ktery hranu zy obsahuje.

‘=": Necht z,y je libovolna dvojice vrcholi, a necht @ je cesta z x do y
v symetrizaci slabé souvislého orientovaného grafu G. Cesta @ je tedy posloupnost
vrcholt (x = qo,q1,...,qx = ¥y), kde pro i = 1,...,k je bud ¢_1q; € E(G)
(a fekneme, 7e jde o dobfe orientovanou hranu cesty @) nebo ¢;_1¢; ¢ E(G)
a ¢;¢;i—1 € E(G) (Spatné orientovanad hrana). Kazda $patné orientovana hrana
¢iqi—1 je obsazena v cyklu; specidlné existuje orientovana cesta R; z ¢;_1 do g;.
Nahradime-li v cesté () kazdou Spatné orientovanou hranu prislusnou cestou R;,
ziskdme orientovany sled z x do y. Podle cviceni 8.3 tedy existuje orientovana
cesta z x do y. Vzhledem k tomu, ze dvojice x,y byla libovolna, graf je silné
souvisly. O

Definujme na vrcholech orientovaného grafu G relaci oboustranné dosazitel-
nosti ~: pro vrcholy x,y plati z ~ y, pokud v G existuje orientovana cesta z x
do y i naopak. S pouzitim cviceni 8.3 je snadné dokazat, ze tato relace je ekvi-
valenci. Tento fakt mizeme pouzit v definici tzv. kvazikomponent, které jsou
obdobou komponent pro silnou souvislost. K jejimu pochopeni mtize pomoci vra-
tit se k definici pojmu komponenta v kapitole 5.
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Definice 8.6 Kuvazikomponenta orientovaného grafu G je kazdy jeho indukovany
podgraf na mnoziné vrcholi, kterd tvoii nékterou z tiid ekvivalence ~.

Definici ilustruje graf na obr. 8.3(a) s 2 komponentami a celkem 5 kvazikom-
ponentami, znazornénymi na obr. 8.3(b). Podobné orientovany graf na obr. 8.1
ma t¥i kvazikomponenty, jejichz mnoziny vrcholt jsou {1,2,3}, {4} a {5}.

Cy

/v' Cs d

Cs

4 G2
(@ (v

Obrazek 8.3: Orientovany graf a jeho kvazikomponenty.

Cviceni
» 8.2 Najdéte ptiklad slabé souvislého orientovaného grafu na 6 vrcholech, ktery
mé 3 kvazikomponenty.

» 8.3 Dokazte, ze v orientovaném grafu existuje orientovana cesta z vrcholu x
do vrcholu y, pravé kdyz v ném existuje orientovany sled z x do y.

» 8.4 Dokazte, ze kvazikomponenty orientovaného grafu G jsou pravé jeho ma-
ximalni silné souvislé podgrafy — jinymi slovy, jsou to pravé ty podgrafy H, pro
které plati, ze je-li H vlastnim podgrafem jiného grafu K C G, pak K neni silné

souvisly.

» 8.5 Formulujte algoritmus na nalezeni kvazikomponent orientovaného grafu.

8.3 Acyklické orientované grafy
Definice 8.7 Orientovany graf je acyklicky, pokud neobsahuje zadny cyklus.

Slabé souvislé acyklické orientované grafy jsou tedy z jistého hlediska obdobou
stromt, tj. souvislych grafii, které neobsahuji zddnou kruznici.
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Definice 8.8 Vstupni vrchol orientovaného grafu G je vrchol, jehoz vstupni stu-
peil dj(v) je nulovy. Podobné vystupni vrchol je vrchol, pro ktery je dg(v) = 0.

Acyklické grafy lze charakterizovat z hlediska existence vstupnich vrchola
v jejich podgrafech.

Véta 8.9 Orientovany graf G s konecnou mnozinou vrcholi je acyklicky, prave
kdyz kazZdy jeho neprazdny podgraf H C G obsahuje vstupni vrchol.

Dukaz. ‘=": Zvolme vrchol vy. Neni-li vstupni, vede do néj néjaka hrana, dejme
tomu z vrcholu v;. Opakovanim této uvahy ziskdme nejvyse po n + 1 krocich
(kde n je pocet vrcholi) budto vstupni vrchol. nebo posloupnost n + 1 vrcholi
(vo, V1, ..., Uy), ve které se musi néktery vrchol vyskytovat dvakrat, feknéme v; =
v; a1 < j. Ve druhém piipadé by ale podposloupnost v;, v;_1,...,v; byla cyklem
v acyklickém grafu G.

‘<" Predpokladejme existenci vstupnich vrcholi a dokazme, Ze orientovany
graf G je acyklicky. Necht obsahuje cyklus C. Tento cyklus urcuje podgraf H
grafu G, sestavajici z hran a vrcholi, kterymi C' prochézi. VSechny vstupni i
vystupni stupné v podgrafu H jsou rovny jedné. To je spor. O

Lze ocekavat, ze podobny vysledek plati i pro vystupni vrcholy.

Disledek 8.10 Orientovany graf G je acyklicky, prave kdyzZ v kaZdém jeho ne-
prazdném podgrafu H C G existuje vystupni vrchol.

Dikaz. Otocime-li smér kazdé hrany grafu GG, acykli¢nost ziistane zachovana a
vstupni vrcholy prechazeji na vystupni a naopak. O

Néasledujici véta charakterizuje acyklické grafy jako takové, na nichz existuje
usporadani vrcholi konzistentni se sméry vSech hran.

Véta 8.11 Orientovany graf G je acyklicky, prave kdyz jeho vrcholy lze sefadit
do posloupnosti (vy, ..., v,) tak, Ze pro kazdou hranu v;v; grafu G plati i < j.

Dikaz. ‘=": Polozme G; = G. Podle véty 8.9 existuje vstupni vrchol v; acyk-
lického orientovaného grafu G;. Necht Gy = Gy — v; je orientovany graf vznikly
odstranénim vrcholu vy (a v8ech hran, které ho obsahuji). To je podgraf grafu G,
a ma tedy vstupni vrchol v,. Opakovanim tohoto postupu dostaneme posloup-
nost vrcholt (vy,...,v,). Dejme tomu, ze v;v; € E(G), ale pfitom ¢ > j. Pak ale
v; € V(G;) a kvili hrané v;v; nemize v; byt vstupnim vrcholem grafu G, coz je
spor.

‘<" Méjme vrcholy serazeny do posloupnosti s uvedenou vlastnosti a pred-
pokladejme, ze G obsahuje cyklus (v, vi,,...,vi,_,, v, = v;,). Pak plati, ze
vV, € E(G) a tedy ip < i1. Obecnéji dostavame

1 <1 < g < -+ <11 <1g,
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coz neni mozné. Tim je dikaz hotov. O

V dikazu véty 8.11 se vlastné skryva efektivni algoritmus pro test acykli¢nosti
orientovaného grafu G = G1. V jeho i-tém kroku postupujeme néasledovné:

(1) Je-li G; graf na jediném vrcholu, algoritmus koné¢i. Graf G je acyklicky.

(2) Pokud graf G; obsahuje néjaky vstupni vrchol v;, polozime G, = G; — v;
a pokracujeme krokem 7 + 1.
(3) V opa¢ném piipadé graf G neni acyklicky a algoritmus kondi.

V kazdém z O(n) krokt tohoto algoritmu je pot¥eba najit vstupni vrchol
v grafu o nejvyse n vrcholech. Pti pouziti postupu, ktery plyne z diikazu véty 8.9,
1ze vstupni vrchol najit v ¢ase O(n). Celkova ¢asova sloZitost popsaného algoritmu
je tedy O(n?).

Cviceni
» 8.6 Najdéte pro acyklicky orientovany graf na obr. 8.4 posloupnost vrcholi
splnujicich podminku véty 8.11.

» 8.7 Najdéte (nekonecény) acyklicky orientovany graf, ktery neobsahuje vy-
stupni vrchol.

1 2

Obrazek 8.4: Acyklicky orientovany graf.

8.4 Tranzitivni uzavér

Vime jiz, ze orientované grafy s mnozinou vrcholi V' jednoznacné odpovidaji
bindrnim relacim na mnoziné V (viz cviceni 8.8).

Definice 8.12 Tranzitivni uzdveér orientovaného grafu G je orientovany graf G+
takovy, ze V(GT) =V(G) a

x #vy av G existuje orientovand cesta z x do vy,

+
zy € E(GT), pokud { x =1y a vrchol x lezi na néjakém cyklu v G.
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V&imnéme si, ze graf G je podgrafem grafu G* a ze G je acyklicky, pravé kdyz
G* neobsahuje zadnou smycku. Nésledujici véta charakterizuje acyklické grafy
jako grafy, jejichz (mirné rozsiteny) tranzitivni uzavér je grafem usporadéani na

V(G).

Véta 8.13 Orientovany graf G = (V, E) bez smycek je acyklicky, pravé kdyz
graf G*, vanikly pFiddnim vsech smycek k tranzitivnimu uzdvéru G, je grafem
usporadani (tj. E(G*) je relace usporadani na V(G*) = V(G)).

Dikaz. ‘=’: Necht G je acyklicky. Diky pfidanym smyckam je E(G*) reflexivni
relace. Je také slabé antisymetrickd, nebot zy € E(G*) a yz € E(G*) by pro
rizné x,y znamenalo, ze G obsahuje orientovany sled z z do y i naopak. Uvazme
podgraf H slozeny z vrcholi a hran obou téchto sledii; v tomto podgrafu je
vstupni stupen kazdého vrcholu aspon 1. Neobsahuje tedy vstupni vrchol, coz je
ve sporu s vétou 8.9.

‘<" Necht E(G*) je usporadani. Pro nazornost zapisujme zy € E(G*) jako
x < y. Predpokladejme, ze G obsahuje cyklus C' = (g, x1, ..., 2r = xp). Pak pro
kazdé i = 0,..., k — 1 plati x;x;11 € E(G), jinak feceno x; < x;1. Z tranzitivity
je tedy zo < xp_1. Vime v8ak, ze také x,_17¢ € E(G), takZe xx_1 < xo. Z antisy-
metri¢nosti relace E(G*) musi byt zp = x;_;. Cyklus C' ma tedy délku 1 a musi
to byt smycka. To je spor s predpokladem, 7ze G je bez smycek. O

Cviceni

» 8.8 Necht G = G(R) je orientovany graf binarni relace R na mnoziné V. Jak
z grafu G pozname, zda je relace R:

(a) reflexivni,
(b) symetricka,
(c) antisymetricka?

» 8.9 Formulujte algoritmus pro nalezeni tranzitivniho uzavéru orientovaného
grafu.

8.5 Kondenzace

Definice 8.14 Kondenzace orientovaného grafu G je orientovany graf G, jehoz

vrcholy jsou kvazikomponenty grafu G, a pro rizné kvazikomponenty Q1, Q) €
V(G,) plati

1Q2 € E(G,), pokud pro né&jaké z; € V(Q1), x5 € V(Q2) je 122 € E(G).
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Kondenzaci si lze predstavit také tak, ze kazdou kvazikomponentu grafu G
‘stahneme’ do jediného vrcholu; hrany, které vedly mezi riznymi kvazikompo-
nentami, nyni povedou mezi témito novymi vrcholy. Vynechdme ovSem smycky.
V pripadé, ze mezi dvéma vrcholy povede vice hran v témze sméru, nahradime
je jedinou hranou.

Vezméme jako priklad opét graf na obr. 8.3. Vime, ze ma pét kvazikomponent
C1,...,C5. Jeho kondenzaci je orientovany graf na obr. 8.5a.

Kondenzace grafu G z obr. 8.1 je zndzornéna na obr. 8.5b. U kazdého vrcholu
je zde uvedena mnozina vrcholi prislusné kvazikomponenty grafu G.

G Cs {5}

Cl 02 {17 27 3} {4}
(a) (b)

Obrazek 8.5: Kondenzace (a) grafu z obr. 8.3, (b) grafu z obr. 8.1.

Véta 8.15 (Véta o kondenzaci) Pro orientovany graf G plati:
(i) G. je acyklicky orientovany graf.
(ii) G je siln€ souvisly, prave kdyz G. md jeding vrchol.

(iii) G je acyklicky, prave kdyZ G = G..

Dikaz. (i) Necht L je cyklus v G, prochézejici po fadé vrcholy Cy, Cs, ..., Cy,
Cry1 = C grafu G. (viz obr. 8.6). Pro 1 <i < k uvazme hranu C;C;;; cyklu L.
Vrcholy C;, C;1 odpovidaji kvazikomponentam grafu G. Z definice kondenzace
existuji vrcholy z; € V(C;) a yip1 € V(Ciyq) tak, 7e z;y;41 je hrana grafu G.
Polozme pro jednoduchost y; := yg11.

Mame tedy k-tici hran, které vedou postupné z kvazikomponenty C; do Cj,
z Cy do (3 atd., a nakonec z C), do ;. Tyto hrany na sebe nemusi navazovat, ale
v kazdé kvazikomponenté C; jisté existuje cesta P; z vrcholu y; do x;. Nasledujici
posloupnost hran a cest tedy tvoii cyklus L' v grafu G:

T1Y2, Po, xays3, Ps, ..., Py, vy, Pr.

Vsimnéme si, ze po cyklu L' Ize v grafu G dojit z vrcholu g, do vrcholu x;. V opad-

ném sméru pritom mezi témito vrcholy vede hrana. Oboustrannd dosazitelnost

téchto vrcholl je ve sporu s tim, ze vrcholy lezi v riiznych kvazikomponentach.
(ii) a (iii): Snadny dikaz piimo z definic ponechavame jako cviceni 8.10. O
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Obrazek 8.6: Konstrukce cyklu L' v grafu G. Carkované oblasti jsou kvazikom-
ponenty Cy, Cy, Cs grafu G (vrcholy cyklu L v G.).

Cviceni
» 8.10 Dokazte body (ii) a (iii) véty 8.15.

» 8.11 Najdéte kondenzaci grafi na obr. 8.7.

(a) (b)

Obrazek 8.7: Grafy ke cviceni 8.11.
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Kapitola 9

Matice a pocet koster

Graf (orientovany i neorientovany) lze popsat matici, a to hned nékolika riznymi
zpusoby. Tématem této kapitoly jsou inciden¢ni matice orientovanych grafi a to,
jak algebraické vlastnosti téchto matic zachycuji vlastnosti prislusnych grafi.

Ukazeme si predevsim pozoruhodnou, az spektakularni aplikaci incidenc¢nich
matic, pti které spocitdme vSechny kostry libovolného neorientovaného grafu po-
moci determinantu jisté jednoduse definované matice. Mimo jiné dostaneme od-
povéd na néasledujici otazku:

Kolik existuje riznych stromi na pevné dané n-prvkové mnoziné vr-
chola?

Zdtraznéme, ze se jednd o ruzné, nikoli neisomorfni stromy. Na tiiprvkové
mnoziné vrcholi napiiklad existuji 3 rizné stromy, ale vSechny jsou navzajem
isomorfni. (Viz také cviceni 7.1.)

9.1 Incidendéni matice

Necht G je v celém tomto oddilu orientovany graf s vrcholy V = {vy,...,v,}
a hranami £ = {ej,...,e,}. Budeme také pfedpokladat, ze graf G neobsahuje
smycky.

Definice 9.1 Incidenéni matice M(G) orientovaného grafu G je redlnd matice
o rozmérech n x m, definovana vztahem M (G) = (m;), kde

+1 pokud hrana e; vychazi z vrcholu v;,
m;; = § —1 pokud hrana e; vchazi do vrcholu v;,

0 jinak.
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(7 €3 U3
€4 €9
(%1 €1 (%

Obrazek 9.1: Orientovany graf.

Graf na obr. 9.1 m4 tedy néasledujici inciden¢ni matici:

1 0 0 -1 1
-1 1 0 0 O
0 -1 1 0 -—1|"
0o 0 -1 1 0
v niz fadky odpovidaji po rfadé vrcholim vy, ..., vs a sloupce hranam eq, ..., es.

Vsimnéme si, ze kdyby graf G obsahoval smycky, nebyla by jeho inciden¢ni
matice dobfe definovana — smycka totiz z prislusného vrcholu vchazi, ale zaroven
z néj vychazi. Proto nas predpoklad, ze G je bez smycek.

Zdturaznéme jesté jednu dilezitou vlastnost inciden¢nich matic, jejimz dusled-
kem jsou riizné jejich specialni vlastnosti, které uvidime v nasledujicich oddilech
(napf. Véta 9.6).

V kazdém sloupci matice M(G) jsou prave dva nenulové proky,
z nichz jeden je +1 a druhy je —1.

Divodem je samoziejmeé fakt, ze kazda hrana obsahuje pravé dva vrcholy, pricemz
v prvnim zac¢inad a ve druhém kon¢ci.

Cviceni

» 9.1 Urcete inciden¢ni matice grafii na obr. 9.2 (s danym ozna¢enim vrcholi a
hran).

» 9.2 V jakém vztahu jsou matice M (G) a M (H), jsou-li grafy G a H isomorfni?

9.2 Radky jako vektory

Incidenéni matice M (G) ma n fadka a m sloupcti. Na kazdy radek se tak mizeme
divat jako na wvektor o m slozkach, presnéji prvek vektorového prostoru R™.
Radky odpovidaji vrcholiim grafu G, a my budeme fadek odpovidajici vrcholu v
oznacovat jako v;. (Sloupec odpovidajici hrané e; budeme znacit jako e;.)
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e
Vy €3 V3 Vg 5 Vs €4 Vy
1 Sl ]
€6
€4 €5 €2 €7 €s €9 €3
b |
U1 €1 U2 U1 €1 V2 (D) V3

(a) (b)

Obrazek 9.2: Urcete incidenc¢ni matice.

Jako v kazdém vektorovém prostoru, i v prostoru R™ je definovan pojem
linearni zavislosti. Pro pripomenuti:

Mnozina vektort wy, ..., wy z vektorového prostoru W (nad télesem
realnych ¢isel) je linedrné zavisld, pokud existuji realné koeficienty s,
.,y tak, ze

k
E o;W; = 0
=1

a pritom ne vSechny koeficienty «; v této linedarni kombinaci vektori
w; jsou rovny nule.

Jaky méa vyznam, je-li ur¢itd mnozina fadkt matice M(G) linedrné zavisla?
Co to fikd o odpovidajici mnoziné vrcholi grafu G? Klicem k odpovédim na tyto
otazky je nasledujici nenapadné tvrzeni.

Tvrzeni 9.2 Necht K je komponenta orientovaného grafu G, a nechl

n
E ;V; = 0
i=1

je nulova linearni kombinace vektoru v;. Potom pro vsechny vrcholy vy, z kompo-
nenty K jsou si koeficienty oy navzajem rovny.

Dikaz. Nejsou-li na komponenté K vSechny koeficienty aj shodné, pak (diky
slabé souvislosti) musi existovat hrana e; € E(K) takova, Ze jeji pocate¢ni vrchol
v, a koncovy vrchol v, maji rizné koeficienty «;, # a.

Vzpomenme si, ze M(G) obsahuje v j-tém sloupci (ve sloupci hrany e;) jen
dva nenulové prvky: +1 v p-tém fadku a —1 v g-tém tadku. Odtud plyne, ze
j-ta slozka vektoru > " | a;v; je rovna rozdilu oy, — og. O zminéném vektoru ale
pfedpokladame, Ze je nulovy, takze i o, = . To je spor. O
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Cviceni
» 9.3 Jsou redlné vektory (0,1, —2), (1,—1,1) a (2,—1,0) linedrné zavislé? Jak
to lze poznat pomoci determinantu matice?

9.3 Hodnost incidenc¢ni matice

Hodnost h(M) matice M je maximalni velikost linedrné nezavislé mnoziny jejich
radki. Lze hodnost inciden¢ni matice M (G) uréit z vlastnosti grafu G?

Predevsim si v§imnéme, ze matice M (G) nikdy nemtze mit plnou hodnost n.
Sec¢teme-li totiz vSechny radky, dva nenulové prvky v kazdém sloupci se vzajemné
vyru$i a vyjde nulovy vektor. Jedna se tedy o nulovou linearni kombinaci radki
matice M(G) (v niz jsou vSechny koeficienty rovny jedné). MnoZina vsech fadki
matice M(G) je linedrné zavisla.

Véta 9.3 Pro slabé souvisly graf G md matice M(G) hodnost n — 1. Plati do-
konce, Ze kazda mnozina n — 1 7ddki matice M(QG) je linedrné nezdvisld.

Dikaz. Necht G je slabé souvisly a S je mnozina n — 1 fadkd matice M(G).
Ukézeme, ze S je linedrné nezavisla. Dejme tomu, ze ZviES a;v; = 0 je nulova
linedrni kombinace fadkl z S a rozsifme tuto kombinaci na v8echny fadky M (G)
tim, Ze pro (jediny) radek vi ¢ S polozime o = 0. Dostaneme linearni kombinaci

n
E a;V; = 0
i=1

a podle tvrzeni 9.2 musi byt vSechny koeficienty «; shodné (protoZe slabé souvisly
graf G ma jedinou komponentu). Kvili koeficientu a4, jsou tedy v8echny nulové.
Dokazali jsme, Zze mnozina S je linedrné nezavisla, a specidlné také h(M(G)) =
n—1. 0

Toto tvrzeni lze zobecnit i na grafy, které nejsou slabé souvislé:

Véta 9.4 Orientovany graf G ma piesné k komponent, prive kdyz h(M(G)) =
n—k.

Dikaz. ‘=": Necht G ma k komponent (1, ..., Cy. Nejprve dokazeme, zZe hod-
nost matice M (G) je nejvySe n — k. Necht S je mnozina alesponn n — k + 1 Fadki.
Musi existovat komponenta C), s vlastnosti, ze S obsahuje vSechny radky odpo-
vidajici vrcholim C),, protoze kdyby S z kazdé komponenty aspon jeden radek
vynechala, obsahovala by jich nejvySe n — k. Secteme-li nyni vSechny radky v;
pro v; € V(C,), dostaneme nulovy vektor: kazda hrana e; ma v C), bud oba konce
(a prislusny soucet je 1+ (—1)), nebo ani jeden (a pak s¢itdme samé nuly). Tato
nulova linearni kombinace radkia z S ukazuje, Ze mnozina S je linearné zavisla.

Proto h(M(G)) <n — k.
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Vyberme nyni néjakou mnozinu radki S o velikosti n — k, ktera pro kazdou
komponentu L; obsahuje vSechny radky odpovidajici vrcholtim L; kromé jediného.
Tvrdime, ze S je linedrné nezavisla. Kdyby tomu tak nebylo, rozsifme linearni
zévislost Y, g ;vi = 0 na viechny fadky matice M (G) polozenim «; = 0 pro

vSechny v; ¢ S:
n
Z a;V; = 0.
i=1

Podle tvrzeni 9.2 jsou vSechny koeficienty na kazdé komponenté L; shodné. Pro-
toze pro kazdou komponentu existuje vrchol s nulovym koeficientem, musi byt
a; = 0 pro kazdé i, takze S je vskutku linedrné nezavisla. Hodnost matice M (G)
je tedy pravé n — k.

‘=" Necht h(M(G)) = n—k. Podle dokdzané implikace je hodnost inciden¢ni
matice grafu s ¢ komponentami rovna n — i. Graf G tedy musi mit presné k
komponent. O

Cviceni
» 9.4 Urcete hodnost inciden¢ni matice orientovaného grafu na 3% vrcholech,

tvoreného k disjunktnimi cykly délky 3. Jak vypadaji linedrné nezavislé mnoziny
radki o maximéalni velikosti?

9.4 Faktory jako mnozZiny sloupct

Vime, ze seftenim vSech Fadkd matice M(G) dostaneme nulovy vektor. Lze ji
tedy rekonstruovat z matice Mg(G), vzniklé vypusténim posledniho fadku matice
M(G). Jinak fefeno, matice Mr(G) (kterou nazyvame redukovand incidencni
matice grafu G) poskytuje o orientovaném grafu G tplnou informaci.

Sloupce inciden¢ni matice M (G) odpovidaji hrandm grafu G. Pro nas bude
dilezité, ze mnoziny sloupci této matice odpovidaji urc¢itym podgrafim grafu G.

Pripomenme z definice 7.5, ze faktor grafu G je libovolny podgraf H C G, pro
ktery je V(H) = V(G). Kazdy faktor grafu G je tedy jednoznacéné urcen svou
mnozinou hran. Tim je také dan vzajemné jednoznac¢ny vztah mezi témito faktory
a mnoZinami sloupci matice My(G): faktor Fg, pfifazeny mnoziné sloupci S,
obsahuje pravé ty hrany e;, jejichz sloupec e; patii do S.

V nasledujici vété figuruji ¢tvercové podmatice matice Mg(G) fadu n — 1.
Vzhledem k tomu, ze Mg(G) mé pravé n — 1 radkd, je kazda takova podma-
tice ur¢ena n — 1-prvkovou mnozinou sloupctu. Pro mnozinu sloupctt S oznacime
prislusnou podmatici jako Ag.

Pro neorientované grafy jsme definovali pojem kostry. Do oblasti orientova-
nych grafi jej preneseme takto: podgraf H orientovaného grafu G je jeho kostrou,
pokud symetrizace grafu H je kostrou symetrizace grafu GG, a navic H neobsahuje
smycky ani protichidné hrany.
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Véta 9.5 Necht G je slabée souvisly orientovany graf bez smycek. Potom ctver-
covd podmatice Ag matice Mr(QG) fadu n—1 je requldrni, pravé kdyz odpovidagjici
faktor Fg je kostrou grafu G.

Dikaz. ‘=": Necht matice Ag je regularni. Z definice plyne, ze Ag je reduko-
vanou matici incidence faktoru Fs, tedy Ag = Mg(Fs). Protoze h(As) =n —1,
musi mit (neredukovand) matice M (Fs) maximalni moznou hodnost n — 1. Podle
vety 9.4 je Fg slabé souvisly. Navic urcité neobsahuje protichidné hrany, protoze
prislusné sloupce by byly az na znaménko shodné a Ag by nebyla regularni ma-
tice. Symetrizace faktoru Fs je tedy souvisly graf s n —1 hranami. Podle véty 7.4
se musi jednat o strom. Odtud dostavame tvrzeni véty.

‘«": Necht faktor Fs je kostrou grafu G. Je tedy slabé souvisly a podle véty 9.3
tvoii prvnich n — 1 fadkd matice M (Fg) linedrné nezavislou mnozinu. Proto
h(Mg(Fs)) =n — 1 a matice Ag = Mg(Fs) je regularni. O

Cviceni

» 9.5 Kolik faktori ma graf o n vrcholech a m hranach?

9.5 Poditani koster

Ctvercové podmatice matice incidence maji zajimavou vlastnost, které se fiké
totdlni unimodularita:

Véta 9.6 Je-li M(G) incidencni matice orientovaného grafu G (bez smycek) a
je-li B jeji ctvercovd podmatice tddu r (kde 1 < r < n), potom determinant
matice B je 0 nebo +1.

Dikaz. Indukci podle . Pro r =1 je tvrzeni jasné z definice inciden¢ni matice.
Predpokladejme, ze r > 1. Pokud matice B obsahuje nulovy sloupec, je det B = 0.
Pokud obsahuje sloupec s jedinou nenulovou hodnotou b;;, pak z rozvoje podle
tohoto sloupce dostavame

det B = +=det B’,

kde B’ vznikne z B odstranénim i-tého fadku a j-tého sloupce. Podle induké¢éniho
predpokladu je det B’ € {0, 1, —1}, takze totéz musi platit pro matici B.

Miuizeme tedy predpokladat, ze kazdy sloupec matice B obsahuje pravé dveé
nenulové hodnoty (tj. 1 a —1). Sec¢tenim vSech Fadki nutné dostaneme nulovy
vektor; to znamend, ze matice B je singularni a det B = 0. I v tomto poslednim
pripadé tvrzeni plati. O

Pfi poc¢itani koster grafu se neobejdeme bez Cauchy—Binetovy! véty, kterou
nebudeme dokazovat. Jeji zhruba dvoustrankovy diikaz lze najit napt. v knize
[4].

L AvgusTiN-Louts CAuCHY (1789-1857) a JACQUES PHILIPPE MARIE BINET (1786-1856).
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Véta 9.7 (Cauchy—Binetova véta) Necht B je matice o rozmérech r X s, kde
r < s. Potom plati, Ze

det(B - B") =Y (det By)?,

I
kde I probihd vsechny r-prvkove mnoZiny sloupci a By je ctvercovd podmatice

matice B, urcend sloupct z mnoziny I. O

Nyni jiz miizeme vyslovit vétu, kterd dava do souvislosti determinanty a pocet
koster.

Véta 9.8 Necht G je slabé souvisly orientovany graf bez smycek a A = Mg(G).
Potom pocet koster grafu G je roven determinantu matice A - AT.

Dikaz. Podle Cauchy-Binetovy véty je

det(A- A") = “(det Ag)?, (9.1)

kde S probihd (n — 1)-tice sloupci matice A. Podle véty 9.5 (ve které ma symbol
Ag stejny vyznam jako zde) je det Ag # 0 presné pro ty mnoziny S, pro néz je
faktor Fs kostrou. Ostatni mnoziny S soucet v (9.1) neovlivni.

Je-li Fg kostra, pak podle véty 9.6 je det Ag = +1, takZe (det Ag)? = 1. Kazda
kostra tedy v sou¢tu (9.1) pfispéje jednickou a vidime, ze det(A - AT) skutecné
pocita kostry grafu G. O

Piiklad 9.9 Jako aplikaci véty 9.8 spocitejme kostry grafu G, ktery je definovan
jako cyklus délky 3. Jeho redukovand inciden¢ni matice je

MR(G)z{1 " _1],

-1 1 0

takze

det(My(G) - (Mg(G))") = det [ g _21} _3

Graf G m4 tedy 3 kostry (coZ nés asi prili§ nepiekvapi).

Cviceni

» 9.6 Spocitejte pomoci véty 9.8 kostry grafu na obr. 9.1.
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9.6 Pocitani koster: neorientované grafy

Necht je dan neorientovany graf GG. Chceme-li ‘v praxi’ pocitat jeho kostry po-
moci determinanti, lze to zatridit snadnéji nez pomoci véty 9.8. K jejimu pouziti
bychom nejprve museli graf GG libovolné zorientovat a ziskat tak orientovany graf
G, dale spocitat souéin Mp(G) - (Mp(G))T a konetnd zjistit jeho determinant.

Uvedeny soudin v8ak (jak uvidime) zavisi pouze na grafu G, nikoli na zvolené
orientaci, a lze jej navic snadno odvodit ptimo z grafu G. Tim se vyhneme nutnosti
nasobeni matic.

Véta 9.10 Necht G je neorientovany graf s vrcholy V= {vy,...,v,} a G néjaka
jeho orientace bez smycek a nasobnych hran. Dale polozme

L=M@G)- (M@G)T (tzv. Laplaceova matice grafu G).
Potom pro prvky ctvercové matice L = ({;;) Tadu n plati:

dg(v;) pokudi=j,
Ui = —1 pokud viv; € E(G),
0 jinak.

Navic plati, Ze matici L' = Mg(G) - (Mg(G))T ziskdme vypusténim posledniho
radku a sloupce z matice L.

Dikaz. Polozku ¢;; matice L ziskdme jako skaldrni soucin v; - v;, tedy soucin
i-tého a j-tého Fadku matice M(G). Pokud i = j, pak kazd4 hrana obsahujici
vrchol v; (nezévisle na sméru) pfispéje k tomuto skaldrnimu souc¢inu 1, takze
v; - v; = dg(v;). Pro i # j jsou vrcholy v;, v; spojeny nejvyse jednou hranou, tj.
vektory v;, v; jsou nejvySe v jedné soutfadnici oba nenulové. Snadno vidime, Ze
soucin v; - v; je —1 resp. 0 podle toho, zda v;v; je hranou nebo ne.

Druhé c¢ast véty primo plyne z definice nasobeni matic. O

Rychlejsi postup pocitani koster neorientovaného grafu, zalozeny na této véte,
si ukdzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 9.11 Uvazme neorientovany graf G na obr. 9.3. NapiSme primo jeho
Laplaceovu? matici:

2 -1 0 0 -1
-1 2 -1 0 O
L=(0 -1 3 -1 -1
0o 0 -1 2 -1
-1 0 -1 -1 3

2PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827).
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V4

Us U3

U1 V2

Obrazek 9.3: Graf z prikladu 9.11.

Podle vét 9.10 a 9.8 staci z matice L vynechat posledni fadek a sloupec, a deter-
minant vysledné matice L’ je pocet koster grafu G. Pfimym vypoctem zjistime,
ze

2 -1 0 0
;o -1 2 -1 0|
det L' = det 0 -1 3 —1 11.
0 0o -1 2

Graf G ma tedy 11 koster.

Vratme se k otazce, kterou jsme tuto kapitolu zahdjili: kolik existuje riznych
stromil na n-prvkové mnoziné vrcholi? Lze ji formulovat také takto: kolik rtiznych
koster ma uplny graf na n vrcholech?

Véta 9.12 Uping graf na n > 2 vrcholech md n" =2 riznych koster.

Dikaz. Laplaceova matice L, grafu K, je ¢tvercova matice fadu n a vypada
takto: -~ )
n—1 -1 -1 -1
-1 n—-1 -1 -1
L,=| —1 -1 n-1 -1
-1 -1 -1 n—1

Determinant matice L], kterd vznikne odstranénim posledniho fadku a sloupce,
je hledany pocet koster. Pri¢téme k prvnimu rfadku matice L/, vSechny ostatni
radky, a nasledné prictéme tento novy prvni radek ke vSem ostatnim. Determinant

se nezmeéni, takze

111 1
0n 0 0
det L/, = det [0 0 0
00 0 ... n

Matice na pravé strané ma n — 1 radkd, takze rozvojem podle prvniho sloupce
dostavame det L/, = n"~2. O
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Cviceni

» 9.7 Urcete pocet koster grafii na obr. 9.4.

(a) (b) (c) (d)

Obrazek 9.4: Urcete pocet koster.

» 9.8 Osvézte si potfebné pojmy z linearni algebry a ukazte, ze pro Laplaceovu
matici L(G) neorientovaného grafu G plati:

(a) L(Q) je pozitivné semidefinitni,
(b) vlastni vektor p¥islusny vlastnimu ¢islu 0 je vektor s jednotkovymi slozkami,

(c) je-li G souvisly, pak vlastni ¢islo 0 ma nasobnost 1.



Kapitola 10

Linearni prostory grafu

Metoda pocitani koster pomoci determinanti neni jedinym pojitkem mezi teorii
grafi a linedrni algebrou. V této kapitole uvidime, jak lze kazdému neorientova-
nému grafu prirozenym zpisobem prifadit dva linedrni prostory nad télesem Z,
(prostor kruznic a prostor fezi) a prozkoumame vlastnosti téchto prostori.

10.1 Incidenéni matice neorientovaného grafu

Podobné, jako jsme definovali inciden¢ni matici pro orientované grafy, lze ji zavést
i pro grafy neorientované. Vzhledem k tomu, ze hrany téchto grafii nemaji smér,
vystac¢ime zde s hodnotami 0 a 1. Je-li tedy G neorientovany graf s n vrcholy
U1, ..., 0, amhranami e, ..., e,, pak jeho incidencni matice M(G) je definovana

predpisem M(G) = (my;), kde

1 k : :
mij:{ pokud v; € e;,

0 jinak
prot=1,...,.naj=1,...,m.
Vg 3 U3
e
€4 5 €9
U1 €1 V2

Obrazek 10.1: Neorientovany graf H.

Graf na obr. 10.1 ma napiiklad nasledujici inciden¢ni matici (i-ty fadek od-

113
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povida vrcholu v;, j-ty sloupec hrané e;):

10011
11000
M(H) = 01101
00110

Vsimnéme si, ze kazdy sloupec inciden¢ni matice nyni obsahuje pravé dva
prvky, které jsou rovny jedné. Stejné jako u orientovanych grafi tak dokazeme
jednoznac¢né zrekonstruovat posledni radek z radka predchazejicich. Asi bychom
proto cCekali, ze fadky takovéto matice jsou opét linedrné zavislé. Vyse uvedend
matice M(H) méa vSak prekvapivé hodnost 4, tedy maximéalni moznou!

Zahada ma jednoduché reseni:

S incidencni matici neorientovaného grafu
je treba pracovat nad telesem Z,.

Co to ptresné obnasi, uvidime v nasledujicim oddilu.

10.2 Hodnost nad Z,

R4dky matice M(G) jsou vektory slozené z m nul a jedni¢ek. Miizeme je tedy
interpretovat jako prvky vektorového prostoru Z3' dimenze m nad télesem Zs.
Veskera aritmetika v tomto prostoru je provadéna ‘po slozkach’ a modulo 2.
Pripomenme, ze mnozina vektori {wy,...,w,} C ZY" je linedrné zavisla nad Zs,
pokud existuji koeficienty ay, ..., ax € Zy (ne vSechny nulové), pro néz je

k
E o;W; = 0,
=1

pricemz samoziejmé stale poc¢itame nad télesem Zs. Vzhledem k tomu, ze koefi-
cienty mohou byt pouze 0 nebo 1, a nulové koeficienty soucet neovlivni, je vidét,
7e mnozina vektort je linearné zavisla nad Zs, pravé kdyz obsahuje neprazdnou
podmnozinu s nulovym souctem.

Hodnost matice M nad Zy (budeme ji znacit hy(M)) je definovana jako maxi-
malni velikost mnoziny radki, ktera je linedrné nezavisla nad Z,. Trebaze matice
M (H) mé hodnost (nad télesem redlnych ¢isel) rovnou 4, nad Zs je souc¢tem jejich
radkid nulovy vektor a podle o¢ekavani plati ho(M(H)) = 3.

Pro hodnost matice M(G) nad Z, plati obdobné vztahy jako pro obycejnou
hodnost v orientovaném pripadé, a také se velmi podobné dokazuji. Shrneme je
v nasledujici vété, jejiz dikaz ponechame jako cviceni.

Véta 10.1 Pro neorientovany graf G plati:
(i) Hodnost ho(M(Q)) je rovna n — k, prave kdyz G md k komponent.
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(ii) Je-li G souvisly, pak dokonce kazdych n— 1 Fddki tvori linedrné nezdvislou
mnozinu nad Zy. O

Cvicéeni

» 10.1 Dokazte vétu 10.1.

10.3 Vektory a faktory

Kazdy vektor z prostoru ZJ' odpovidd néjaké mnoziné hran grafu G, a ta zase
jednoznac¢né urcuje faktor grafu G. Pro jednoduchost proto obvykle nebudeme
rozliSovat mezi vektory ze Z3', faktory grafu G a mnozinami jeho hran. V piipadé
potieby budeme o vektoru, ktery odpovida néjaké mnoziné hran M, hovorit jako
o jejim charakteristickém vektoru.

V prostoru Z7' je definovano sé¢itani, které budeme znacit symbolem ¢. Co
znamend toto s¢itani v teci faktoru? Jsou-li F,F’ € ZJ' pak na i-tém misté
v sou¢tu F & F’ bude 0, pravé kdyZz F a F’ maji na tomto misté oba 0 nebo oba
1. Odtud snadno vidime, ze faktor F' & F’ je symetricky rozdil faktoru F' a F’,
tj. je definovan predpisem

FeF =FUF — (FmF’).

Priklad ‘s¢itani’ faktora grafu H na obr. 10.1 ukazuje obr. 10.2.

Obréazek 10.2: Sc¢itani faktord.

Rekneme, 7Ze faktor F' C G je sudy, ma-li v ném kazdy vrchol sudy stupei.
Tento pojem tzce souvisi s pojmem eulerovského grafu, studovanym v oddilu 6.6:
kazda komponenta sudého faktoru je totiz eulerovsky graf. Bude nés zajimat
mimo jiné nasledujici otazka:

Kolik ma graf G sudych faktori?

Alespon jeden sudy faktor existuje vzdy: faktor s prazdnou mnozinou hran.
Je-li ovsem graf G naptiklad stromem, pak uz zadné dalsi sudé faktory nema.
Kazdy jeho faktor je totiz sjednocenim disjunktnich stromt, a my vime, ze strom
na alespon dvou vrcholech obsahuje néjaky list, tj. vrchol stupné 1. Jediny sudy
faktor stromu je tedy ten, ve kterém jsou vSechny komponenty jednobodové.
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Oproti tomu kazda kruznice C' v grafu G urcuje sudy faktor s mnozinou hran
E(C) (vrcholy na C' maji stupen 2, ostatni 0). Zda se tedy, ze ¢im vice kruznic,
tim vice sudych faktor.

Zasadni pozorovani predstavuje nasledujici véta.

Véta 10.2 Sudé faktory tvori podprostor vektoroveého prostoru Z5'.

Dukaz. Vzhledem k tomu, 7ze pracujeme nad télesem Z,, stac¢i ovérit, ze sou-
Cet (=symetricky rozdil) sudych faktora Fi, Fy je sudym faktorem, tj. Ze stupen
kazdého vrcholu v € V(G) ve faktoru F; & F; je sudy. Necht A; je mnoZina hran
obsahujicich v ve faktoru F; (i = 1,2). Vime, Ze ve faktoru Fy & F; je vrchol v
obsazen pravé ve hranach ze symetrického rozdilu A; & A,. Jeho stupen je tak

drer(v) = [A1 © Ag| = [A1 U Ay — (A1 N Ay)|
— |A1| + |A2| - 2|A1 ﬂA2|,

a protoze A; jsou mnoziny sudé velikosti, je i tento stupen sudy. Vrchol v byl
libovolny, takze Fy & F3 je sudy faktor. O

Podprostoru z véty 10.2 se tikd prostor kruznic nebo prostor cykli gratu G.
Oznacuje se C(G). Nazev ‘prostor kruznic’ miize byt zavadéjici, nebot tento pro-
stor obecné obsahuje i sudé faktory, které nejsou kruznicemi (viz cviceni 10.2).
Tuto terminologii ospravedlnuje nasledujici pojem, ktery také umoznuje alterna-
tivni, mo7na intuitivnéjsi pohled na prostor C(G).

Matice kruznic C(G) sestava z radki, které vzajemné jednoznaéné odpovidaji
kruznicim v grafu G. Radek piislusny kruznici C' je charakteristicky vektor jeji
mnoziny hran E(C'). Matice C(G) ma tedy m sloupci a tolik fadki, kolik je
kruznic v grafu G. Je urcena jednoznac¢né az na poradi radkt a sloupci.

Tvrzeni 10.3 Rddky matice C(G) generuji prostor kruznic C(G).

Dikaz. Stac¢i ukazat, ze libovolny sudy faktor F' je souc¢tem kruznic. Pouzijeme
indukci podle poc¢tu hran faktoru F. Mizeme predpokladat, ze F' obsahuje néjaké
hrany, jinak je totiz souc¢tem prazdné mnoziny fadkt matice C'(G). Zvolme kom-
ponentu Fj faktoru F', kterd obsahuje aspon jednu hranu. Potom Fj je souvisly
graf, ve kterém vSechny vrcholy maji sudy stupen, takze podle véty 6.18 méa graf
Fy eulerovsky tah T' = (vy,...,vx = vp). Pro nejmensi index ¢ > 0 s vlastnosti
v; = vg je po¢ateéni usek K = (vy,...,v;) tahu T nutné kruznici. Ozna¢me mno-
zinu hran této kruznice symbolem F(K). Faktor F' = E(F) & E(K) ziskdme
‘odectenim’ kruznice K z faktoru F'. Je to tedy sudy faktor a ma méné hran nez
F'. 7Z indukce plyne, ze F’ je sou¢tem kruznic (feknéme) Ci, ..., C,. Proto také
faktor
F=C®o - - -oC,dK

je souctem kruznic, coz jsme chtéli dokazat. O
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Cviceni
» 10.2 Najdéte priklad grafu, jehoz prostor kruznic obsahuje i sudé faktory,
které nejsou kruznicemi.

» 10.3 Urcete matici kruznic grafii na obr. 10.3.

(a) (b)

Obrazek 10.3: Grafy k cviceni 10.3.

10.4 Hvézdy, separace a rezy

Od tohoto oddilu dale budeme predpokladat, ze graf G je souvisly. K nesouvislym
grafiim se vratime na konci kapitoly.

Jak vypadaji faktory uréené fadky incidenéni matice grafu G7 Pokud se jedna
o tadek, ktery prislusi vrcholu v;, pak do daného faktoru nalezi pouze hrany
obsahujici vrchol v;. Tomuto faktoru fikdme hvézda vrcholu v; a oznacujeme jej
H;. VSechny hvézdy grafu na obr. 10.1 jsou znazornény na obr. 10.4.

oL AT

Obrazek 10.4: Hvézdy v grafu na obr. 10.1.

Vsimnéme si, ze hvézdy typicky obsahuji izolované vrcholy (vrcholy stupné
0) — konkrétné ve hvézdé vrcholu v; bude izolovany kazdy vrchol, ktery s nim
nesousedi. VSechny tyto vrcholy v8ak do hvézdy patii (je to faktor)!

Pojem hvézda lze zobecnit nasledujicim zptisobem. Pro mnozinu vrcholi X C
V(G) necht 0X oznacuje faktor slozeny ze v8ech hran, které maji v mnoziné X
pravé jeden koncovy vrchol (tj. z hran, které vedou ‘mezi’ X a V(G) — X).
Kazdy faktor tohoto tvaru oznac¢ime terminem separace. Napiiklad kazda hvézda
je separace, protoze plati O{v;} = H;. Separaci je i faktor bez hran.
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Véta 10.4 MnoZina vsech separaci je podprostorem prostoru Zi'.

Dikaz. Staci ovérit uzavienost na soucty. Dokazujeme, ze pro kazdé X,Y C
V(G) je faktor 0X @ JY separaci. VSimnéme si, 7e hrana e patii do faktoru
0X @ 9Y, pravé kdyz e € 0X a e ¢ 0Y nebo naopak. To zase plati pravé tehdy,
kdyz e ma v jedné z mnozin X,Y jeden konec a v té druhé bud zadny nebo oba
konce. Jak lze snadno ovérit, ekvivalentni podminkou je, Zze e méa pravé jeden
konec v mnoziné X @ Y. Dokazali jsme tedy, ze

IXBY)=0X®dY

a z toho plyne tvrzeni véty. O

Necht S je separace, dejme tomu S = 0X. Odstranénim hran faktoru S
z grafu G dostaneme jisté nesouvisly graf, protoze z zddného vrcholu v mnoziné
X v grafu G — E(S) nevede hrana do zadného vrcholu mimo X. Specidlnim
pripadem separace je fez, ktery je definovan nésledovné.

Rezem v souvislém grafu G je mnozina hran A s vlastnosti, ze graf G — A
(vznikly odstranénim hran v A z grafu G) je nesouvisly, ale pfitom zadné vlastni
podmnozina mnoziny A tuto vlastnost nema.

Podprostor z véty 10.4 se nazyva prostor fezi grafu G a oznacuje se R(G).
Vime, ze kazda hvézda je jeho prvkem. Plati dokonce nésledujici:

Tvrzeni 10.5 Hvezdy generuji cely prostor rezi.

Dtikaz. Musime ukazat, ze kazdou separaci 0X lze vyjadrit jako soucet hvézd.

Tvrdime, ze plati

Y H;=0X.

v; €EX
Tato rovnost plyne z faktu, Ze mé-li hrana e; v mnoziné X oba koncové vrcholy,
zapocitali jsme ji v souctu na levé strané dvakrat; neméa-li v X ani jeden vrchol,
nezapocitali jsme ji viibec. V obou pfipadech vyjde na j-tém misté vysledného
vektoru 0. Hodnota 1 tedy na tomto misté vyjde pravé tehdy, kdyz e; je hranou
faktoru 0X. O

Véta 10.6 Dimenze prostoru rezi je prave n — 1.

Dikaz. Podle predchoziho tvrzeni je prostor fezii generovan hvézdami. Podle
véty 10.1(ii) je dimenze tohoto prostoru presné n — 1. O

Stejné jako vétsina prvki prostoru kruznic nejsou kruznice (ale sudé faktory),
také prostor fezi je z vétsi ¢asti tvofen faktory, které nejsou fezy (ale separacemi,
viz cviceni 10.4).

Podobné jako u prostoru kruznic miizeme definovat matici fezi R(G) grafu
G, jejiz kazdy radek je charakteristicky vektor mmnoziny hran nékterého rfezu
v grafu G (a kazdému fezu odpovida jeden tadek). Nasledujici fakt je analogii
tvrzeni 10.3.
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Tvrzeni 10.7 Rddky matice R(G) generuji celyj prostor R(G).

Dukaz. Podle tvrzeni 10.5 vime, Ze prostor R(G) je generovan hvézdami. Tte-
baze ne kazda hvézda je ez, neni tézké nahlédnout, ze rtizné fezy obsazené v jedné
hvézdé H jsou navzajem disjunktni a H je tedy jejich souctem. VSechny hvézdy
tak lezi v linedrnim obalu mnoziny fadki matice R(G) a z toho plyne dokazované
tvrzeni. O

Cviceni
» 10.4 Najdéte priklad separace v néjakém grafu, kterd neni fezem. Najdéte
priklad hvézdy s touto vlastnosti.

» 10.5 Dokazte, ze je-li A fez v souvislém grafu G, pak graf G — A ma pravé
dvé komponenty. Rozhodnéte, zda plati opacna implikace.

» 10.6 Dokazte, ze graf, ktery obsahuje néjaky fez o velikosti 1, nemize byt
eulerovsky ani hamiltonovsky.

10.5 Ortogonalita

Pripomenme, ze ve vektorovém prostoru R” je pro kazdou dvojici vektori u, v de-
finovan skalarni soucin. Od néj se odvozuje pojem ortogonality vektort. Podobné
pojmy maji smysl i v prostoru Z7'.

Jsou-liu = (uy ... up) av = (vy...vy) prvky prostoru Z%', pak jejich skaldrni
soucin' u - v je definovan predpisem

m
u-v = E U;v;,
i=1

kde séitani provadime v télese Z, (vysledek je tedy 0 nebo 1). Vektory u, v jsou
ortogondlni nebo kolmé (znac¢ime u L v), pokud u-v = 0. Tento pojem lze rozsifit
na mnoziny vektor: mnoziny U, V' C Z3" jsou ortogondlni (U L V'), pokud v L v
pro kazdé u e U, v € V.

Jaky vyznam ma skalarni soucin pifi nasem ztotoznéni vektor a faktori? Kdy
jsou dva faktory navzajem kolmé? Primo z definice plyne jednoducha odpoveéd:
jsou kolmé, praveé kdyz se shoduji v sudém poc¢tu hran (tj. jejich prinik méa sudou
velikost).

Je-li W podprostor prostoru Z4*, definujeme jeho ortogondlni doplnek W+
jako mnozinu vSech vektori, které jsou kolmé na kazdy prvek podprostoru W.

IPro pfesnost upozornéme, ze nase definice je v mirném rozporu s obecnou definici skaladrniho
soucinu ve vektorovych prostorech. Ta totiz mj. pozaduje, aby vztah x - z = 0 platil pouze pro
nulovy vektor. V nasem ptipadé ale bude platit pro kazdy vektor se sudym poctem jednicek.
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Z bilinearity skalarniho souc¢inu snadno plyne, ze W+ je opét podprostorem (viz
cviceni 10.7). Pro nés bude velmi dulezita nasledujici véta.

Véta 10.8 Je-li W podprostor prostoru Z%', pak plati
dim W + dim W+ = m.

Dtikaz. Oznac¢me dim W = k. Necht M je matice o rozmérech k x m, jejiz radky
jsou prvky néjaké pevné baze podprostoru W. K tomu, aby vektor x € Z5' byl
kolmy na kazdy vektor z W, staci, aby byl kolmy na kazdy prvek zvolené baze.
Jinymi slovy, x € W, pravé kdyz z je FeSenim soustavy Mz = 0.

Standardni eliminaci (a pfipadnym preskupenim sloupcii) upravime M na
matici M’, ve které prvnich k sloupct tvoii jednotkovou matici, tedy

M’:[Ik ‘ B],

kde B je néjaka matice o rozmérech k x (m—k). Je jasné, ze libovolné zvolena ¢isla
Thi1s Tht2s - - - » T, 1z jednoznacné doplnit na feSeni x = (zy...z,,) soustavy
Mz = 0. Dimenze prostoru, tvoreného feSenimi této soustavy (kterym je shodou
okolnosti prostor W), je tedy m — k. Véta je dokdzana. O

Dokonc¢ime nyni vypocet dimenzi prostoru kruznic a prostoru fezt. Necht F
je néjaky faktor grafu G. Podle toho, co bylo fe¢eno o ortogonalité faktori, je
stupen vrcholu v; ve faktoru F' sudy, pravé kdyz je F' kolmy na hvézdu H;. To
znamend, ze F' je sudy faktor, pravé kdyz je kolmy na vSechny hvézdy. Jinak
receno:

Véta 10.9 Prostor kruznic C(G) je ortogondlnim dopliikem prostoru fezi R(G).

Dikaz. Prvky prostoru C(G) jsou pravé sudé faktory. Vime, ze F' € C(G), pravé
kdyz F' je kolmy na kazdou hvézdu. Protoze prostor fezii R(G) je hvézdami
generovan, plati, ze F' € C(G), pravé kdyz F' L S pro kazdou separaci S € R(G).
Jinymi slovy C(G) = R(G)*t. O

Podle véty 10.6 je dimR(G) = n — 1. Podle véty 10.8 plati dimC(G) +
dim R(G) = m. V dutsledku dostavame:

Véta 10.10 Dimenze prostoru kruznic je m —n+ 1. O
Dusledek 10.11 Souwisly graf G ma 2™ " sudijch faktori. O
Cviceni

» 10.7 Dokaite, Ze ortogonélni doplnék W+ podprostoru W C ZZI' je rovnéz
podprostorem.



10.6. Fundamentalni soustavy kruznic a rezii 121

10.6 Fundamentalni soustavy kruznic a rezt

Urcili jsme ptfesné dimenzi prostoru kruznic a prostoru tezii. V tomto odstavci
ukazeme zpusob, jak snadno najit baze téchto prostorii, navic v pékném special-
nim tvaru. Necht G je souvisly graf. Zvolme pevné néjakou jeho kostru 7'. Hrany
e € E(G) — E(T) se nazyvaji tétivy kostry T. Je jich m — n + 1, protoze kazdy
strom na n vrcholech ma n — 1 hran, pfi¢emz pocet vSech hran grafu G je m.

Vime, 7ze stromy jsou charakterizovany vlastnosti, ze kazdé dva jejich vrcholy
jsou spojenu pravé jednou cestou. Odtud plyne, ze pridame-li ke kostie 1" tétivu
ej, vysledny graf T' + e; bude obsahovat pravé jednu kruznici. Oznac¢me tuto
kruznici C;. Soubor vSech kruznic Cj, kde e; probiha tétivy kostry T, se nazyva
fundamentalni soustava kruznic grafu G vzhledem ke kostie T'. Priklad takové
soustavy je na obr. 10.5.

(d)

Obrazek 10.5: (a) Graf s plné vyznacenou kostrou, (b)—(e) jeho fundamentélni
soustava kruznic (kruznice tu¢né).

Tvrzeni 10.12 Fundamentdlni soustava kruznic vzhledem ke kostre T tvori bazi
prostoru kruznic C(G).

Dtikaz. Necht F je fundamentélni soustava kruznic vzhledem ke kostie 7. V§im-
néme si, ze kazda tétiva e; kostry 7" je obsazena v jediném prvku systému F (totiz
ve faktoru C;). Mnozina F tedy musi byt linedrné nezavisla, protoze pro kazdy
clen Cy, v souctu ). C; (kde e; probiha nékteré tétivy) je k-t slozka vysledného
vektoru nenulova.

Nasli jsme tedy m —n+1 linedrné nezavislych prvki prostoru C(G), a protoze
vime, ze dimenze tohoto prostoru je m —n + 1, musi jit o bazi. O

Podobny postup lze aplikovat v piipadé prostoru fezfi. Necht e; je nékterd
z hran kostry 7'. Odstranime-li ji, vysledny graf 7'—e; bude nesouvisly (to snadno
plyne z vlastnosti stromt) a bude mit pravé 2 komponenty. Definujme R; jako
faktor sestavajici ze vSech hran grafu G, které vedou mezi komponentami grafu
T — e;. Snadno se nahlédne, Ze jeho mnozina hran je fez. Kostra 7' ma n — 1
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hran, takze timto zptusobem dostaneme n — 1 faktoru, které dohromady tvori
fundamentalni soustavu Teziu vzhledem ke kostie T

Kazda hrana e; € E(T') je hranou jediného faktoru z této fundamentdlni
soustavy ez, totiz faktoru R; (cvic¢eni 10.9). Odtud opét plyne, ze fundamentalni
soustava Tezi je linedrné nezavisla, a protoze dimR(G) = n — 1, dostavame:

Tvrzeni 10.13 Fundamentdlni soustava 7ezi vzhledem ke kostie T tvori bazi
prostoru fezi R(G).

Cviceni
» 10.8 Urcete fundamentalni soustavu kruznic a fundamentalni soustavu fezu
grafu na obr. 10.6 vzhledem k vyznacené kostre.

Obrazek 10.6: Graf ke cviceni 10.8 s tu¢né vyznacenou kostrou.

» 10.9 Dokazte, ze kazdd hrana kostry 1" je obsazena v pravé jednom faktoru
z prislusné fundamentalni soustavy rezii.

10.7 Nesouvislé grafy

Doposud jsme se zabyvali souvislymi grafy. Nase tivahy lze uplatnit i na grafy
nesouvislé. Necht graf G ma k komponent Cy,...,C). Zvolme v kazdé z nich
néjakou jeji kostru 7; (i = 1,... k). Graf G tak bude obsahovat n — k hran,
které patii do néjakého T;, a m —n + k hran, které do zadné ze zvolenych ‘koster’
nepatii. Stejné jako drive obdrzime fundamentéalni soustavu kruznic o m —n +k
prvcich a fundamentalni soustavu fezi o n — k prveich. (Ta jiz neni tvofena tezy,
které jsme definovali jen v souvislych grafech, ale obecnéji separacemi.)

Protoze véta 10.9 plati beze zmény, dostavame, ze nase fundamentalni sou-
stavy jsou i zde bazemi prislusnych prostort.

Véta 10.14 Ma-li graf G k komponent, pak dimC(G) = m—n+k a dimR(G) =
n—k. O
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Cviceni

» 10.10 Provedte podrobné diikaz véty 10.14.
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Kapitola 11

Vzdalenost v grafech

V kazdém grafu lze prirozenym zpiisobem definovat vzdalenost libovolné dvojice
vrchold. Hlavnim vysledkem této kapitoly je prekvapivé tvrzeni, podle kterého
lze vzdalenosti v grafu zjistit z mocnin jeho matice sousednosti.

11.1 Matice sousednosti a pocty sledu

Definice 11.1 Necht G je orientovany graf na vrcholech {v,...,v,}. Matice
sousednosti grafu G je redlnd matice o rozmérech n x n, definovana predpisem
S(G) = (045), kde
o { 1 pokud v;v; € E(G),
Y1 0 jinak

proi,j=1,... n.

(2 U3

1 (%

Obréazek 11.1: Orientovany graf.

Napriklad graf na obr. 11.1 ma matici sousednosti

S(G) =

oSO O =
o = O =
o O O
O = = O

125
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Matice sousednosti neorientovaného grafu je definovana jako matice soused-
nosti jeho symetrické orientace. (P¥ipomenme, Ze symetricka orientace je oriento-
vany graf, ktery vznikne, pokud kazdou hranu nahradime dvojici protichtidnych
orientovanych hran.)

Pfi pocitani matice sousednosti naptiklad pro neorientovany cyklus Cy o délce
4 musime tedy pfrejit k orientovanému grafu na obr. 11.2 a zjistime, Ze matice
sousednosti je

01 01
1010

S =1p 1 0 1
1 010

(1 U3
U1 Vg

Obréazek 11.2: Symetricka orientace cyklu délky 4.

Z matice S(G) lze pomérné jednoduse zjistit pocet vSech sledi se zadanym
zacatkem, koncem a délkou v orientovaném grafu GG. Pro £ > 0 budeme symbolem
ai(f) oznacovat prvek na pozici (i, j) v k-té mocniné matice S(G). Nultd mocnina
této matice je definovana jako identickd matice E,. Pro vrcholy z,y € V(G)

budeme pojmem zy-sled rozumét sled z x do y v grafu G.

Véta 11.2 Necht G je orientovany graf a k > 0. Prvek ag-c) matice (S(G))* je
roven poctu v;vj-sledi délky presné k v grafu G.

Diikaz. Oznacme pocet vyv;-sledii délky k jako PJ5. Dokazujeme tedy, Zze P =

ai(f). Pro stru¢nost budeme psat £ = E(G). Diikaz provedeme indukei podle k.

Pro k = 0 je matice (S(G))* rovna identické matici, takze O'Z-(](-)) = 1, pravé
kdyz i = j. Na druhou stranu sled délky 0 z v; do v; existuje, pravé kdyz ¢ = 7,
a pak je pravé jeden. Odtud PZ(; = ag)). Pripad k£ = 0 je tedy probran.

Necht je tvrzeni dokazano pro k' < k. Uvazme libovolny v;v;-sled
(20, 215 -« s Zk—1, 2k)
délky k (takze zp = v; a 2, = v;). Vynechame-li posledni vrchol, dostaneme

vizp—1-sled délky & — 1, z jehoz posledniho vrcholu vede hrana do v;. Naopak
kazdy sled délky k — 1, ktery zacina ve vrcholu v; a konci ve vrcholu, ze kterého
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vede hrana do vj;, urCuje v;v;-sled délky k. Jak lze snadno ovérit, jedna se o
bijektivni vztah mezi sledy téchto dvou typt.

Pocet v;v;-sledii délky k je tedy roven celkovému poctu v;ve-sledit délky k —1,
kde vy probiha vSechny vrcholy s vlastnosti vyv; € E. Proto plati

LA

ve: Vv EER v vvjER

k—1 1
S ol
(=1

(k)

ij

= 0

kde druhd rovnost plyne z indukéniho predpokladu a posledni z definice nasobeni
matic (S(G))* ' a S(G). O

Uvazme jako priklad sledy délky 3 v orientovaném grafu G na obr. 11.3. Jeho
matice sousednosti a tfeti mocnina této matice vypadaji takto:

0 0 2

10 1
S(G)y= |1 0 1], (S(G)*=12 1 3
011 133
AT AT g )

(%1 (%) (%)

Obréazek 11.3: Orientovany graf na 3 vrcholech.

Z matice (S(G))? lze napriklad vy¢ist, Ze v grafu G existuje jeden vzv;-sled
délky 3 (totiz vsv3vevy) nebo tii vyvz-sledy délky 3: jsou to vovvav3, VoU3V9V3 A
VaU3V3V3.

Priklad 11.3 Uvazme neorientovanou kruznici Cy délky 4 s vrcholy ocislova-
nymi proti sméru hodinovych rucicek. Ur¢eme pocty sledi délky 4 mezi riznymi
dvojicemi vrcholid v tomto grafu. Matici sousednosti grafu Cj jsme nasli na za-
¢atku kapitoly (pfechodem k symetrické orientaci). Snadno spocitame, ze

8 0 8 0

,_ |0 8 0 8
(5(04)) - 8 0 8 0
0 8 0 8

Vidime, Ze pro sousedni vrcholy v;, v; neexistuje zadny v;v;-sled délky 4, zatimco
pokud i = j nebo v; a v; jsou protilehlé, pak pocet takovych sledii je 8. Napii-
klad (uzaviené) sledy z vy do vy délky 4 jsou: vjvV1V9V1, VIVLVIV4V, V1VV3V4VY,
V1V4V3V2V1, V1VU2VU3V2V1, V1V4VU3V4V1, V1V2V1V4V1 A V1V4V1V9V1 .
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Cviceni
» 11.1 Necht L(G) je Laplaceova matice neorientovaného grafu G (viz kapi-
tola 9). Urcete soucet L(G) + S(G).

» 11.2 Kolik sledi délky 4 z v, do vs existuje v grafu na obr. 11.37 Najdéte je.

»» 11.3 Necht Fj je pocet xy-sledi délky k£ v grafu na obr. 11.4. Urcete reku-
rentni vztah pro posloupnost (Fi, Fy,...).

Napovéda: Tato posloupnost se nazyva Fibonacciho posloupnost, podrobnosti
viz [7].

< 5@

T Y

Obrazek 11.4: Urcete pocet xy-sledi.

11.2 Vzdalenost

Definice 11.4 Vzdalenost d(x,y) vrcholt x,y orientovaného grafu G je délka
nejkratsi cesty z z do y. Pokud takova cesta neexistuje, polozime d(z,y) = oo.

Pojem vzdalenosti je zde definovan pro orientované grafy. Pro grafy neori-
entované jej mizeme definovat prostiednictvim symetrické orientace. Vzdalenost
vrcholil v neorientovaném grafu G je tak jejich vzdalenost v symetrické orientaci
tohoto grafu. (Podobné je tomu i u dalsich pojmi v tomto oddilu, které nebudeme
explicitné definovat pro neorientované grafy.)

Vzdalenost v neorientovanych grafech mé vlastnosti metriky.

Tvrzeni 11.5 Necht G je souvisly neorientovany graf. Pak funkce d(zx,y) je me-
trikou na mnoziné V(G), tj. md ndsledugici vlastnosti:

(1) d(z,y) > 0, pricemz d(x,y) = 0, pravé kdyz x =y,

(2) d(z,y) = d(y, ),

(3) d(z,y) +d(y, z) > d(z,z) (‘trojihelnikovd nerovnost’).
Dikaz. Cviceni 11.4. O

Definice 11.6 Distancni matice orientovaného grafu G s vrcholy vy,..., v, je
matice "
D(G) = (d(vi,v))
2,7=1

o rozmérech n X n.
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Naptiklad distan¢ni matice grafu G na obr. 11.1 je

0 1 3 2
oo 0 2 1
DG =141 01
oo 2 1 0

Distan¢ni matice neorientovaného grafu je definovana jako distan¢ni matice
jeho symetrické orientace.

Videéli jsme, ze matice sousednosti a jeji mocniny umoznuji zjistit pocet sledu
dané délky mezi dvéma vrcholy. Snadno odvodime nasledujici tvrzeni, ve kte-
rém symbol ag?) nadale predstavuje prvek na pozici (i, j) v k-té mocniné matice
sousednosti S(G).

Tvrzeni 11.7 Prvek d(v;,v;) distancni matice D(G) je roven nejmensimu k, pro
které Ugf) # 0 (pFipadné oo, pokud takové k neexistuje).

Dtikaz. Necht M je mnozina vsech k, pro které agf) # 0. Cesta z v; do v; existuje
pravé tehdy, kdyz existuje néjaky sled z v; do v;. Receno obricend, d(v;, v;) = 00,
pravé kdyz M = (). Jsou-li splnény tyto podminky, tvrzeni plati.

Necht tedy délka nejkratsiho sledu z v; do v; je ky. Je jasné, ze ko je nejmensi
prvek mnoziny M. Z cviCeni 8.3 vime, Ze nejkratsi sled z v; do v; je nutné cestou,
takze také d(v;,v;) = k. Ditkaz je hotov. O

Z uvedeného tvrzeni dostavame horni odhad ¢asové slozitosti nalezeni distanc-
ni matice (pfipomenme, ze o ¢asové slozitosti jsme hovofili v oddilu 6.7). Vzhle-
dem k tomu, Ze vzdélenost libovolnych dvou vrcholi je bud mens$i nez n, nebo
nekone¢nd (graf na n vrcholech neobsahuje Zadnou cestu délky > n), staci pro
zjisténi matice D(G) spocitat n — 1 mocnin matice sousednosti S(G). Vypocet
kazdé mocniny spociva ve vynasobeni dvou matic o rozmérech n x n, které vy-
zaduje O(n?) aritmetickych operaci. Celkova doba vypoctu tak bude O(n*).

Ukazme si aplikaci tvrzeni 11.7 na grafu G z obr. 11.1. Jeho distan¢ni matici
jsme sice odvodili i pfimo z definice, u vétsich grafii je vSak mnohem jednodussi
pouzit nasledujici obecny postup. Spoc¢itdme prvni ¢tyfi mocniny matice soused-
nosti (véetné nulté). Jednotlivé prvky jsou zvyraznény v nejnizsi mocniné, kde
jsou nenulové:

1 000 1100
o |01 00 1100 0 1
0 0 0 1] 0 0 1 0]
1 1 0 1] 11 1 1]
> |00 10 5 |01 01
0 1 0 1] 00 1 1
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Pro kazdy prvek nyni zapiSeme, ve které mocniné je zvyraznén; dostaneme
distan¢ni matici D(G). VSimnéme si, ze u prvki, které jsou nulové ve vSech
(S(G))* pro k < n, miizeme psat oo.

0 1 3 2
oo 0 2 1
D(G):ool()l
oo 2 1 0

Z mocnin matice sousednosti lze algebraickym zpisobem urcit, zda je dany
graf acyklicky.

Tvrzeni 11.8 Orientovany graf G je acyklicky, prave kdyz néjakda mocnina jeho
matice sousednosti je nulova.

Dikaz. ‘=": V acyklickém grafu je kazdy sled cestou. Ma-li graf n vrcholi, pak
v ném neexistuje cesta na n + 1 vrcholech (cesta délky n), a tedy ani zadny sled
délky n. Podle véty 11.2 je (S(G))" = 0.

‘=" Necht (S(G))* = 0. Podle véty 11.2 v grafu G neexistuje zadny sled
délky k. Pokud ovSem G obsahuje néjaky cyklus C, obsahuje také sledy vsech
délek (staci obchazet C kolem dokola). Graf G tedy musi byt acyklicky. O

Casova slozitost testovani acykli¢nosti grafu s vyuzitim tvrzeni 11.8 je zhruba
n' (kazdé z n ndsobeni matic vyZaduje piiblizné n® operaci), takze tento po-
stup je pomalejsi nez algoritmus popsany v oddilu 8.3. Tvrzeni je zajimavé spise
z opacného hlediska: umoznuje pouzit grafy ke zjisSténi, zda matice s prvky 0 a 1
méa néjakou nulovou mocninu, a to rychleji nez pomoci nasobeni matic.

Cviceni
» 11.4 Dokazte tvrzeni 11.5.

» 11.5 Urcete distancni matici neorientované kruznice C), a orientovaného cyklu
(', na n vrcholech.

» 11.6 Dokazte, Ze lezi-li vrcholy v;,v; v rlznych kvazikomponentach oriento-
vaného grafu G, pak d(v;,v;) = oo nebo d(vj,v;) = oo.

» 11.7 Jak lze z distan¢ni matice orientovaného grafu poznat, zda je graf silné
souvisly?



Kapitola 12

Ohodnocené grafy

V praktickych aplikacich teorie graft zpravidla graf slouzi jako néastroj k popisu
néjaké struktury. Jednotlivé prvky této struktury maji casto pritazeny néjaké
hodnoty (mtZe jit napt. o parametry souc¢astek v elektrickém obvodu, délky Ze-
lezni¢nich trati, ceny za prepravu jednotky zbozi nebo propustnosti datovych
spoji). Zadanim pak je realizovat né&jaky cil (tfeba prepravit zbozi) optimalnim
zptsobem. Ulohy tohoto typu se nazyvaji optimalizacni 4lohy a my se v této kapi-
tole s nékolika z nich seznamime. Popiseme pritom nékolik dilezitych algoritmi,
zejména Dijkstriv algoritmus pro hledani minimalni cesty a hladovy algoritmus
pro hledani miniméalni kostry.

12.1 Definice ohodnocenych grafa

Uvazme graf, jehoz vrcholy jsou evropskd mésta a hrany jsou zelezni¢ni traté,
které je spojuji. Chceme-li najit nejkratsi cestu vlakem dejme tomu z Budapesti
do Paftize, neni ani tak dilezité, kolik hran naseho grafu bude tato cesta obsahovat
— zajima néas spise, kolik kilometri bude métit. Bude tedy nutné ptidat do grafu
dodatec¢nou informaci o ‘délce’ jednotlivych hran. Dostaneme tzv. ohodnoceny
graf.

Definice 12.1 Ohodnoceny orientovany graf (G,w) je orientovany graf G spolu
s realnou funkei w : E(G) — (0,00). Je-li e hrana grafu G, ¢islo w(e) se nazyva
jeji ohodnoceni nebo wvdha.

Podobné je definovana neorientovana verze ohodnoceného grafu. I v tomto
oddilu budeme hovorit predevsim o orientovanych grafech, s tim, ze k neorien-
tovanému pripadu lze vzdy prejit pres symetrickou orientaci. Ohodnoceni hran
symetrické orientace grafu (G, w) je prirozené odvozeno z pivodniho ohodnoceni
(obé protichtidné hrany vzniklé z neorientované hrany e dostanou ohodnoceni

w(e)).

131
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Casto je vhodné uvazovat grafy bez ohodnoceni jako specidlni piipady ohod-
nocenych grafli, v nichz je vdha kazdé hrany rovna jedné. V ramci této predstavy
muzeme definovat néasledujici zobecnéni matice sousednosti.

Definice 12.2 VaizZend matice sousednosti ohodnoceného orientovaného grafu
(G,w) s vrcholy vy, ..., v, je matice W(G) = (w;;), kde

~_ | w(vw;) pokud viv; € E(G),
Wij = 0 jinak,

proi,j=1,... n.

Vsimnéme si jedné diilezité véci: nezdporné ¢tvercové matice jednoznacné od-
povidaji ohodnocenym orientovanym grafim. Napiiklad matici

3 01 00
0 0 26
W= 0 0 01
0 25 0 0
odpovida graf na obr. 12.1.
V4
25
3 U1 01 U !
2
U3

Obrazek 12.1: Ohodnoceny orientovany graf G popsany matici W.

Prirozenym zobecnénim délky cesty v neohodnoceném grafu je jeji vaha.

Definice 12.3 Necht M je mnozina hran ohodnoceného orientovaného grafu
(G,w). Viha w(M) mnoziny M je soufet vah jednotlivych hran e € M. Pro
stru¢nost definujeme vihu w(P) cesty P jako vahu jeji mnoZiny hran.

Jsou-li u, v vrcholy grafu G, pak minimadlni cesta z u do v je kazda cesta, jejiz
vaha je minimélni (tj. zddna cesta z u do v nema mensi vahu). VdZend vzddlenost
d¥(u,v) vrchold u, v je viha minimélni cesty z u do v.

Poznamenejme, 7e podle této definice je specidlné d*(u,u) = 0. Déle si vSim-
néme, ze minimalni cesta z u do v zdaleka nemusi byt nejkratsi, pokud jde o
pocet hran. Prikladem je graf na obr. 12.2.

Cviceni

» 12.1 Které matice odpovidaji ohodnocenym neorientovanym graftim?
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u 10 (%

Obrazek 12.2: Minimalni cesta z v do v nemusi byt nejkratsi.

12.2 Dijkstriav algoritmus

Jak lze najit vazenou vzdalenost vrcholi v ohodnoceném grafu? Asi nejznaméjsim
postupem je Dijkstriv' algoritmus, ktery si ukdZeme v tomto oddilu. Vstupem
algoritmu je ohodnoceny orientovany graf (G, w) a vrchol v € V(G). Jeho vystu-
pem je pro kazdy vrchol x:

(1) véaZzenda vzdalenost d*(v,x) vrcholi v a x,
(2) (néjakd) minimalni cesta P, z v do .

‘Pocitd’ tedy mnohem vic nez jen vazenou vzdalenost dané dvojice vrcholii.

Algoritmus probéhne v nejvyse n krocich. V celém jeho pribéhu bude defino-
van strom T, jehoz vrcholy tvoii podmnozinu V' (G) (na pocatku to bude jediny
vrchol v, postupné se T' rozsiti az na kostru grafu G). Pro kazdy vrchol z € V(G)
bude déle uréen odhad vzdalenosti c(x). 1 toto ¢islo se typicky bude ménit a po
dokonceni algoritmu bude rovno vazené vzdalenosti d* (v, x). Pro vSechny vrcholy
z s konec¢nou nenulovou hodnotou ¢(z) bude definovan jejich predchidce z.

I. P¥iprava: 7T budiz strom na jediném vrcholu v. Polozime ¢(v) := 0. Pro
sousedy z vrcholu v polozime

c(z) =w(vz) a z=v.

Pro vSechny ostatni vrcholy x € V(G) definujeme c¢(z) := oo. Predchidce neni
urcen pro zadny z téchto vrchol x ani pro vrchol v.

II. Jeden krok algoritmu: Pokud 7' je kostra grafu G nebo kazdy vrchol
z ¢ V(T) mé c¢(z) = oo, prejdeme na bod III. Jinak mezi vrcholy z ¢ V(T')
vybereme vrchol x, ktery ma minimalni hodnotu ¢(z). Je-li jich vic, zvolime mezi
nimi libovolné. Pridame do stromu 7" vrchol z a hranu Zx (pfedchtdce vrcholu x
je jisté definovan, protoze c(z) je kone¢né).

Déle pro v8echny vrcholy z ¢ V(T'), pro néz je xz hranou grafu G, prepocitame
odhad vzdalenosti: je-li ¢(x) + w(zz) < ¢(z), polozime c(z) = c(z) + w(zz) a
rovnéz z = z. Opakujeme bod II.

'EpsGEr W. DIJKSTRA (1930-2002).
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ITI. Konec: Pro kazdy vrchol x € V(T) je hledanou minimélni cestou P,
cesta z v do x ve stromu T (ktera je jednozna¢né urcena). Jeji vdha urcuje vaZzenou
vzdélenost d"(v,x). Pro ostatni vrcholy = zadna cesta z v do z neexistuje a
d“ (v, z) = oc.

Odhadnéme nyni pro Dijkstriv algoritmus jeho ¢asovou slozitost, jak jsme ji
definovali v oddilu 6.7. Pripravna faze bude pro graf na n vrcholech vyzadovat
¢as O(n) (pro kazdy z n vrcholi potfebujeme nastavit odhad vzdalenosti a pred-
chiidce). Krok II. bude proveden maximalné n-krat, protoze pro kazdy vrchol se
provadi nejvyse jednou. Jakou ¢asovou slozitost ma jedno jeho provedeni?

Nejprve vybirdme vrchol z € V/(G) —V(T') s minimalnim koneénym odhadem
vzdélenosti. K tomu staci n operaci. Dalsich O(n) operaci ndm zabere prepo¢itani
odhadi vzdalenosti a uprava predchidct u sousedt vrcholu x. Na jeden krok II.
tak staci O(n) operaci. Zjistujeme tedy, Ze ¢asova naro¢nost Dijkstrova algoritmu
je O(n?).

Dijkstrav algoritmus lze pouzit i pro testovani souvislosti neohodnoceného
grafu GG. Staci kazdou hranu symetrické orientace ohodnotit vahou 1 a libovolné
zvolit vrchol v. Strom T, nalezeny Dijkstrovym algoritmem, je kostrou grafu G,
pravé kdyz G je souvisly graf. (Plati dokonce, Ze vrcholy stromu 7" tvori kompo-
nentu obsahujici vrchol v.) Podobnym postupem lze testovat i silnou souvislost.

Cviceni

» 12.2 Najdéte Dijkstrovym algoritmem minimélni cestu z vrcholu v do vrcholu
v v grafech na obr. 12.3.

» 12.3 Najdéte Dijkstrovym algoritmem minimalni cestu z vrcholu u do vrcholu
v v grafech na obr. 12.4.

12.3 Matice vazenych vzdalenosti

K zachyceni vazenych vzdalenosti vSech dvojic vrcholii v ohodnoceném oriento-
vaném grafu slouzi nasledujici matice.

Definice 12.4 Matice viZenych vzddlenosti (téz w-distanéni matice) ohodnoce-
ného orientovaného grafu (G, w) s vrcholy vy, ..., v, je matice D*(G) o rozmérech
n x n, kde

D*(G) = (d*(vi,v5))j=1-

Jednou moznosti, jak ji sestrojit, je pouzit Dijkstriv algoritmus. Ten nam
libovolny jeji fadek najde v ¢ase O(n?), takze celkovy ¢as vypoctu je O(n?).
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Obréazek 12.4: Najdéte minimalni cestu z u do v.
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Ukazeme si jinou jednoduchou metodu, ktera pracuje v o néco horsim case
O(n*). Nejprve pomocna definice. Necht je ddno k > 1. Cesta z v; do v; je k-
minimdlni, pokud jeji délka je nejvySe & a pokud zadnd jina cesta z v; do v; o
délce nejvyse k nema mensi vahu.

Ozna¢me jako Dy matici, jejiz prvek dj; na pozici (i,j) je roven vaze k-
minimalni cesty z v; do v; (pfipadné ma hodnotu oo, pokud takova cesta ne-
existuje). Vzhledem k tomu, Ze kazda cesta ma délku nejvySe n — 1, musi byt
matice D,,_; rovna hledané w-distanéni matici D¥(G). Otézkou tedy je, jak ma-
tice Dy, sestrojit. Pro k =1 je to snadné — pro prvky d}j zjevné plati:

0 proi=yj,
dzlj =< w(yv;) proij € E(G),
oo jinak.

Matice D; tedy bude téméf shodna s vahovou matici W (G), az na to, ze nuly
mimo hlavni diagondlu jsou v matici Dy nahrazeny hodnotami oco.

Dejme tomu, Ze jiz zndme matici Dy a chceme sestrojit matici Dy . Zac¢néme
pozorovanim. Necht P je k-minimdlni cesta z v; do v;. Odebranim posledniho
vrcholu vznikne cesta P’ z v; feknéme do v,,. Tato cesta musi byt (k—1)-miniméalni,
jinak bychom dostali spor s k-minimalitou cesty P. Odtud vidime, ze pro délku
df; k-minimalni cesty z v; do v; plati

dfj = dfpil + w(vpv;)

pro néjaky vrchol v, s vlastnosti v,v; € E(G). Prestoze pfedem nevime, o ktery
vrchol v, se jednd, mizeme psat

n
dfy = min (i + i), (12.1)
pficemz vyuzivame fakt, ze pokud vv; ¢ E(G), pak déj = 00, takze v minimu
bude dany soucet zanedban.

Vsimnéme si, 7e vzorec (12.1) ndpadné pripomind definici nadsobeni matic —
pouze obsahuje minimum na misté sumy a soucet na misté soucinu. Skutecné,
pokud na realnych cislech ‘predefinujeme’ s¢itani a nasobeni predpisem

x By = min(z, y),
rHy =x+y,

pak plati, ze matice Dy, je sou¢inem matic Dy a D; vzhledem k operacim H a
[-]. Indukci snadno dostaneme néasledujici vétu.

Véta 12.5 Matice Dy, je k-tou mocninou matice Dy vzhledem k operacim B «a
6. O
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Vidime, Ze ke spo¢itani matice D" (G) sta¢i provést n — 2 ‘vynasobeni’ matici
D;. Nasledujici tvrzeni rika, ze tento proces lze navic prerusit jiz v okamziku,
kdy se ‘vynasobenim’ matice poprvé nezménila.

Tvrzeni 12.6 Pokud pro néjaké ¢ > 1 plati Dypy = D,, pak D, je hledanou
matici D*(QG).

Dikaz. Dokazeme indukci, Zze za daného predpokladu pro vSechna k > ¢ plati
Dy = Dy. (*)

Pro k = g+ 1 je tvrzeni pravdivé. Dejme tomu, ze je chceme dokazat pro dané
k > g + 1 za predpokladu, ze pro k — 1 tvrzeni (*) plati.

Podle indukénfho predpokladu miaizeme ¢len d* ve vzorci (12.1) nahradit
hodnotou df,. Dostavdme tak rovnost dj; = d;?;rl. Proto Dy = D, a tim padem
Dy, = D,. Tvrzeni (*) je tak dokdzano pro vSechna k > g.

Diikaz je u konce, jakmile si v§imneme, 7e pro kazdé k > n—1 je Dy, = DV(G).
(I

Cviceni

» 12.4 Najdéte matici vazenych vzdéalenosti D¥(G) ohodnoceného orientova-
ného grafu G, ktery je dan nasledujici matici sousednosti:

(a)

0310
-~ {1003
WE =15 9 ¢ 2|
0760
(b)
00 1 9 7
9 0 10 3 3
W@ =147 0 4 11|,
05 2 0 0
66 0 1 0
()
012 34
40123
WG =13401 2
2 340 1
12340
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0240 6
6016 14
WG =19 20 3 6
0340 1
8 58 2 0

12.4 Minimalni kostra

Téma tohoto oddilu tzce souvisi s pojmem miniméalni cesta. Omezime se na
ohodnocené neorientované grafy.

Dejme tomu, ze potfebujeme propojit n mést rozvodem elektrické energie. Pro
kazda dvé sidla zname naklady na primé spojeni a chceme, aby celkova cena byla
co nejnizsi. Situaci lze modelovat grafem G, jehoz vrcholy odpovidaji méstim
a vahy hran cendm spojeni. Uvazované rozvody energie odpovidaji souvislym
faktorim grafu G (musi totiz byt také ‘souvislé’ a pokryvat vSechna mésta).
Faktor, ktery obsahuje néjakou kruznici, nemuze urcovat nejlevnéjsi feseni, nebot
odstranénim libovolné hrany této kruznice snizime cenu a faktor zlistane souvisly.
Hledany faktor F' je tedy kostrou grafu G, a to kostrou, ktera ma nejmensi moznou
vahu.

Definice 12.7 Kostra 7' ohodnoceného neorientovaného grafu G je minimalni,
pokud ma mezi vSemi kostrami minimdalni vihu w(7T) = w(E(T)) (viz defi-
nice 12.3).

Uvedeme tzv. hladovy algoritmus pro hledani minimalni kostry souvislého
grafu G, ktery jako prvni formuloval ¢esky matematik OTAKAR BORUVKA (1899—
1995). Zavedme nésledujici oznaceni: je-li H graf a e hrana s koncovymi vrcholy
z V(H), pak H + e je graf, ktery vznikne pfiddnim hrany e ke grafu H.

Algoritmus pracuje v n — 1 krocich. V i-tém kroku je definovan faktor L;,
ktery neobsahuje kruznice. (Protoze graf bez kruznic je disjunktnim sjednocenim
strom, oznac¢ujeme ho jako les.) Vysledny faktor L,_; je, jak uvidime, minimalni
kostrou.

Vychozi les Lg sestava z izolovanych vrchold, tj. E(Lg) = 0. Uvazme i-ty krok
algoritmu. Nasi snahou je rozsitit faktor L; ; pridanim jedné hrany na faktor L;.
Nékteré hrany ale pridat nemtizeme, protoze bychom vytvorili kruznici. Z hran,
které ptidat lze, vyberme hranu e; s nejmensi vahou? a polozme

L’i = L’i*l + €;.

Musime jesté ukazat, ze hrana e; s pozadovanou vlastnosti viibec existuje. To
je snadné: graf L, ; mé& n vrcholi a méné nez n — 1 hran. Podle véty 6.11 je

2 Algoritmus bere v kazdém kroku ‘nejleh&’ hranu, ktera piichdzi v iivahu — odtud nézev
hladovy.
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tedy nesouvisly. Graf G je ovSem souvisly, takze mezi nékterymi dvéma kompo-
nentami grafu L, _; vede alespon jedna hrana. Pridanim této hrany kruznici jisté
nevytvorime.

Popsali jsme zpiisob nalezeni kostry L,_;. Dokazme nyni, ze tato kostra je
minimalni.

Véta 12.8 Necht G je ohodnoceny neorientovany graf. Kostra L,_,, nalezend
hladovym algoritmem, je minimdalni kostrou grafu G.

Dikaz. Necht L = L,,_; je kostra grafu G, ziskand hladovym algoritmem. Pro
dikaz sporem predpokladejme, Ze neni minimalni kostrou, a ze vSech minimalnich
koster zvolme takovou kostru M, ktera ma s kostrou L spolecny nejvétsi pocet
hran.

Vezméme nejmensi i, pro které plati, ze e; ¢ E(M) (pfipomenme, Ze e; je
hrana pridavana v i-tém kroku algoritmu). Pak jisté F(L;_1) C E(M). Protoze
koncové vrcholy z,y hrany e; jsou ve stromu M spojeny pravé jednou cestou
(véta 7.3), graf M + e; obsahuje pravé jednu kruznici C.

Necht f je libovolna hrana kruznice C, ktera neni obsazena ve stromu L. Graf
L;_1 + f je podgrafem kostry M, a neobsahuje tedy kruznice. Pfidani hrany f
tak prichazi v ivahu v ¢-tém kroku hladového algoritmu. Protoze byla misto ni
pridana hrana e;, musi byt

w(e;) < w(f). (12.2)

Odstranénim hrany f z grafu M + e; zanikne jedina jeho kruznice. Vysledny
graf M’ je tedy stromem, a tim padem kostrou grafu G. Diky nerovnosti (12.2)
neni jeho vadha vétsi nez vaha minimalni kostry M. Pritom plati

|[E(M') N E(L)| > |[E(M) N E(L),

coz je ve sporu s vybérem kostry M. Tento spor ukazuje, ze kostra L je minimalni.
O

Jakd je ¢asova slozitost hladového algoritmu? Ukazeme, ze pti vhodné imple-
mentaci jim lze minimdlni kostru najit v ¢ase O(mn), kde m je pocet hran a n
pocet vrcholtt vstupniho grafu G. (SloZitost je v tomto piipadé vyjadiena jako
funkce dvou proménnych, ne jenom poé¢tu vrcholt n.)

Pocet krokti algoritmu je n— 1, protoze v kazdém kroku pridame jednu z hran
kostry L. V kazdém kroku musime pro kazdou z O(m) zbyvajicich hran zjistit, zda
jejim pridanim vznikne kruznice. To by pfi neSikovné implementaci vyzadovalo
¢as O(n), takze celkova sloZitost této implementace by byla O(mn?). Lze vak
usettit pomoci nasledujiciho vylepseni, znamého jako Kruskaliv algoritmus.

Setadime vrcholy do posloupnosti vy, ...,v,. Pro kazdy vrchol v; budeme
udrzovat ¢islo m(v;), které udava minimum z indext v8ech vrcholi, které lezi ve
stejné komponenté jako v;. V rdmci ptipravné faze algoritmu pro kazdé j polozime
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m(v;) := j. Po kazdém provedeném kroku algoritmu pfepocitame hodnoty m(v;)
(pfidanim hrany se spoji dvé komponenty faktoru L;, takZe v jedné z nich je
tfeba hodnoty upravit). Ke zjisténi, zda pfidanim hrany v;vj, vznikne kruznice,
nyni sta¢i porovnat hodnoty m(v;) a m(vg): kruznice vznikne pravé tehdy, kdyz
jsou shodné.

Analyzujme slozitost vylepsené verze algoritmu. P¥ipravna faze zabere O(n)
operaci na inicializaci hodnot m(v;). Nésleduje O(n) kroki algoritmu. V ramci
kazdého z nich je tfeba pro kazdou z O(m) hran provést konstantni pocet® operact
(porovnani hodnot m(v;)). Z hran, které lze ptidat, vybereme tu s minimalni
vahou, a poté v ¢ase O(n) piepocitame hodnoty m(v;). Dostavame tedy celkovy
odhad O(mn).

Cviceni
» 12.5 Je pravda, ze je-li T" miniméalni kostra ohodnoceného neorientovaného

grafu G a u,v € V(G), pak cesta z u do v v kost¥e T je minimdlni cestou z u do
v v G? Dokazte nebo najdéte protipiiklad.

» 12.6 Pomoci hladového algoritmu najdéte minimalni kostry grafii na obraz-
ku 12.5.

Obrazek 12.5: Najdéte minimélni kostry.

12.5 Problém obchodniho cestujiciho

Vsechny tlohy, které jsme zatim v kapitole 12 zkoumali, byly feSitelné efektivnimi
algoritmy. Nyni stru¢né popiseme problému, u kterého se situace zda byt odlisna.
Jednd se o tzv. dlohu obchodniho cestujiciho.

3Konstantni zde znamena ‘nezavisly na m a n’. Konstantni veli¢inu lze v rdmci pouzivaného
formalismu znacit symbolem O(1).
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Obchodni cestujici ma za kol objet vSechna mésta v daném kraji, a to po
nejkratsi mozné trase (méreno poctem ujetych kilometri). Kazdé mésto musi
navstivit pravé jednou a ma skoncit ve vychozim bodé.

Reformulace problému v jazyce teorie grafii je nasnadé: zadanim je ohodno-
ceny neorientovany graf, jehoz vrcholy odpovidaji méstim, hrany dvojicim mést
s primym silni¢énim spojenim, a vaha kazdé hrany je vzdalenost prislusné dvojice
meést. Hledanym feSenim je hamiltonovska kruznice s nejmensi moznou vahou
(optimalni hamiltonovska kruznice).

Pro grafy malé velikosti lze feseni pomérné rychle najit ‘hrubou silou’ jako
v nasledujicim prikladu.

Necht G je ohodnoceny graf na obr. 12.6. Budeme prochézet vSechny hamil-
tonovské kruznice v grafu G a hledat mezi nimi optimalni feSeni. Zacneme-li
ve vrcholu A, mizeme pokracovat do libovolného z jeho 3 sousedi. Z kazdého
souseda pak lze prejit do dvou dosud nenavstivenych vrcholi atd. Nema-li jiz
aktudlni vrchol x Zadného nenavstiveného souseda, jsou dvé moznosti. Budto je
mozné prejit z x do A a uzaviit tim hamiltonovskou kruznici (pak je nutné porov-
nat jeji vahu se stavajicim minimem a piipadné jej aktualizovat), nebo to mozné
neni a dana vétev prohledavani skoncila netspéchem. V kazdém pripadé se vra-
time k posledni uc¢inéné volbé a zvolime dalsi z variant. Jsou-li vS§echny moznosti
probrany, algoritmus konci.

Postup lze pirehledné znadzornit kofenovym stromem na obr. 12.7 (tzv. roz-
hodovaci strom). Kofenu je pfifazen vychozi vrchol A, potomei kazdého vrcholu
odpovidaji variantdm dalsiho prohledavani. Zvyraznéné listy tohoto stromu pred-
stavuji hamiltonovské kruznice (¢isla u listii jsou vahy téchto kruznic), ostatni
listy predstavuji cesty, které se na hamiltonovské kruznice nedaji rozsitit. Uloha
mé dvé feSeni o vaze 21.

I na tomto malém prikladu je vidét, ze se rozhodovaci strom naseho algoritmu
miize rychle rozriist. Casova sloZitost je zhruba ddna funkei n! (roste tedy jests
mnohem rychleji nez 2"). Napf. u aplného grafu totiz probirdme vSech (n — 1)!
hamiltonovskych kruznic (viz cviceni 12.7).

Obrazek 12.6: Zadani ulohy obchodniho cestujiciho.
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D E F ¢ D D FE B D C C B B

E D (C F D B F B FEF CC
24

21

Obrazek 12.7: Rozhodovaci strom pro tlohu obchodniho cestujiciho.

Pro tlohu obchodniho cestujiciho neni zndm zadny efektivni algoritmus. Stej-
né jako problém rozpoznavani hamiltonovskych grafi, o kterém jsme hovorili
v oddilu 6.6, patii i tato tloha k tzv. NP-uplnym problémim.

Cviceni
» 12.7 Ukazte, ze Gplny graf na n vrcholech mé (n — 1)! hamiltonovskych kruz-
nic.

» 12.8 Pomoci rozhodovaciho stromu najdéte feseni tilohy obchodniho cestuji-
ciho pro ohodnoceny graf na obr. 12.8.

12.6 Toky v sitich

V této kapitole jsme uvedli jen nékolik aplikaci ohodnocenych grafii. Oblasti velmi
bohatou na tyto aplikace je také teorie toki v sitich, kterd se zabyva nasledu-
jici situaci. Sit je orientovany graf obsahujici dva vyznacéné vrcholy z (zdroj) a
s (stok). Kazda hrana ma uréenou propustnost (budeme-li si hrany predstavovat
jako potrubi, jde o mnozstvi kapaliny, které miize hranou za jednotkovy cas pro-
téct). Tok v této siti je ohodnoceni hran s vlastnosti, Ze souc¢et ohodnoceni hran
vstupujicich do libovolného vrcholu x ¢ {z, s} je shodny se sou¢tem ohodnoceni
hran, které z x vystupuji (z = tedy odtéka tolik kapaliny, kolik do néj ptiteklo).
Cilem je najit maximadlni tok, tj. tok, pro ktery ze zdroje vytéka maximalni mnoz-
stvi kapaliny. Existuje véta (tzv. véta o maximalnim toku), kterd toto mnozstvi
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Obrazek 12.8: Graf ke cviceni 12.8.

jistym elegantnim zpiisobem charakterizuje. Pro nalezeni maximalniho toku jsou

v/

k dispozici efektivni algoritmy. Podrobnéjsi informace k tomuto tématu lze ziskat
mj. v prednaskach [8].
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Vysledky cviceni

Kapitola 1
1.1.

XUY ={z:2€ X nebo z €Y},
XNY={z:zeXazeY}
X-Y={z:zeXaz¢Y}

1.3. A m4 2" podmnozin, z toho 2"~ ! sudych.

1.5. (a) 2". (b) 0.
1.8. V obou pripadech tvrzeni plati.

1.9. L(R) = P(R) = {3,4}.

1.10.
RUT ={(1,a),(1,b), (1,¢),(2,0),(3,a), (3,b), (4,a),(4,b), (4,¢), (4,d)}
RNT ={(1,¢),(3,a)},
R-T= {(1,(1),(2,6),(3 ) (476)7(4 ¢ ( d)}a
RAT=A{(1,a),(1,0),(2,b),(3,b), (4,a),(4,b), (4,¢), (4,d)}.

145
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1.11. 2™,
1.12. R implikuje S, pravé kdyz R C S.

1.13. Obr. 1.1a: napf. prvky L(R) odpovidaji sloupctim obsahujicim alespon
jeden vyznaceny prvek. Na obr. 1.1b odpovidaji bodiim z mnoziny X, ze kterych
vede alespon jedna spojnice.

1.14. Viz obr. 12.9.

Y
6 0000
50000
1 000 e
300 @ @
1 2 3 4 X X Y
@ o)

Obrazek 12.9: Regeni cviceni 1.14.

1.15. Napft. pro X = {1, 2, 3,4} viz obr. 12.10.

Y
4000 @ jo——e4
3 00 @O0 3
20 @ O 0O e o
1 @ O 0 0O
S loe——1]
1 2 3 4 X X Y
(a) (b)

Obrazek 12.10: Reseni cvideni 1.15.

1.16. Obé slozeni jsou rovna R.

1.17. (a) Naptiklad relace R = {(1,2),(1,3),(2,3)} na mnoziné {1,2,3}. (b)
Relace E'x na libovolné mnoziné X.
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1.18. Jedno je zrcadlovym obrazem druhého podle diagonaly.

1.19. Napriklad: (a) prazdna relace na neprazdné mnoziné, (b) relace
R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}

na X = {1,2}.

1.20. Ne, napt. pro R = {(1,1),(1,2),(2,2)} a S ={(1,2),(2,1)} na X = {1,2}.

1.21. Vztah (b) v platnosti neziistane, viz napt. relace R = {(2,2)}, S = {(2,1)}
aT={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)} na X = {1,2}.

1.24. (a) m". (b) m(m —1)...(m—n+1) = (") -nl. (c) n! pokud m = n, jinak
0.

1.25. (a) Napfiiklad f(n) = 2n. (b) Napfiklad f(0) =0, f(n) =n—1pron > 1.

1.26. (a) Je-li fog na, pak g je na, f ne nutné. (b) Je-li f o g prosta, pak f je
prosta, g ne nutné.

1.27. ‘Analogicky fakt’ je fop=gop= f=g.
1.31. Naptiklad: (a) n— n/2. (b) n—2npron >0an— —2n+1 pron < 0.
1.33. Slabé antisymetrickd zobrazeni jsou charakterizovana napf. podminkou

pokud f(f(x)) =z, pak f(z) = .

1.35. Uvadime zkratky vlastnosti danych relaci (R = reflexivni, A = slabé anti-
symetrickd atd.): (a) RAT, (b) AT, (c¢) RS, (d) RST, (e) S, (f) RAT, (g) RT, (h)
SAT (plati totiz S = {(0,0)}!), (i) T, (j) RT, (k) nic, (1) RST.

1.36. Ne, viz napriklad prazdna relace.

1.37. Jde pravé o podmnoziny identické relace.

1.38. Matice reflexivni relace ma na diagonale samé jednicky, matice symetrické
relace je symetrické.

1.41. Ano.

1.42. Relace ~ neni ekvivalence, protoze p ~ —p, ale neni —p ~ p.
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6 9
4 1

Obrazek 12.11: Regeni cviceni 1.48.

(2,3),(3,2)} UA na

1.44. (a) Ne, viz relace R = {( S =
1 3)}. (b) Ne, neni reflexivni. (c) Ne,

mnoziné {1, 2,3}, kde A = {(1,
viz cviceni 1.45.

1.46. (a) Ano, pfimky rovnobézné s y = z. (b) Ano, pfimky rovnobéiné s y = kz.
(c) Ano, soustiedné elipsy.

1.47. Ekvivalence ~ ma n + 1 tfid, ekvivalence ~ nekonec¢né mnoho.
1.48. Viz obr. 12.11.

1.49. Matice M je v ‘blokovém tvaru’, pokud

B, 0 ... 0
0 By, ... 0
M=1. . ,
: : .0
0 0 ... By

kde ‘bloky’ B; jsou ¢tvercové matice slozené ze samych jednicek, jejichz diagonaly
lezi na diagonale matice M. V matici M (R) v blokovém tvaru bloky odpovidaji
tridam ekvivalence R.

Kapitola 2

2.1. Grupa na mnoziné {0, a, b, c} s operaci x:

Q OO0 S|
S o2 >alo

o S O F
o o"Q oo
>0 O Qe

2.3. Nejmensi priklad tvofi grupa ze cviceni 2.1 spolu s grupou urcenou tabulkou
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10 a b ¢
010 a b c
ala b ¢ 0
blb ¢ 0 «a
clc 0 a D,

coz je v podstaté grupa Z,, definovana v oddilu 2.2.
2.4. Kdyz se x a y v i-té soutadnici shoduji.

2.5. 25.

2.6. Mnozina teseni je

{(4t+2,2,t+1,t) : t € Zs}.

2.7. Téleso Zs:

=)
i) Nan]
oS =
— &
—| =

Téleso Z:

01 2 3 4 5 6
© ®|1 2 3 4 5 6
010 1 2 3 4 5 6

111 2 3 4 5 6
111 2 3 4 5 6 0

212 4 6 1 3 5
212 3 4 5 6 0 1

313 6 2 5 1 4
313 4 5 6 0 1 2

414 1 5 2 6 3
414 5 6 0 1 2 3

515 3 1 6 4 2
515 6 01 2 3 4 6le 5 4 3 9 1
616 01 2 3 4 5

2.12. Necht z je reprezentant tfidy a. Pokud p déli z, pak a = 0 a inverzni
prvek neexistuje. Jinak (z,p) = 1, protoZe p je prvocislo, a staci najit koeficient
z v rovnosti zx + py = (2, p). Tiida [z], je inverzn{ ke tiidé a.

2.15. Jde o kritéria: (a) = je délitelné 3 (resp. 9), pravé kdyz mé soucet cifer
délitelny 3 (resp. 9). (b) Cislo x je délitelné 8, pravé kdyz mé posledni trojéisli
délitelné 8. (c) Cislo x je délitelné 11, pravé kdy? je rozdil souctu cifer na lichych
pozicich a souctu cifer na sudych pozicich délitelny 11.
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Kapitola 3
3.1. (a) ne, (b) ano, neporovnatelné dvojice jsou {1,2} a {4,5}.

3.2. Necht X je abeceda (mnozina symbolii) s linedrnim usporadanim <. Pro
slovaa =ay...ay, ab=">0...b, (kde symboly a;,b; jsou z X) polozime a < b,
pravé kdyz existuje £ < min(m,n) s vlastnostmi:

(1) pro kazdé j <k je a; < b;, a déle
(2) bud k < min(m,n) a agy1 < bgy1, nebo k = m.
Relace < je tzv. lexikograficke uspordaddni na mnoziné slov nad abecedou X.

3.3. Je to prazdna relace.

3.4. Viz obr. 12.12. V prikladu (a) existuje jen nejvétsi prvek (60), v piikladu
(b) nejvétsi (56) i nejmensi (2), v prikladu (c) ani jeden.

60 26 2436 60
8 28
12 - 12 20 8 12
A A 4 6
2 3 2 3
(a) (b) ()

Obrézek 12.12: ReSen cviceni 3.4.
3.5. (b) Napriklad mnozina redlnych ¢isel se standardnim usporadanim (viz cvi-
Ceni 3.3).
3.6. Napriklad mnozina vSech celych ¢isel se standardnim usporadanim a s prida-
nym prvkem x, ktery je mensi nez 0 a neporovnatelny se vSemi zapornymi cisly.

Prvek x je jediny minimalni prvek, ale nejmensi prvek neexistuje.

3.7. (a) Ne, protoze (d,a) ¢ R. (b) Ano, minimdalni prvky jsou b, e, maximalni
a,d.

3.8. Napiiklad mnozina {1,...,7} s usporadanim

R={(i,j):i<2,j>3Yu{(i,i):i=1,...,7}.
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3.9. Existuji, infimum odpovida nejvétsimu spole¢nému déliteli, supremum nej-
menSimu spole¢nému nasobku.

3.12. Jediny minimalni prvek je prazdné usporadani, maximalni prvky jsou line-
arni usporadani.

3.14. Dokéazeme jen neplatnost vztahu (3.1) ve svazu M;s. Necht z,y,z jsou
vSechny tii prvky svazu M; rizné od 0, 1, pficem7 y < z. Potom z A (z V y) =

2 N1 =z, zatimco (z Ax) V (2 Ay) = 0V = z, takze distributivita neplati.
U svazu Nj je rovnéz tieba uvazit tii prvky rtzné od 0, 1.

3.15. Vlastnost neplati napt. pro prvky svazu Ny riizné od 0, 1.

3.16. Ano.

3.17. Nejmensi prvek je 1, nejvétsi 0. Svaz je distributivni: podle cviceni 3.9
infimum ¢isel a, b odpovidd nejmensimu spole¢nému déliteli nsd(a, b), supremum
nejmensimu spole¢nému nasobku nsn(a, b). Protoze plati

a-b=nsd(a,b)nsn(a,b),

podle cviceni 3.15 snadno dostavame distributivitu daného svazu.

3.18. (b) Ne, naptiklad pro X = {1,2,3,5,30} jde o svaz Njs.

3.19.
pripad | minimalni maximalni nejmensi nejvétsi svaz distributivni
(a) 2 4, 42 2 — ne —
(b) 2,37 42 — 42 ne —
(c) 1 30 1 30 ano ne
(d) 1 36 1 36 ne —
(e) 1 60 1 60 ano ne
(f) 1 30 1 30 ano ano

3.20. Jsou to mnoziny {1,2,3,12}, {1,2,3,4,12}, {1,4,6,12}, {1,3,4,6,12}.

3.25. Ano.
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Kapitola 4

4.1.
pripad | svaz distributivni komplementarni Booleova algebra
(a) ne — — —
(b) ano ne ano ne
(c) ano ano ano ano
(d) ano ano ne ne

4.2. Uspotradana mnozina D(n) je Booleova algebra, pravé kdyz n neni délitelné
druhou mocninou zadného prvocisla. (Pokud totiz p? déli n, pak p nemé komple-
ment. )

4.5. Zkratky: R = reflexivni, S = symetrickd, A = slabé antisymetricka, T =
tranzitivni

pﬁpad‘ R S A T  ekvivalence usporadani

(a) | ne ne ano ano ne ne
(b) |ne ano mne ne ne ne
(c) |ne ano ne ne ne ne

4.6. Napr. prvek a nema inverzni prvek vzhledem k nasobeni.

4.7. Uvedeme pouze tabulku operace + (v obvyklém zapisu, takze napt. mnozinu
{b, ¢} oznacujeme be).

a b ¢ ab ac be

0
0 a b ¢ ab ac be
a a ab ac ab ac bc
b ab b bc ab 1 be
¢ ac bc ¢ 1 ac be
ablab ab ab 1 ab 1 1
aclac ac 1 ac 1 ac 1
bc | bc 1 bc bc 1 1 be
171 1 1 1 1 1 1
(

—_ = = e = e e |

4.10. Atomy jsou: (a) mnoziny {a}, {b}, {c}, (b) jednoprvkové podmnoziny mno-
ziny X, (¢) prvky 2, 3 a 5.

4.11. Atomy jsou jednoprvkové podmnoziny mnoziny pfirozenych ¢isel.

4.12. (d) Spojeni, prisek a komplement lze popsat néasledovné:

[AIA[B] = [AN B,
A]V [B] = [AU B,

A= [N - 4]
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4.18. (a) Hasseovy diagramy téchto usporddanych mmnozin jsou na obr. 12.13.
(c) Napf. néasledujici usporadani S, T: usporddani S je standardni usporfadani
pfirozenych ¢isel, uspofadani T se s nim shoduje na mnoziné {1, 2, ...}, ale ¢islo
0 je v ném vétsi nez vSechna ostatni ¢isla.

Lo VA

Obréazek 12.13: Pét neisomorfnich t¥iprvkovych usporddanych mnozin.

4.19. Mnozinou atomi direktniho soucinu A; x A; je kartézsky soucin At(A;) x

At(Ag).
4.20. Hodnoty ziskdme, pokud v tabulce 4.2 provedeme néasledujici nahrazeni:

0 — 00, a — 10, b — 01, 1—11.

4.21. Vysledkem jsou tyto pravdivostni tabulky:

r yYylr—y|ly+tay
0 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 1 1 1

4.22. Je to booleovsky polynom rovny polynomu xs.

4.23. Supremum funkei f, g je funkee, jejiz hodnota v kazdé n-tici (a4, ..., a,) €
» je supremem hodnot f(aq,...,a,) a g(ai,...,a,). Podobné infimum a kom-
plement.

4.24. |Fy| = 16, |F,| = 2.

4.25. Plati
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4.26. (a) Ani v jednom, (b) jen v sou¢inovém, (c) v obou, (d) v obou.

4.27.

f(x,y,2) = 2yz + 29z + 2yz + Y2
—(@+y+2)@+y+2)(E+7+2)(T+7+2),

g(x,y,2) = TYZ + TYyz + Tyz + xyz + vyz
=@+y+2)@+y+2)(T+y+2).

4.28. Napriklad xyZz a xyz + xT.

4.29. Véta neplati, konstantni 1 ma vyjadieni v aplném souctovém, ale nikoli
v uplném soucinovém tvaru.

4.30.

r— (y— x) =xyz + xyzZ + x§z + 2YZ + Tyz + TYZ + TYz + TYZ2
(vyjadieni v aplném soucinovém tvaru neexistuje),

r®(y — 2) =xyz + Tyz + Tyz + TYZ

=@+7+2)@+y+2)T+y+2)(@T+7+2),
y(x + §2) = 2§z + 2§Z + Tyz + Tyz + T2
=(z+y+2)(z+y+2)(T+7+ 2),
((@y) ® 2)((z2) — y) = zyz + Tyz + TY2

=@+y+2)(e+7+2)@+y+2)(T+y+2)(@+7+2).

4.31.

z— ((y+Z2) @ 2) = zyz + 22 + Tyz + Tyz + T§z + TjZ
=(@T+y+2)(T+y+2),

((zg) ® (y2)) @ (2T) = xyZ + xyz + xYZ + 2YZ + Tyz + TyzZ + Tyz
=(x+y+2)(T+7+2).

4.32. 2",
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Kapitola 5
5.3. Jeden z isomorfismi naptiklad prirazuje vrcholim 1,2, ...,6 po radé vrcholy
b,e, f,c,a,d.

5.4. Po fadé (), 0, n — 1 an.

5.6. Vsechny vrcholy grafu K,, maji stupen n—1, v grafu D, jsou vSechny stupné
0. V grafu P, jsou pro n > 2 dva vrcholy stupné 1, ostatni maji stupen 2. Graf
Py ma jeden vrchol stupné 0. VSechny stupné v grafu C,, jsou 2.

5.7. (a) Pro p > q je skore (p,p,...,p,4q,4q,...,q), pfiemz p se opakuje ¢-krat a
q se opakuje p-krat. (b) (k,k, ..., k), kde k se opakuje 2*-krat.

5.8. Naprtiklad kruznice Cg a disjunktni sjednoceni dvou kruznic Cj.
5.9. Pro zddné. Graf s n vrcholy nemiize mit vrchol stupné n.

5.10. (a) Viz obr. 12.14a. (b) Viz obr. 12.14b. (c) Neexistuje (soucet stupni je
lichy).

5.11. (b) Jde o nésledujici charakterizaci: k-regularni graf na n vrcholech existuje
pravé tehdy, kdyz k£ — 1 déli n.

(a) (b)

Obrazek 12.14: Priklady teSeni cviceni 5.10.

Kapitola 6

6.2. Napr. kazdé prosté zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y je homomorfismus
diskrétniho grafu s mnozinou vrcholid X do diskrétniho grafu s mnozinou vrcholi
Y a ma pozadované vlastnosti.

6.5. (a) 3, (b) 4.

6.11. Tah je hranovy monomorfismus z cesty P, do grafu G, uzavieny tah je
hranovy monomorfismus z kruznice C} do G.

6.12. Napi. (1,2,3,1,4,2,5,3,6,4,5,6,1).
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Kapitola 7

7.1. Pocet riiznych stromi je 16, pocet neisomorfnich 2.
7.2. (a) 1, (b) n, (c) n® + 2n.

7.3. 3™

7.4. (a)n-2""' (b) 2" Y (n +2).

7.7. Primérna vazena hloubka je 2.36.

7.8. ELEGIE: 10101001000111, LILIE: 010001101000111. Huffmantv kod se ‘vy-
plati’ u prvniho slova (mé délku 14, zatimco pii zakédovani kazdého symbolu
trojici bitt bychom potiebovali 18 bitt. U druhého slova je délka v obou pfipa-
dech stejna.

7.9. LIGA.

7.10. Huffmantv strom je na obr. 12.15. Jeho primérna vazena hloubka je 2.6.

A D B FE

Obrazek 12.15: Huffmanuv strom ve cviceni 7.10.

Kapitola 8

8.2. Napriklad sjednoceni orientovaného cyklu na vrcholech a, b, ¢, d a orientované
cesty na vrcholech d, e, f.

8.6. Napiiklad (5,2,3,1,6,4) nebo (5,2,1,3,6,4).

8.7. Naptiklad graf G, jehoz mnozinou vrcholi je mnozina vSech celych ¢isel, a
hrany jsou vSechny dvojice (k,k + 1), kde k € Z.

8.8. (a) R je reflexivni, pravé kdyz u kazdého vrcholu je smycka. (b) R je sy-
metricka, pravé kdyz ke kazdé hrané mezi riznymi vrcholy existuje protichiidna
hrana. (¢) R je antisymetrickd, pravé kdyz graf G neobsahuje zddnou dvojici
protichtidnych hran.

8.11. V obou pripadech jde o orientovany graf se dvéma vrcholy spojenymi jednou
hranou.
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Kapitola 9

9.1. (a)
1 0 0 -1 1
-1 1 0 0 O
0 -1 -1 0 o0}’
o o 1 1 -1
(b)
1 0 0 0O 0 0 —-1 0 0]
-1 1 0 0O O O 0 -1 1
0o -1 -1 0 0 O 0 0 0
o o 1 1 o0 0 0 0 0
o o 0 -1 1 -1 0 1 -1
o 0 0o 0 -1 1 -1 0 0]
9.2. Lisi se jen poradim radkt a sloupcii.
9.3. Ano. Vektory v, ...,v, € R" jsou linearné zavislé, pravé kdyz matice s radky

V1, ... ,U, ma nulovy determinant.

9.4. Hodnost je 2k, hledané mnoziny obsahuji pro kazdou komponentu pravé dva
radky odpovidajici jejich vrcholtim.

9.5. Pocet faktori je 2.
9.6. Je jich 8 (viz také cviceni 7.2c).
9.7. (a) 12. (b) 21. (c) 75. (d) 384.

Kapitola 10

10.2. Napriklad sjednoceni dvou trojuhelniki se spole¢nym vrcholem. Faktor
obsahujici vSechny hrany je sudy, ale neni to kruznice.



158 Vysledky cviceni

10.3. Pii ocislovani hran jako na obr. 12.16 dostaneme matice, které se od na-
sledujicich lisi jen poradim radkii:

11001000

01 1001060
00 1 11000 (1100 0011000 0]

100 1T 0100
001 1 00011O0O00O0

001 0O0O0T171
11110000 000011 1TO01O0O00O0
(a) ., ®|1 11100101000

101 01100
0011111100O0O0°FO0

010111060
110011011000
b0 10011 111111000000
10001111 - -

000110171

010001 1 1]

66367

€4 €2

€5 €g

€1

(a)

Obrazek 12.16: Oznaceni hran graft z cviceni 10.3.

10.4. Napft. hvézda vrcholu stupné 3 v grafu na obr. 7.1a neni fez.

10.5. Opac¢na implikace neplati, napf. tu¢né oznacena mnozina hran A na obraz-

ku 12.17 neni fezem.

Obrazek 12.17: Priklad k cviceni 10.5.

10.8. Reseni je na obr. 12.18 a 12.19.



159

Kapitola 11

11.1. Na diagonéle jsou stupné vrcholid, jinde 0.
11.2. Pét: VU1 VU1 V9, UU3V2UV1V9, VaU1U2V3V2, UVaU3V2V3V, UV3V3V3V2.

11.3. Jde o vztah

F1 :FQ — 1,
Fipo=F + Fip,

kde ¢ > 1.

11.5. Pro sudé n je

01 n_p onon_g 2 1]
10 1 B_gonly T 3 2
non_] o2_9 1 0 1 n_p n_
1 2 3 oo o2 10
(pro liché n jsou nutné malé zmény). Dale je
0 1 2 n—2 n—1
- n—1 0 1 n—3 n—2
D(C,) = :
1 2 3 n—1 0

11.7. Graf je silné souvisly, pravé kdyz jeho distan¢ni matice neobsahuje polozky
00.

12.1. Ctvercové symetrické nezaporné redlné matice.

L

Obréazek 12.18: Fundamentélni soustava kruznic ve cviceni 10.8 (tucné).
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LR onr E
R

Obrazek 12.19: Fundamentdalni soustava fezli ve cviceni 10.8 (tucné).

(Y
u
(a) (b) (c)

Obrazek 12.20: (Nékteré) minimalni cesty v piikladu 12.2.

12.2. Piiklady FeSeni jsou na obr. 12.20. Vahy miniméalnich cest jsou: (a) 22, (b)
21, (c) 21.

12.3. Oznac¢me vrcholy zleva doprava u, xy, xs, ..., s, v. Potom minimalni cesta
je: (a) (u, w3, 9, x5,v), vaha 29, (b) (u, xa, 1, x4, T3, 6, v), vaha 28.

12.4. Matice vazenych vzdalenosti jsou:

03 13 08 15 7
L0 9 3 905 3 3
(a) , (b) [4 7 0 4 10],

320 2

s 760 6520 8
. 6 6 31 0
0 1 2 3 4 02366
40123 6 0145
() [3 401 2], @) [8 2 0 3 4
2 340 1 9340 1
12340 856 20
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Kapitola 12

12.5. Tvrzeni neplati, stac¢i uvazit trojuhelnik s hranami ohodnocenymi 2, 2, 3,
pricemz u a v jsou koncové vrcholy hrany o vaze 3.

12.6. Minimalni kostry maji vahu (a) 8, (b) 11. Jejich pfiklady jsou na obraz-
ku 12.21.

(a) (b)

Obréazek 12.21: Miniméalni kostry v cviceni 12.6.

12.8. Optimalni kruznice je (A4, D, E, B,C, A) a ma vahu 16.
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