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Úvod

Toto je první, znaènì neúplná verze sbírky pøíkladù k pøedmìtu Diskrétní mate-

matika. Tvoøí ji z vìt¹í èásti variace na pøíklady vytvoøené mými kolegy z katedry

matematiky ZÈU. Postupnì by se mìla rozrùst tak, aby pokryla v¹echny pod-

statné probírané partie a stala se dobrým testem porozumìní látce pøed zkou¹kou

nebo zápoètovou písemkou. K tomu mù¾ete pøispìt i vy, po¹lete-li své námìty na

roz¹íøení nebo upozornìní na pøípadné chyby na adresu kaisert@kma.zcu.cz.

Sbírka je rozdìlena do kapitol podle tématických celkù. Nìkteré kapitoly ob-

sahují je¹tì sekci problémù, tj. otázek, jejich¾ zodpovìzení mù¾e vy¾adovat vìt¹í

dávku úsilí a invence. Ostatní pøíklady by mìly být víceménì rutinní aplikací po-

znatkù získaných na pøedná¹ce. Obtí¾nìj¹í problémy jsou oznaèeny hvìzdièkou,

u nìkterých najdete nápovìdu k øe¹ení. Poslední kapitola obsahuje odpovìdi na

v¹echna cvièení s výjimkou problémù.

Tato sbírka je k dispozici ve formátu Postscript na adrese

http://home.zcu.cz/~kaisert/dma/sb.ps. K její pøípravì byl pou¾it ty-

pogra�cký systém LATEX a editor obrázkù Ipe.

13. dubna 2001 T. Kaiser
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1 Relace, uspoøádání, Booleovy algebry

1.1 Na mno¾inì X = f a; b; c; d; e; f g je dána relace R. Zjistìte, zda se jedná o

uspoøádání a pøípadnì urèete minimální a maximální prvky, pokud

(a) R = f fb; ag; fc; ag; ff; dg; fb; dg; fe; cg; fe; ag; fb; cg; fb; fgg,

(b) R = f fd; cg; fb; ag; fc; ag; fd; bgg:

1.2 Rozhodnìte, zda relace S na mno¾inì X je (1) reexívní, (2) symetrická,

(3) antisymetrická, (4) tranzitivní, (5) ekvivalence, (6) uspoøádání:

(a) X = [ 0; 1 ] ; x S y () x + y � xy;

(b) X = R; S = f ( x; y ) j x < 2y g;

(c) X = R; x S y () x� y 2 Z:

1.3 Nakreslete Hasseùv diagram uspoøádání dìlitelností na mno¾inì X � N.

Zjistìte, zda tato uspoøádaná mno¾ina má nejmen¹í resp. nejvìt¹í prvek.

(a) f 2; 3; 4; 12; 15; 60g;

(b) f 2; 4; 8; 12; 20; 28; 56g:

1.4 Nech» R je lineární uspoøádání na koneèné mno¾inì X. Musí (X;R) být

svaz? Musí to být Booleova algebra?

1.5 Rozhodnìte, zda mno¾ina X � N spolu s uspoøádáním daným dìlitelností

je (1) svaz, (2) distributivní svaz, (3) komplementární svaz, (4) Booleova algebra.

(a) X = f 1; 2; 3; 12; 18; 30; 180g;

(b) X = f 1; 2; 4; 6; 7; 10; 60; 420g;

(c) X = f 1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30g:

Problémy

1.6 * Oznaème mno¾inu v¹ech dìlitelù daného èísla n jako D(n). Uva¾me mno-

¾inu D(n) jako uspoøádanou relací dìlitelnosti. Doka¾te, ¾e D(n) je pro libovolné

n svazem. Urèete, pro která n je D(n):

(i) distributivním svazem,

(ii) komplementárním distributivním svazem,

(iii) Booleovou algebrou.
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2 Booleovské funkce

2.1 Rozhodnìte, zda jsou následující booleovské polynomy v disjunktivní nor-

mální formì (DNF) resp. v úplné DNF:

(a) x1x2 + x3x4,

(b) x1 + x2x4,

(c) x1x2x3x4.

2.2 Vyjádøete booleovské funkce f(x; y; z) a g(x; y; z) polynomem (a) v úplné

DNF a (b) v úplné KNF.

x y z f(x; y; z)

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

x y z g(x; y; z)

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 0

1 1 1 1

2.3 Booleovské funkce � a ! jsou de�novány pøedpisem

x! y = �x+ y

x� y = �xy + x�y:

Pøeveïte booleovské polynomy

f1(x; y; z) = x! ((y + �xz)� �z);

f2(x; y; z) = (x�y � y�z)� z�x

do úplné KNF, a to (a) pomocí booleovského kalkulu, (b) pomocí tabulky.
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3 Soubor stupòù (skóre grafu)

3.1 Rozhodnìte, zda následující posloupnost je souborem stupòù nìjakého ne-

orientovaného grafu bez smyèek a násobných hran:

(a) (5,5,4,4,3,3),

(b) (7,6,6,5,4,4,4,3,3,3,2),

(c) (5,5,5,4,4,3,2).
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4 Poèet koster

4.1 Urèete poèet koster:

(a) stromu na n vrcholech,

(b) kru¾nice Cn,

(c) grafu, který vznikne, pøidáme-li k C2n tìtivu spojující dva vrcholy ve vzdá-

lenosti n.

4.2 Nech» M2n je graf tvoøený n disjunktními hranami na 2n vrcholech. Urèete

poèet koster grafu G, který vznikne pøidáním nového vrcholu a jeho spojením s

ka¾dým vrcholem z V (M2n). (G je tedy n trojúhelníkù slepených \za vrchol".)

4.3 Urèete poèet koster následujících grafù.

a) b)
c) d)

Problémy

4.4 Nech» G je graf na mno¾inì vrcholù f 1; : : : ; n g [ f v; w g, v nìm¾ je ka¾dý

vrchol z f 1; : : : ; n g spojen hranou jak s v, tak s w, a jiné hrany G nemá. Urèete

(a) poèet koster grafu G,

(b) poèet koster grafu G+ fv; wg, který vznikne z G pøidáním hrany fv; wg.
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5 Dijkstrùv algoritmus

5.1 Najdìte Dijkstrovým algoritmem minimální cestu z vrcholu u do vrcholu v

v následujících grafech:

1

5

2014
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3 12

4

7
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1

13

7 8
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u

v

u

v

2 8

16 7

12 15

1

11

6
14

6 6

1

12

415

3 5

b)

38

1

3

5

8 7

1 11

4 4

12

4 3

1 8 5 10

8 1 17

7

u v

c)
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6 Distanèní matice

6.1 Najdìte w-distanèní matici Dw( ~G) ohodnoceného orientovaného grafu ~G,

který je dán následující maticí sousednosti:

(a)

W ( ~G) =

0
BB@

0 3 1 0

1 0 0 3

8 2 0 2

0 7 6 0

1
CCA

(b)

W ( ~G) =

0
BBBB@

0 0 1 9 7

9 0 10 3 3

4 7 0 4 11

0 5 2 0 0

6 6 0 1 0

1
CCCCA

(c)

W ( ~G) =

0
BBBB@

0 1 2 3 4

4 0 1 2 3

3 4 0 1 2

2 3 4 0 1

1 2 3 4 0

1
CCCCA
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7 Maximální tok

7.1 Najdìte maximální tok z uzlu z do uzlu s v síti G a ovìøte podmínky

maximality:
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8 Hu�manùv kód

9 Lineární prostory grafu

10 Kritická cesta
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11 Øe¹ení

1.1 a) ano, maximální prvky jsou a; d, minimální b; f ; b) ne

1.2 a) symetrická, antisymetrická, tranzitivní; b) jen reexívní; c) reexívní,

symetrická, tranzitivní, ekvivalence

1.3 a) nejvìt¹í prvek je 60, nejmen¹í nemá; b) nejvìt¹í nemá, nejmen¹í je 2

1.4 (X;R) je v¾dy svaz, ale napø. f 1; 2; 3g s obvyklým uspoøádáním není Boo-

leova algebra.

1.5 a) není svaz; b) je svaz, ale není distributivní; c) je Booleova algebra

2.1 a) ne; b) ano; c) ano

2.2

f(x; y; z) = �xyz + x�y�z + x�yz + xyz = (x + y + z)(x + y + �z)(x + �y + �z)(�x+ �y + z);

g(x; y; z) = �x�y�z + �xy�z + �xyz + x�yz + xyz = (x+ y + �z)(�x + y + z)(�x + �y + z)

2.3 f1(x; y; z) = (�x + �y + z)(�x + y + �z); f2(x; y; z) = (x+ y + z)(�x + �y + �z)

3.1 a) ano; b) ne (lichý poèet lichých vrcholù); c) ano

a) c)

4.1 a) 1; b) n; c) n(n+ 2)

4.2 3n

4.3 a) 8; b) 21; c) 75; d) 384

5.1 váhy minimálních cest: a) 22; b) 21; c) 21

6.1 a)

0
BB@

0 3 1 3

1 0 2 3

3 2 0 2

8 7 6 0

1
CCA; b)

0
BBBB@

0 8 1 5 7

9 0 5 3 3

4 7 0 4 10

6 5 2 0 8

6 6 3 1 0

1
CCCCA
; c)

0
BBBB@

0 1 2 3 4

4 0 1 2 3

3 4 0 1 2

2 3 4 0 1

1 2 3 4 0

1
CCCCA

7.1 velikosti maximálních tokù: a) 4; b) 11; c) 19
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