Rekurze a zasobnik

Jak se ,,vypocita“ rekurzivni program?

volani metody

vySSi adresy msin() |

—>retl

}

A 4

void fA() {

fB(); //push ret2
—»ret2 .«

return //pop
}

A 4

void £B() {

return //pop
}

|

—_——

retl
ret2

nizsi adresy

fA(); //push retl «—




Rekurzivni volani metody

volani rekurzivni metody z metody main ()

vstup do metody

nula nebo vice rekurzivnich volani

dosazeni zakladniho pfipadu a nasledné vystupy z rekurzivnich
volani az po navrat do metody main ()



class Faktorial {
public static void main (String[] args) {
int n = Integer.parselInt(args[0]);
System.out.println(n+"! = "+£f(n)); // volani
// rekurzivni metody £, ulozeni do zasobniku
// parametru n a adresy pro navrat

static int f£(int n) {
if (n > 1) // vstup, rozhodnuti nastal-li
// zakladni prfipad
return n * £(--n); // rekurzivni wvolani,
// do zasobniku vloZime parametr
// n-1 a adresu nasobeni

else
return 1;// jsme na zakladnim p¥ipadu a
// vykoname vystup, pficemz podle
// adresy v zaznamu na vrcholu
// zasobniku pokracdujeme nasobenim
// nebo navratem do metody main ()




Eliminace rekurze uzivatelskym zasobnikem

Aktivacni zaznam

par - parametr pro faktoril

segmentKodu - indikace pokracovani vypoctu s hodnotami
navrat - skonceni rekurze
nasobeni - vypocet faktorialu pfi vystupu z rekurzivniho volani

class AZaznam {

int par;
int segmentKodu;

AZaznam(int parametr, int segment) ({
par = parametr;
segmentKodu = segment;

}

vstup do rekurzivni metody zjiStuje hodnotu parametru
- if (n > 1)..

Cteni prvku na vrcholu zasobniku (ne pop) - top



class AZasobnik {

private AZaznam[] z;
private int wvrchol;
final int maxN=10;

AZasobnik () {
z = new AZaznam[maxN] ;

vrchol = -1;

void push (AZaznam ref)
z[++vrchol] = ref;

}

AZaznam pop () {
return z|[vrchol--];

}

AZaznam top() {
return z[vrchol];
}
}



Schéma vypoctu programu Faktorial

1:volani
PUSH(n,navrat)

:vstup
TOP
par?

vysledek=1

3:rekurzivni
volani
PUSH(par-1,
ndsobeni)

A 4

5:vystup
POP
segmentKodu?

v

6:navrat
vysledek n!

A

4:nasobeni
TOP
vysledek=
vysledek*par




class ZFaktorial {

static int n;

static int vysledek;
static AZasobnik azasob;
static int segment;
static AZaznam azaz;

public static void main(String[] args) {
n=7;
faktorial() ;
System.out.println(n + "! = " + vysledek);

}

static void faktorial() {
azasob = new AZasobnik() ;
segment = 1;
while (pokracuj())

4



static boolean pokracuj() ({
switch (segment) {
case 1: // volani
azaz = new AZaznam(n,6);
azasob.push (azaz) ;
segment = 2;
break;
case 2: // vstu
azaz = azasob.top()
if (azaz.par > 1)
segment = 3;
else {
vysledek = 1;
segment = 5;
}
break;
case 3: // rekurzivni volani
AZaznam novyZaznam = new
AZaznam(azaz.par - 1, 4);
azasob.push (novyZaznam) ;
segment = 2;
break;
case 4: // nasobeni
azaz = azasob.top()
vysledek = vysledek * azaz.par;
segment = 5;
break;
case 5: // vystup
azaz = azasob.pop();
segment = azaz.segmentKodu;
break;
case 6: // navrat
return false;

}

return true;

}



program je mozné dale upravit

VypocCet 0! //hodnoty na zacatku ptipadd, vétve

volani: vysledek= Z:()

vstup: vysledek= Z: ( [O,navrat] )

vystup: vysledek=1 Z: ( [O,navrat] )

navrat: vysledek=1 Z: ()

Vypocet 2!

volani: vysledek= Z:()

vstup: vysledek= Z:( [2,navrat] )

rekurzivni volani: vysledek= Z:( [2,navrat] )

vstup: vysledek= Z:( [2,navrat] [1,nasobeni] )
vystup: vysledek=1 Z:( [2,navrat] [1,nasobeni] )
nasobeni: vysledek=1 Z:( [2,navrat])

vystup: vysledek=2 Z:( [2,navrat] )

navrat: vysledek=2 Z:()



ADT Strom (tree)

Priklady
- rodokmen (family tree)
- vylu€ovaci systém soutézi (turnaj)

- aritmeticky vyraz
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Zakladni pojmy

vrchol - prvek ADT strom

hrana - spojeni dvou vrcholu

Strom
a) Jeden vrchol je strom. Tento vrchol se nazyva koren stromu.

b) Necht x je vrchol a T1, T2, ..., Tn jsou stromy. Strom je vrchol x
spojeny s kofeny stromt T1, T2, ..., Tn a x je kofenem.

T1, T2, ..., Tn - podstromy
kofeny T1, T2, ..., Tn — naslednici (synové) vrcholu x

vrchol x - predchtidce (otec) kofenu T1, T2, ..., Tn

prazdna mnozina prvku - strom



list — vrchol bez naslednikl

vnitini vrchol — vrchol, ktery neni listem

cesta - posloupnost vrcholu, ve které po sobé jdouci vrcholy jsou
spojeny hranou

délka cesty - poCet hran cesty
Ke kazdému vrcholu je z korene pravé jedna cesta.

hloubka vrcholu ve stromé (uroven, na které se nachazi) - délka
cesty z kofene k vrcholu

Uroveri (hloubka) kofene stromu je nulova.

vysSka stromu - maximalni hloubka vrcholu stromu



Naslednici muzou byt usporadani.

Binarni strom je prazdny strom anebo vrchol, ktery ma levy a
pravy podstrom, které jsou binarni stromy.



Implementace polem

Pozice vrcholu uplného binarniho stromu Ize ocislovat:
kofenu pfifadime 1

levému nasledniku 2

pravému nasledniku 3

pokraCujeme na kazdé urovni zleva az do konce

pozice = index prvku pole

je-li na ni vrchol — kli¢

neni-li — napf. -1

Ma-li vrchol hodnotu indexu i, potom

levy naslednik ma index 2i

pravy naslednik ma index 2i + 1

predchlidce, pokud existuje, ma index i/2 (celoCiselné).

- musime vytvofit pole pro predpokladanou maximalni velikost
stromu

- navic musi obsahovat i prvky pro pozice neobsazené vrcholy
Poznamka: Uvedené vztahy plati, ma-li kofen stromu index 1. Pokud

bychom kotfen umistnili do prvku pole s indexem 0, tyto vztahy nutno
upravit.



Implementace spojovou strukturou

class Vrchol {
int klic;
Vrchol levy;
Vrchol pravy;

void tiskVrcholu() {
System.out.print (klic+” ") ;

}
}

Piimy prichod (preorder) navstivime vrchol, potom levy a pravy
podstrom

Vnitini prichod (inorder) navstivime levy podstrom, vrchol a pravy
podstrom

Zpétny pruchod (postorder) navstivime levy a pravy podstrom a
potom vrchol



Rekurzivni prichod stromem
preorder:
void pruchodR (Vrchol v) {
if (v == null)
return;
v.tiskVrcholu() ;

pruchodR (v. levy) ;
pruchodR (v.pravy) ;

}

Vrchol koren;
pruchodR (koren) ;

inorder: posunutim radku s tiskem mezi rekurzivni volani
postorder: posunutim za obé rekurzivni

Cas prachodu stromem:

T(0) = Cpor

T(n) = T(m) + T(n-m-1) + Cpor + Ciisk pron>0

T(n) = (2Cpor + Ciisk)N + Cpor

Cas prlichodu stromem je ©(n).



Nerekurzivni implementace prichodu

1. Do zasobniku vlozime prochazeny strom
2. Dokud zasobnik neni prazdny, v cyklu vybereme prvek ze
zasobniku a je-li nim kli€ vytiskneme ho, jinak do zasobniku vlozime

pro preorder: pravy podstrom, levy podstrom, kli€ vrcholu
pro inorder: pravy podstrom, kliC vrcholu, levy podstrom

pro postorder: kli€ vrcholu, pravy podstrom, levy podstrom

Nerekurzivni preorder

Pro preorder prichod je pfi vkladani jako posledni vioZzen kli¢ a ten
je tedy na zaCatku uvedeného cyklu vybran a vytisknut.

void pruchod (Vrchol v) {
VZasobnik z = new VZasobnik () ;
z.push (v) ;
while ('z.jePrazdny()) {
v = z.pop() ;
v.tiskVrcholu() ;
if (v.pravy '= null) z.push(v.pravy):;
if (v.levy !'= null) z.push(v.levy)
}
}



Pruchod po urovnich (level order)

void pruchod (Vrchol v) ({
VFronta £ = new VFronta() ;
f.vloz(v);
while ('f.jePrazdna()) {
v = f.vyber (),
v.tiskVrcholu() ;
if (v.levy !'= null) f.vloz(v.levy);,
if (v.pravy '= null) f.vloz(v.pravy);
}
}



Binarni vyhledavaci stromy (BVS)

usporadana mnozina

vyhledani vlozeni
implementace polem O(log n) O(n)
implementace seznamem O(n) O(n)

Je lepSi implementace ?

Prvky ve vrcholech BVS spliuji BVS vlastnost:

Necht x je vrchol stromu.

Je-li y vrchol v levém podstromu, potom y.kli¢ < x.KIicC.
Je-li y vrchol v pravém podstromu, potom y.kli¢ > x.Klic.

(klice vSech prvka jsou riizné)



vyhledani dat ulozenych ve vrcholu

private class DVrchol ({
int klic;
String data;
DVrchol levy;
DVrchol pravy;

DVrchol (int klic, String data) {
this.klic = klic;
this.data = data;

}

void tiskVrcholu() ({
System.out.print (data+” “);

}

BVS strom

private DVrchol koren;

prazdny strom

koren == null



signatura metody hledej

String hledej (int)

rekurzivni implementace

private String hledejR(DVrchol v, int klic)
if (v == null)
return null;
if (klic == v.klic)
return v.data;
if (klic < v.klic)
return hledejR(v.levy, klic);
else
return hledejR(v.pravy, klic);

}

String hledej(int klic) {
return hledejR(koren, klic);
}

odstranéni koncoveé rekurze

String hledej (int klic) ({
DVrchol x = koren;
while (x '= null && klic '= x.klic)
if (klic < x.klic )
x = x.levy;
else
X = xX.pravy;
return x == null ? null : x.data;

{



nalezeni minimalniho a maximalniho prvku (neprazdného BVS)

int minKlic () {
DVrchol x = koren;
while (x.levy != null)
X = x.levy;
return x.klic;

int maxKlic () {
DVrchol x = koren;
while (x.pravy !'= null)
X = xX.pravy;
return x.klic;



vlozeni a vybér prvku

predch - ukazatel na pfedchudce

private class DVrchol ({
int klic;
String data;
DVrchol levy;
DVrchol pravy;
DVrchol predch;

DVrchol (int klic, String data) {
this.klic = klic;
this.data = data;

}

void tiskVrcholu() {
System.out.print (data+" ");

}



signatura metody vloz

void vloz (int, String)

void vloz (int klic, String data) {
DVrchol x = koren, predch = null;
while (x !'= null ) {
predch = x;
if (klic < x.klic)
X = x.levy;
else
X = xX.pravy;
}
DVrchol z = new DVrchol (klic, data);
z .predch = predch;
if (predch == null)
koren = z;
else if (klic < predch.klic)
predch.levy = z;
else
predch.pravy = z;

Prachod inorder BVS vytiskne tyto prvky usporadané vzestupné
podle klice.



vybér prvku — list



vybér prvku — vnitini prvek s jednim naslednikem
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vybér prvku — vnitini prvek se dvéma masledniky
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signatura metody vyber
void wvyber (int)

void wvyber (int klic) {
// najdeme vrchol z na vylouceni
DVrchol z = koren;
while (z !'= null && klic '= z.klic)
if (klic < z.klic )
z = z.levy;
else
zZ = z.pravy;
// urcime vrchol y na odstraneni
DVrchol y = z;
if (z.levy '= null && z.pravy !'= null) {
Yy = z.pravy;
while (y.levy !'= null)
y = y.levy;
}
// x ukazuje na naslednika y anebo je null,
// kdyz nema zadneho naslednika
DVrchol x;
if (y.levy !'= null)
x = y.levy;
else
X = y.pravy;
// modifikaci y.predch a x odpojime y
if (x !'= null)
x.predch = y.predch;
if (y.predch == null)
koren = x;
else
if (y == y.predch.levy)
y.predch.levy = x;
else
y .predch.pravy = x;



// nebyl-1i odpojen z, skopirujeme klic a
// data

if (y '= z) {
z.klic = y.klic;
z.data = y.data;

}

// uvolnime y
y = null;



Vlastnosti BVS

h — vysSka BVS
slozitost hledani a vkladani je O(h)

N — pocet prvku (vrchold)

nejhorsi pripad: h=N-1
slozitost je O(N)

nejlepsi pripad:
kromé posledni urovng, jsou zaplnény vSsechny vySSi urovné

o< N < 2

h =log, N
slozitost je O(log N)



obecné:

pramérna hloubka vrcholu — hledaného/vkladaného

soucet délek cest k vrcholum BVS /N

kofen BVS - i-ty nejvétsi prvek

I-ty nejvétsi prvek

ji-1 vrcholu

N-i vrcholu

Pn - pramérny soucet délek cest BVS s N vrcholy

Py = Z(P/.1+i—1+PN-/+N —i)

1<isN

1
N

Pn = 2N In N =1,39N log> N

prumérny hloubka vrcholu pro prumérny pripad: Py/ N
slozitost je O(log N)



Poznamky:

Vybér prvku Ize ucinit nékolika zpusoby, vedou vSak k tomu, Ze
strom po odstranéni neztstava nahodnym, nékdy se primérna
hloubka zméni na VN .

Moznym feSenim je ozna it vybrany prvek jako neplatny, napfiklad
pouzitim logické &lenské promé&nné. Casto v aplikaci nemame
mnoho vybranych prvkd a dokonce mizZou byt uzite€né pokud by jich
bylo pozdéji opét potreba.

DalSi technikou je vytvoreni nového stromu pro platné prvky, dosahl-
li poCet neplatnych vrcholl néjakou mez, co je také ¢asty zplsob
prace s datovymi strukturami.

Vyvazené stromy — nejhorsi pripad operaci je O(log N).
(cesta z kofene ke kazdému listu neni o moc delSi nez k ostatnim)

http://java.sun.com/j2se/1.5.0/docs/api/java/util/TreeMap.html




Odpovida kazdé permutaci N prvku rizny BVS?

Ulozme prvky posloupnosti do mfizky tak, ze radek odpovida
hodnoté a sloupec poloze

Priklad
3,524,1
X X x x 1
X X 2 X X
3 X X X X
X X X 4 x
X 5 X x X

- mfizkova reprezentace BVS

Vyménou sloupci odpovidajicich vrcholim nad a pod
libovolnym vrcholem se vyhledavaci strom nezméni,
posloupnost ano.

X x x 1 x
X X 2 X X
3 X X X X
X X X X 4
X 5 X X X
3,5,2,1,4

Pocet vSech posloupnosti z N prvkl je N!

Poget rliznych binarnich strom@ s N vrcholy je ~ 4"A/(TN)
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