VYPOCITATELNOST A VYPOCTOVA
SLOZITOST

,computational problem solving*
Problém: fazeni

Algoritmus:
-vybérem
-vkladanim
-bublinkové
-Shellovo
-haldou
-sluéovanim
-délenim

Datova struktura:
- pole
-SpoOjovy sezham

Program = Algoritmus + Datova struktura
(Niklaus Wirth)

Analyza algoritmu
-O(N?), O(N"*), O(N log:N), ...??2?
-mUze pro problém fazeni existovat asymptoticky lepSi
algoritmus ?7?7?



,Beside merely being a finite set of rules that gives a sequence
of operations for solving a specific type of problem, algorithm
has ...”

(D. Knuth: The Art of Computer Programming, Volume 1, p.4)

- algoritmus resi problém

- vime co je algoritmus

- existuje pro (nalezeni) feSeni daného problému algoritmus?
- jaky algoritmus pro (nalezeni) feSeni daného problému je

,nejlepsi“?
- jak slozity/tézky je problém

- umime formalizovat pojem problém?

Problém je binarni relace nad mnoZzinou vstupu a mnozinou
vystupd.



Kartézsky soucin mnozin
AxB
mnozina, ktera obsahuje vSechny usporadané dvojice, ve

kterych je prvni polozka prvkem mnoziny A a druha polozka je
prvkem mnoziny B

A ={Vit, Jan, Ivo }
B = { Hana, Dana }

AxB

Hana

Dana

Vit Jan Ivo

R x R kartézsky soufadnicovy systém



Binarni relace

libovolna podmnozina kartézského souc€inu dvou mnozin

relace tancoval s

Hana
Dana |
Vit Jan Ivo
A B
Vit Hana
Jan Dana
Jan Hana

zobrazeni/funkce

relace on miluje ji

Hana

Dana

Vit Jan Ivo



Abstrakce (formalizace) problému

Abstraktni problém Q definujeme jako binarni relaci nad
mnozinou instanci problému | a mnozinou feseni S.

(Problém je binarni relace nad mnozinou vstupl a mnozinou
vystupu.)
Problém fazeni :

vstup (genericky) — posloupnost
vstup (specificky) — konkrétni posloupnost/instance

vystup - reSeni

| - vS8echny (kone€né) posloupnosti
S - vSechny usporadané posloupnosti

| S
1 |
2
1,1 1.1
1.2 1,
2.1 1.2
2.2 2.2

- relace je funkce



Problém: nalezeni nejkratsi cesty v grafu

Instance: graf a dva jeho vrcholy
Reseni: posloupnost vrcholl na nejkratsi cesté

Relace neni funkce

Algoritmicka resitelnost problémi
Existuje pro kazdy problém algoritmus?

- zUZime mnoZzinu vSech problému

- mnozina feSeni: S ={ano,ne}

- relace je funkce

- rozhodovaci problémy

obecny problém vs. (odpovidajici) rozhodovaci problém

problém fazeni - odpovidajici rozhodovaci problém

I S

1 ano
2 ano
1,1 ano
1,2 ano
2,1 ne
2,2 ano

zname-li feSeni rozhodovaciho problému umime fesit
odpovidajici obecny problém (mozna neefektivné, ale umime)



Pocitac

Instance: vstup programu, jeho kédovani muzeme
interpretovat jako celé Cislo (mozna velmi veliké)

Reseni: vystup program, miizeme kddovat 1=ano, O=ne

Rozhodovaci problém je funkce f: N — {0, 1}

Problém: Je zadané prirozené cislo liché?

ImeN 1 2 3 4 5 6
Sifm) 1 0 1 0 1 0

Algoritmy:

int jeLichel(int n) {
return n%2;

}

int jeLiche2(int n) {
for( ; n>1; 1-=2)
+

Existuje (opét) vic nez jeden algoritmus feseni problémul!



At existuje problém nefreSitelny JVM.
Je fesSitelny v jiném jazyku ??7?
Jiné vyjadfeni algoritmu:

Alan Turing: Turingovy stroje
Alonzo Church: lambda-kalkulus

Churchova — Turingova teze: kazdy algoritmus muze byt
vykonan Turingovym strojem

Kazdy program v konvenénich programovacich jazycich mize
byt transformovan na Turingtlv stroj a naopak.

Konvencéni programovaci jazyky, a také Java, jsou dostatecné
pro vyjadreni jakéhokoliv algoritmu.

Churchova — Turingova teze nemutize byt dokazana.

Muze byt vyvracena, bude-li objevena metoda, akceptovana
jako algoritmus, ktery nebude mozno vykonat Turingovym
strojem.

Existuje-li tedy rozhodovaci problém, pro jehoz feSeni
neexistuje program napfiklad v Javé, potom je tento problém
algoritmicky nefesitelny a naopak.



VSechny rozhodovaci programy v Javeé jako cela Cisla:
P1,P2,...,Pn....

Vstup: interpretovany jako celé Cislo 1, 2, ..., k, ...

Vystup: Pn(k)< {0, 1}.

1 2 k
P1 PI(1) P1Q2) .. P1(k)
P2 P2(1) P22) .. P2(k)
Pn Pn(l)  PnQ) .. Pn(k)

Existuje-li pro rozhodovaci problém f: N — {0, 1} algoritmus,
potom musi existovat radek Px ,Pxk) =fk), k=1, 2, ...

jeLichel() a jeLiche2().

1 2 k
P1 P1(1) P1(2) P1(k)
P2 P2(1) P2(2) P2(k)
jeLichel 1 0
jeLiche2 1 0

Pn Pn(l)  Pn@2) .. Pn(k)



At problém D je definovan:
Dk) = 1 je-li Pkk)=20
0 je-li Pkk) =1
Nemuze byt vypocten Zadnym programem Pk !!!

P1, protoze D(1) #P1(1)
P2, protoze D(2) #P2(2)

Pn protoze D(n) # Pn(n)

Pro rozhodovaci problém D, neexistuje v Javé zadny
program a tedy ani zadny algoritmus.

Existuji problémy algoritmicky neresSitelné
(nerozhodnutelné).



Prvni algoritmicky nerozhodnutelny problém ukazal v roce 1936
Alan Turing - halting problem, problém zastaveni

Vstup: Program P v Javé reprezentovan jako celé Cislo a jeho
vstup reprezentovan takeé jako celé Cislo

Vystup: 1 kdyz se program P zastavi , 0 kdyz se program P

nezastavi

Existuje v Javé program, ktery vypogita (fesi) problém
zastaveni?

J1,J2, ..., In, ... vSechny programy v Javé
1,2, 3, ... reprezentace vstupl

prvek (In, k) = vystup Jn pro vstup k / ? kdyz nezastavi

1 2 3 4
Jl. 5 4 ? 8
J2. 7 ? 7 3
J3 4 2 6 ?
J4 5 9 ? ?
D 6 0 7 0

Necht existuje algoritmus (program) pro rozhodnuti zda se
program Jn pro vstup k zastavi nebo ne.



Potom existuje program D:

vystup programu D(k) = Jk(k) + 1, kdyz zastavi
0, kdyz Jk(k) nezastavi

int D (int Jk, int k) {
iIT (zastavi (Jk, k)) return (Jk(k) + 1);
else return O;

+

- D musi byt jednim z programu J1, J2, ..., In, ...

- nemuze, protoze jeho vystup D) je rlizny od Jk(k)
spor

- jediny predpoklad byl existence metody

boolean zastavi(int Jk, Int k)

Pro problém zastaveni tedy neexistuje v Javé program, a tim ani
zadny algoritmus a problém zastaveni je algoritmicky
nerozhodnutelny.



Jiny zpusob:

boolean zastavi(int J, int w) {
return //program J pro vstup w se zastavi
by

// true — J(w) zastavi
// false - J(w)nezastavi

void cyklujKdyzZastavi(int J, int w) {
iIT (zastavi(J, w))
for ( ;5 5 );

ZACNI

Yy

ano 4STAVi? ne
T | ZASTAV




Uvazujme program, ktery vola metodu cyklujKdyzZastavi ()
s parametry jenz jsou jeji celoCiselné reprezentace.

public static void main(String args[]) {
cyklujKdyzZastavi ((int)cyklujKdyzZastavi,
(int)cyklujKdyzZastavi))

Kdyz volani

zastavi(cyklujKdyzZastavi, cyklujKdyzZastavi)
v cyklujKdyzZastavi ()

vrati false (tedy cyklujKdyzZastavi () nezastavi),
cyklujKdyzZastavi () zastavi

Kdyz volani

zastavi(cyklujKdyzZastavi, cyklujKdyzZastavi)
v cyklujKdyzZastavi ()

vrati true (tedy cyklujKdyzZastavi ()zastavi),
cyklujKdyzZastavi ()nezastavi - cykluje

spor

- jediny predpoklad byl existence metody
boolean zastavi(int J, int w)



Dolni omezeni pro porovnavaci razeni

- hledame dolni omezeni f(n) poCtu porovnani T(n) vSech
porovnavacich algoritmu fazeni, f(n) < T(n)

- prvky posloupnosti ay, ay, ..., an

rozhodovaci strom =
vnitfni vrcholy - porovnavané prvky (indexy)
listy - permutace v8ech prvku (indexud) pUvodni
posloupnosti, ktera je sefazena

rozhodovaci stromu pro fazeni a4, a,, azvkladanim

4,7,2 — 2,4,7



- jakykoliv spravny algoritmus musi vytvorit kazdou z n!
permutaci prvkl pavodni posloupnosti.

- kazda z nich musi byt alespon v jednom liste.

- nejhorsSim pripadem poctu porovnani vykonanych algoritmem
fazeni je nejdelSi cesta od kofene stromu K listu, je tedy roven
vySce stromu

T(n) = h

- at rozhodovaci strom o vy$ce h ma / (el) list(i, potom [ < 2"

- listd musi byt alespon tolik kolik je permutaci, n! <1/
nl</<2

log> (n!) < h = T(n)

n! = (n/e)"

log.(n!)=n*log, n— n* log e,

- dolni omezeni pro nejhorsi pfipad: Q(n*log. n).

- pro fazeni haldou a slu€ovanim je horni omezeni Casu
vypoctu O(n*log, n)

- tato fazeni jsou asymptoticky optimalni



Klasifikace problém

- algoritmicky fesSitelné a algoritmicky nefesitelné

- vétsina nasich algoritm(i méla ¢asovou naroénost O(n®) pro
néjakou konstantu k, tj. polynomialni

- jsou i reSitelné problémy, o nichz vime, Ze nemaji algoritmus
s polynomialnim €¢asem vypoctu; problém Hanojskych vézi
vyzaduje minimalni pocet presunt disku je 2" — 1

- problémy, které jsou reSitelné v polynomialnim ¢ase povazujeme
za zvladnutelné, nebo-li lehké

- problémy, které vyzaduji superpolynomialni Cas povazujeme za
nezvladnutelné, nebo-li tézkeé

- jako pfi zkoumani feSitelnosti problémuUd se omezime na
rozhodovaci problémy



- mnoho prakticky dalezitych problému jsou optimalizaéni
problémy, kdy vystupem je hodnota, ktera nejlépe splfiuje zadana
kritéria

Problém NEJKRATSI_CESTA:
V grafu G je ukolem najit mezi jeho vrcholy u a v cestu s nejmensim
poCtem hran.

optimaliza¢ni problém vs. rozhodovaci problém

NEJKRATSI_CESTA CESTA

Problém CESTA:

Existuje v daném grafu G mezi vrcholy u av cesta majici délku
nejvice Kk hran.

- vyfedenim problému NEJKRATSI CESTA (optimalizaéni) a
porovnanim nalezené hodnoty s k mame feseni problému CESTA
(rozhodovaci)

- rozhodovaci problém je ,,leh€i“ nebo alespon neni ,,tézsi*“ nez
problém optimalizaéni

- je-li rozhodovaci problém tézky, je i optimalizacni problém je
tézky



Koédovani

- pro feSeni abstraktniho problému na pocitaci jeho instance musi
byt kédovana do binarnich fetézcu

- problém v tomto tvaru nazyvame konkrétni

Konkrétni problém je feSitelny v polynomialnim Case, existuje-li
algoritmus, ktery ho fesi v &ase O(n”).

Trida problému slozitosti P je mnozina konkrétnich problémi
reSitelnych v polynomialnim ¢ase.

Koédovani a ¢as vypoctu
1. Zjisteni hrany mezi dvéma vrcholy grafu:
Je-li graf zakodovan matici sousednosti je €as vypoctu ©(1).

Je-li graf zakddovan seznamy sousednosti je ¢as vypoctu ©(n),
kden=|V]|.



2. Méjme algoritmus, kterého vstup je celé €islo k a €asova
naroénost je O(k):

- velikost vstupu n takovych algoritmu vyjadfujeme poctem znaku
pro jeho reprezentaci

- v unarni reprezentaci (Rimané ji pouzili pro k=1,2,3) to bude
fetézec k jedniCek, k=n
- Cas vypoctu bude polynomialni — ©(n).

- v kddovani v dvojkové soustavé, pro Cislo k délka vstupu bude
n=|log2k +1], k=2"
- ¢as vypoctu bude exponencialni - ©(2")

- budeme uvazovat standardni kodovani, tj. Cisla v dvojkové
soustavé a znaky v ASCI| kédu (Unicode).



Pro nékteré rozhodovaci problémy neumime nalézt feseni
v polynomialnim Case, ale existuje pro né polynomialni verifikaéni
algoritmus.

Verifikacni algoritmus ovéfi feSeni pro instanci problému na
zakladé poskytnutych dat, ktera nazveme certifikat.

Je zadana vyrokova formule splnitelna?

Instance problému: zadana formule PA—-Q v R
Certifikat: P = true, Q = false, R = false

Verifikace — vyhodnoceni

(algoritmus: vyhodnoceni 2" pravdivostnich pfifazeni n
proménnym)

Je v zadané mnoziné celych Cisel podmnozina, ktera ma
soucet prvkl rovny nule?

Instance problému: zadana mnozina {-7, -2, -3, 5, 6}

Certifikat { -2, -3, 5}

Verifikace — scitani

(algoritmus: vypocet souctt prvkd 2" podmnozin zadané mnoziny n
prvkl)

Problémy, pro které existuje polynomialni verifikaéni
algoritmus A(instance problému, certifikat), tvori tfidu
slozitosti NP — nedeterministicky polynomialni.



Vztah tridy P a tridy NP

Je-li néjaky problém ve tridé P, verifikacCni algoritmus A(instance
problemu, certifikat) ignoruje certifikat a jeho vystup je dan
polynomialnim algoritmem feSeni pro instatnci problému.

Priklad:

Problém: Je v grafu Gcestazudov?

Instance problému: G, u ,v

Verifika€ni algoritmus: polynomialni BFS(G, u) - nalezeni

dosazitelnych vrcholl, je v prvkem mnoziny dosazitelnych
vrcholt?

P NP

Je P vlastni podmnozZinou NP ?
Tato otazka se oznacCuje P # NP.

Neni znamo jestli P = NP.



