Razeni
Problém razeni:

Uspofadat mnozinu prvkl obsahujicich kli¢ podle definovaného
Kriteria.

AZ 30% Casu bézného pocitace.

Priklad:

Méjme zjistit zda jsou v posloupnosti prvkl, napfiklad celych
Cisel, duplicitni hodnoty.

Algoritmus:

boolean jeDuplikat(int [] a) {
for(int 1 = 0; i < a.length; i++)
for(int j =1 + 1; j < a.length; j++)
if(a[i] == a[j])
return false;
return true;

}

Casova slozitost? n-1+n-2+ ..+ 1



Vyuziti fazeni
Myslenka:
V sefazené posloupnosti staCi porovnat sousedy.

Casova slozitost ?  nlogn + n-1

Nez zacneme radit

Ve ) &4

algoritmus radici na misté (pamét’ pro fazené prvky +
konstanti pocet prvku) vs. dalsi pamét’
primé vs. neprimé fazeni - vhodna je metoda prvku
boolean jeMensi (Prvek)
class Prvek {

int klic;

public boolean jeMensi (Prvek v) {
return klic < v.klic;

}



vice kli¢u

Adam Novy
lvan Novak
Jan Novy
Josef Novacek
Karel Novy
Pavel Novak
Petr Novak

Roman Novadek

klicem kiestni jméno

Josef Novacek Josef Novacek
Roman Novacek Roman Novacek
lvan Novak Pavel Novak
Pavel Novak Ivan Novak
Petr Novak Petr Novak
Adam Novy Karel Novy
Jan Novy Adam Novy
Karel Novy Jan Novy

klicem prijmeni
stabilni razeni nestabilni razeni



Jak radime ?

- porovnavame hodnoty klicu (dosavadni algoritmy -
porovnavaci)

Jsou i jiné!

Pocitaci algoritmus — kli€e fazenych prvku maji hodnoty
pouze z mnoziny {0, 1, ..., k}

Zjednoduseni: klice vSech fazenych prvku jsou rtzné

MysSlenka:

Poradi frazeného prvku v sefazené posloupnosti je urCeno pocCtem
klici mensSich nebo rovnych jeho Klici.

k=9

6,3 8 5, 7,1

6 bude v sefazené posloupnosti Ctvrty prvek

H I 767 ] I



Algoritmus:

prvek pomocného pole s indexem i je 1, obsahuje-li fazena
polsoupnost KliC /, jinak je 0
(indexujeme od 0, velikost pole je k+17)

6,385 7,1

0 1 0 1 0 1 1 1 1 0

0 1 2 3 4 5 6 /7 8 9

vypocteme soucet hodnot prvkl tohoto pole na indexech 0 az i, coz
je pocet prvkd mensich nebo rovnych i, postupné proi=0,1,...,9

0 1 1 2 2 3 4 5 6 6

0 1 2 3 4 5 6 / 8 9

pofadi prvku s kliCem i v fazené posloupnosti je v sefazené
posloupnosti uréeno hodnotou prvku tohoto pole s indexem i

6,385, 7, 1

6 je Ctvrty , s o, 6,

3 je druhy , 3, , 6, ,
6, ,8

8 je sesty s



Program:

sefadme do prvkll b[1]azb[n] prvky a[l]aza[n],
pomocné pole c[0]azc[k]

0; 1i <=
0;

for (i
cl[i]

for (3 =1; J <=
cla[jl]l = 1;

for (1 =1, 1i <=
c[i] += c[i-1];

for (j =1; 3j <=
blc[a[]]l]l]l=al]]

Casova sloZitost ?

k;

n;

i++) //inicializace
//indexovano od 0

j++) //cl[a[j]] bude 1
//na indexech rovnych
//k1idtm v poli a[]

i++) //pocéet prvkd mensich
//nebo rovnych nez i

j++) //prvky pole a[] postupné
//ukladame na vypoctené
//indexy cl[a[j]]



Razeni haldou (Heapsort)
RazeniPoleHaldoul

1. v poli vytvofime haldu o dvou, tfech, ... prvcich - N log, N
2. nejvetsi prvek vymeénime s poslednim a obnovime haldu o jeden
prvek mensi - N log, N

Haldu muzeme vytvofit v linearnim Case!

RazeniPoleHaldou2
MysSlenka:

- metoda dolu () vytvori haldu, pro podstrom s kofenem
v kterémkoliv prvku stromu, pokud levy a pravy podstrom jsou haldy

- listy stromu jsou jednoprvkové haldy

- metodou dolu () postupné vytvorime haldy od prvku
a[pocet/2] az ke kofenu stromu, zespoda nahoru vytvofime
haldu nad polem s N prvky

void razeniHaldou2 () {
// vytvofime haldu
for (int i = pocet/2; i >= 1; i--)
dolu (i,pocet) ;
// seradime
for (int i = pocet; 1 > 1;) {
vymen (1,1i) ;
dolu(l,--1i);
}
}



Invariant vytvoreni haldy v poli (prvniho cyklus):

Na zaCatku kazdé iterace, vSechny vrcholy s indexy i+ 1, i + 2, ...,
pocet jsou koreny hald.

Inicializace: Pred prvni iteraci je i == pocet/2,tedyije
pfedchudcem posledniho listu - Zadny z nasledujicich vrcholl jiz
nema nasledniky, jsou tedy listy a tim kofeny jednoprvkovych hald.

Udrzovani: Naslednici vrcholu i maji indexy vétsi nez j, jsou tedy
haldami a metoda dolu() vytvofi haldu s kofenem i, pficemz
zachova haldy s kofeny i + 1, i + 2, ..., pocet. Dekrementovanim j
obnovime invariant pred dalSi iteraci.

Skonéeni: Po skonCeni je 1 == 0, a tedy kazdy vrcholi=1, 2, ...,
pocet je kofenem haldy a specielné je nim vrchol s indexem 1.

- Casova slozitost metody dolu () je O(log2N)
- pocCet volani je O(N)
- Casova slozitost vytvoreni haldy je omezena O(N log2N).



Je lepSi omezeni!

N=2"-1
metoda dolu()bude volana:

2"2 krat na stromy o vysce 1
2"3 krat na stromy o vysce 2

jednou pro koren stromu s vySkou n — 1

n-1 n-k-1 n
S k2™ =" _p_1<N
k=1

Ddkaz pro N # 2" — 1 je podobny.

Vzhledem na druhy cyklus, kde je n — 1 krat volana metoda dolu (),

ktera je O(logzN), Casova slozitosost razeniHaldou2() je
O(N log:N).



Shellovo razeni
Razeni vkladanim
Priklad:

Mé&jme posloupnost

4 2 v 6 3 9 8 5 1 0
T

vlozme postupné prvky 2, 7, ... az 5 do usporadanych
podposloupnosti pfed nimi

2 3 4 &6 6 7 8 9 1 0

Prvky 0 a 1 nyni pro dosazeni spravné pozice musi ,projit* temer
celou posloupnost — N prvkd.

Poznambka:
Razeni haldou — ,prochazime® log.N prvku.



MysSlenka (Donalda Shella z roku 1959) :

Cestu prvku ke spravné pozici skratime, serfadime-li vkladanim
prvky vzdalené h — prvky se posouvaji ne o jedno nybrz o h mist

- posloupnost je nyni organizovana jako h podposloupnosti
zacCinajicich prvky na pozicich 0, 1, ..., h-1, kazda obsahuijici
prvky vzdalené h

Pro h=4

4 2 7 6 3 9 8 5 7 0
4 2 7 6 3 9 8 5 1 0
4 2 7 6 3 9 8 5 1 0
4 2 7 6 3 9 8 6 1 0
Podposloupnosti fadime vkladanim

3 2 7 6 4 9 8 5 7 0
17 2 7 6 3 9 8 4 0
1 2 7 6 3 9 8 5 4 0
1 0 7 6 2 8 5 4 9
1 0 7 6 3 2 & 5 4 9




- ziskané posloupnosti fikame, Ze je h (4) sefazena
- 0 a 1 jsou témeér na svych mistech

- velké h, posuneme prvky na velkou vzdalenost.

- postup opakujeme pro klesajici posloupnost hodnot h az k 1

- pro h = 1, pujde o fazeni vkladanim, ale prvky budou blizko svym
koneCnym mistiim

Jaka ma byt posloupnost hodnot h?

- Shell navrhnul pro posloupnost s N prvky zacit s N/2 a postupné
tuto hodnotu pulit dokud nedosahne 1

- prvky na sudych pozicich nejsou porovnany s prvky na lichych

pozicich az do posledniho prichodu

- Knuth navrhnul zvolit zaatecCni vzdalenost pfiblizné tfetinovou a
postupné ji delit tfemi, pfesnéji, Cislatvaru 3i+ 1,i=0, 1, ... .

14 13 40 121 364 1093 3280 ...



Implementace:

- pro danou vzdalenost h jsou jednotlivé podposloupnosti navzajem
nezavislé

- v prvni podposloupnosti vlozime druhy prvek (s indexem h) na
spravne misto

- ve druhé podposloupnosti vlozime druhy prvek (s indexem h+17) na
spravné misto

- v h-té podposloupnosti vlozime druhy prvek na spravné misto

- v prvni podposloupnosti vlozime tfeti prvek (s indexem 2h) na
spravné misto

4 2 7 6 3 9 8 5 1 0
3 2 7 6 4 9 8 5 1 0
3 2 7 6 4 9 8 5 1 0
3 2 7 6 4 9 8 5 1 0
3 2 7 &5 4 9 8 6 1 0
1 2 7 5 3 9 8 6 4 0
1 0 5 3 2 8 6 4 9

1 o 7 & 3 2 8 6 4 9

- dostali jsme stejnou 4 sefazenou posloupnost



class RazeniShell {

private int[] a;
private int pocet;
final int maxN=10;

RazeniShell () {
a = new int[maxN];
pocet = 0;

}

void nactiPrvek (int klic) {
a[pocet++] = klic;
}

void tiskPole() {
for(int 1 = 0; i < pocet; i++)
System.out.print(a[i]+" "),
System.out.println(" ");
}

void razeniShell () {
int h = 1;
while (h <= pocet/3)
h = 3*h + 1;
for( ; h > 0; h /= 3)
for (int i = h; 1 < pocet; i++) {
int j = 1;
int v = a[i];
while(j >= h && v < a[j-h]) {
a[j] = al[j-h]l;
j -= h;
}

afj] = v;



Slozitost:
- obecné reseni neni dosud znamo

- neni ani znama dokazatelné nejlepsi posloupnost vzdalenosti i
kdyz nékteré posloupnosti v praktickych aplikacich se dobfe
osveédcuji

- Knuth zjistil, Ze N"*° je dobré omezeni

Shellovo fazeni je nejjednodussi efektivni fazeni (i kdyz ne
nejefektivnéjsi) a miaze byt proto prvni volbou v praktickych

aplikacich, zejména pro rozsah fazenych posloupnosti v fadu do
desitek tisic prvka.

Shelltv algoritmus je hezkym pfikladem jednoduchého algoritmu,
jehoz analyza je velice slozita.



Razeni délenim (Quicksort)

- algoritmus fazeni délenim je pravdépodobné nejpouzivanéjsi
algoritmus razeni
- objeven C.A.R. Hoarem v roce 1960 a ma mnoho verzi

void razeniDelenimR(int 1, int p) {
if(p <= 1) return;
int i = deleni(1l,p);
razeniDelenimR (1, i-1);
razeniDelenimR (i+1l, p);

Myslenka déleni:

Rozdélit prvky v poli tak, aby vlevo byly hodnoty mensi a vpravo
vétSi nez délici hodnota — pivot.

MysSlenka fazeni:

1. Prvek a[i] je na své spravné konecCné pozici.

2. Sefadime prvky a[l], ..., a[i-1], které jsou menSi nebo
rovny a[i] .

3. Sefadime prvky a[i+1], ..., al[pl, které jsou vétSi nebo
rovny a[i] .

Poznamka: 1 je pismeno (levy), 1 je jednicka

- algoritmus seradi prvky pole, at’ zvolime jako délici prvek kterykoliv
prvek fazeného pole.



- zvolme délicim prvkem a[p]

mensi nebo rovny v vétSi nebo rovny v

| | v]

1 — 1 ] P

- index i prochazi prvky pole zleva a index j zprava
- prochazeni zastavime, kdyz neni splnéna podminka déleni
- prvky vyménime a pokraCujeme v prochazeni

- kdyZz se indexy prochazeni zleva a zprava zkfizi, vyménime a[p]s
prvkem, jenz je v €asti s vétSimi prvky nejvice vlevo, tj. a[i]



- pfi nalezeni prvku stejného jako délici prvek, mizeme zastavit
prochazeni a tento pouzit na vymenu, protoze tim neporusime
invariant naznacCeny v diagramu

- tato strategie vede k vyvazenému déleni pole

private int deleni(int 1, int p) {
int i =1 - 1;

int j = p;
int v = a[p];
for (;;) {

while(a[++i] < Vv);
while(a[--j] > V)
if (j == 1) break;

if(i >= j) break;
vymen (i, j);

}

vymen (i, p);

return i;

- je-li délici prvek nejvétsSim prvkem, potom se na ném, pokud nema
duplikaty, zastavi prochazeni zleva (a[++1i] < V).

- je-li délici prvek nejmenSim prvkem, prochazeni zprava je na levém
konci zastaveno explicitné (if (j == 1) break)



A SORTING EXAMPLE (R. Sedgewick)

Priklad déleni

A S ORTTINGEI XA AM

A S A M

A A ERTTINSGUOI XS SM

A A EETTINGUOIXS SM

Priklad razeni

AAAEETI NG GONXSM
A A E
A A
L I NG OP MR
L I G MO P N
G I L
| L

OT
U O



class RazeniDelenim {
private void vymen (int i, int j) {
int t = a[i];
ali] = a[3jl;
aljl = t;
}

private int deleni(int 1, int p) {

}

private int[] a;
private int pocet;
final int maxN=10;

RazeniDelenim() ({
a = new int[maxN];
pocet = 0;

}

void nactiPrvek (int klic) {
a[pocet++] = klic;
}

void tiskPole () {
for(int 1 = 0; i < pocet; i++)
System.out.print(a[i]+" ")
System.out.println(" ") ;
}

private void razeniDelenimR(int 1, int p) {

}

void razeniDelenim() {
razeniDelenimR (0, pocet-1);

}



Analyza razeni délenim

Efektivnost fazeni délenim zavisi na tom jak vyvazené je rozdéleni.
Nejhorsi pripad

Pokud pfi kazdém déleni vznikne jedna Cast prazdna a druha se
zbyvajicimi prvky, kromé déliciho prvku, vznikne nejvic nevyvazene
déleni.

T(N) =T(N-1) + N

feSenim je

T(N) = N(N + 1)/2 = O(N?)

- napriklad kdyz algoritmus fazeni délenim aplikujeme na jiz
sefazenou posloupnost

- hloubka zasobniku bude také odpovidat N rekurzivnim volanim

Nejlepsi pripad

Vzniknou-li kazdym déleni dvé poloviCni posloupnosti, je
T(N) =2 T(N/2) + N

a

T(N) = N log:N



Prumérny pripad
- pfedpoklad, ze vSechny permutace jsou stejné pravdépodobné

- vyjadfeni ¢asu vypocCtu poCtem porovnani, s uvazenim zkfizeni
indexU pfi prochazeni pole je

T(N)=N+1+1/N g(T(k—1)+T(N—k))
k=1

pficemz T(0) =T(1) =0
- FeSenim uvedené rekurentni rovnice
T(N) =2 InN = 1.39N log,;N

T(N) = O(N log:zN)



Velikost zasobniku

V nerekurzivni verzi se miuzeme, podle velikosti useku vzniklych
délenim, rozhodnout, kterou viozime do zasobniku jako prvni.

Vlozenim vétsiho z nich jako prvniho, pokraCujeme menSim z nich.

Timto zpUsobem zajistime, Ze nejvétsi mozna velikost bude umérna
log,N.

Tuto velikost zasobnik dosahne, kdyz posloupnost bude délena
uprostred.

void razeniDelenim() {
IntZasobnik Z = new IntZasobnik() ;
Z .push (0) ;
Z .push (pocet-1) ;
while ('Z.jePrazdny()) ({
int p = Z.pop():;
int 1 = Z.pop()
if (p <= 1) continue;
int i = deleni(l, p);
if (i-1 > p-i) {
Z.push(1l) ;
Z.push(i-1) ;
}
Z.push (i+l) ;
Z .push (p) ;
if (p-i >= i-1) {
Z.push(1l) ;
Z.push(i-1);
}
}
}



Priklad nerekurzivniho razeni délenim

A A

A A
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Razeni sluéovanim (Mergesort)

Algoritmus fazeni sluCovanim je zalozen na sluCovani sefazenych
podposloupnosti.

void slouceniAB(int[] ¢, int cl,
int[] a, int al, int ap,
int[] b, int bl, int bp) {
int i = al;

int j = bl;
for (int k = ¢cl; k< cl + ap-al + bp - bl + 1;
k++) {

if (1 > ap) {
c[k] = b[j++];
continue;

}

if (3 > bp) {
cl[k] = a[i++];
continue;

}

cl[k] = (a[i] < b[3j]) ? a[i++] : b[j++];

}
}

- prvky usporadanych poli a a b sefadime sloucenim do pole ¢ jejich
postupnym prochazenim od zacCatku a vybranim mensSiho prvku

- prijdeme-li na konec jednoho z nich prekopirujeme zbyvajici prvky
druhého

2 4 7 8 //b

2 3 4 5 67 8 //c



- ukolem je setfadit prvky jednoho pole

- ptedpokladejme, Ze v poli a jsou dva sefazené Useky, setfadit je
algoritmem fazeni slucovanim miZzeme tak, Ze vytvoiime pole pom
s bitonickou posloupnosti prvkil pole a, tj. druhy tusek bude sefazen sestupné

Priklad:
a={1,223,8,9}
pom ={1,2,3,9,8}

- v poli a z pole pom vytvofime sefazenou posloupnost sloué¢enim
pUvodnich useku nasledovné:

i=20;
j = pocet - 1;
for(k = 0; k < pocet; k++)
if (pom[j] < pom[i])
alk] = pom[j--1];
else
alk] = pom[i++];

Jak vytvorit bitonickou posloupnost v poli pom?



necht je v poli a
- prvni usek v prvcich a[1] aza[s] a
- druhy usek v prvcich a[s+1] az a[p]

al[l

private void slouceni (int 1, int s, int p) {
int i,3;
// vytvofeni bitonické posloupnosti
for(i = s+l1; i > 1; i--)
pom[i-1] = a[i-1];
for(j = s; j < p; Jt++)
pom[p+s-j] = a[j+1];
// index i - nejmensi prvek levé posloupnosti
// index j - nejmensi prvek pravé posloupnosti
for(int k = 1; k <= p; k++)
if (pom[j] < pom[i])
alk] = pom[j--1;
else
alk] = pom[i++];
}

/ | opravit eKnihu — pole pom je vytvofeno vné metody slouceni
Vysvétleni chyby:
http://www .kiv.zcu.cz/~netrvalo/vyuka/ppa2/portal/cviceni/merge.pdf



Nyni muzeme libovolné pole sefadit tak, Ze ho rozdélime na pulky
sefadime jej a potom je slouCime — zakladni algoritmus fazeni
sluCovanim

private void razeniSlucovanimR(int 1, int p) {
if (p <= 1) return;
int s = (p+l)/2;
razeniSlucovanimR (1, s);
razeniSlucovanimR (s+1l, p);
slouceni(l, s, p);



class RazeniSlucovanim {

private void slouceni(int 1, int s, int p) ({

}

private void razeniSlucovanimR(int 1, int p) {

}

private int[] a;
private int pocet;
final int maxN=10;

RazeniSlucovanim() {
a = new int[maxN];
pocet = 0;

}

void nactiPrvek (int klic) {
a[pocet++] = klic;

}

void tiskPole() {
for(int 1 = 0; i1 < pocet; i++)

System.out.print(a[i]+" ");

System.out.println(" ") ;

}

void razeniSlucovanim() {
int[] pom = new int[pocet];
razeniSlucovanimR (0, pocet-1);

}



Priklad:
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Analyza algoritmu fazeni sluéovanim
- velikost fazeného pole je N = 2"

- sefazeni vznikne sloucenim dvou poli o velikosti N/2, coz vyZzaduje
N porovnani

- kazdé z nich vzniklo slou¢enim dvou poli o velikosti N/4, coz
vyzadovalo 2.(N/2) = N porovnani

- postupujeme az k jednoprvkovym polim, coz je log2N krokd
- pocCet porovnani je N log,;N
- tento vysledek plati obecné

- jako pro fazeni haldou, algoritmus fazeni sluCovanim je slozitost
N log:N pro libovolnou posloupnost N prvkd.

- uvedeny algoritmus potrfebuje navic pamét umérnou N



