ADT Graf

cojeto?

model (abstrakce) vztahli mezi prvky

vztah: maji se radi (vztahy navrhli studenti na prednasce)

Honza

Danka

Jirka

Petr —
Hanka




vztah: ma rad(a) (vztahy navrhli studenti na prednasce)

Honza

Danka

Jirka

Petr o—1W10
Hanka




vztah: mezi mésty je prfimé spojeni a rychlost
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Geskeé Budéjovice Yol
GEANT
USA Bfeclav a Lednice

Zdroj: www.cesnet.cz

prvek - vrchol

vztah - hrana



Formalne

G=(V, H)

V — mnozina vrcholu (uzlt) |V] - po€et vrcholu
H — mnozina hran |H| - poCet hran

hrana - dvojice (u,v) u,veV

orientovana hrana (u,v) # (v,u)
zacCateCni a koncovy vrchol

V(G) — mnoZzina vcholu grafu G
H(G) — mnozina hran grafu G



Priklad neorientovaného grafu

OO

{1,2,3,4,5, 6} IV|=6
{ (1,2), (1,6), (2,3), (2,5), (2,6), (3,5), (5,6)} |H|=7
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Priklad orientovaného grafu

oS oflos

{1,2,3,45,6}
{(1,2) (1,6) (2,5) (3,5) (4,4) (5,6) (6,2) }
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Reprezentace grafu v informatice
- seznamy sousednosti

- matice sousednosti
- pro orientované i neorientované grafy

Seznamy sousednosti

- pro kazdy vrchol je vytvofen seznam sousedu
- sousedi jsou ulozeny libovolném poradi

Reprezentace neorientovaného grafu

1 2 » 6

2 1 > 6 25 » 3
> 2 5

4

5 2 3 6

6 1 > 2 5

Celkova délka seznamu sousednosti pro neorientovany graf
je 2|H|.



Reprezentace orientovaného grafu

1 » 2 » 6
2 » 5
3 » 5
4 4
5 » 6
6 » 2

Celkova délka seznamu sousednosti pro orientovany graf je |H|.

Pameét’

Pro neorientovany i orientovany graf poZadovana pamét
je O(IV] +[H|).



Implementace
Oznacme vrcholy Cisly O, ..., |V]-1.

vrchol:

class Vrchol {
// dalsi polozky pro informace o vrcholu
Soused sousedi;

Vrchol () {
// inicializace dalsich polozek
sousedi = null;

}
sousedi:

class Soused {
int vrchol;
// dalsi polozky pro informace o hrané
Soused dalsi;

Soused (int v) {
...// inicializace dalsich polozek
vrchol = v;
dalsi = null;



graf = pole vrcholi se seznamy sousedti

Vrchol[] vrcholy = new Vrchol[|V]];

vioZeni hrany:

void hrana(int z, int kam) {
Soused s = new Soused(kam) ;

s.dalsi = vrcholy[z].sousedi;

vrcholy[z] .sousedi s;

- reprezentace seznamem sousednosti je vhodna i pro
ohodnocené grafy

- ohodnoceni grafu G
w: H(G) -> R

- w(u,v) se ulozi ve vrcholu v seznamu sousedu vrcholu u

zjiStovani existence hrany (u,v) = hledani vrcholu v v seznamu
sousedu vrcholu u — O(|V))



Matice sousednosti
Oznacme vrcholy Cisly 1, ..., |V].

Matice sousednosti je matice S = (sj), ij=1, ..., |V|], pfiCemz

je-li (ij)eH, sj=1
jinak Si=0

Reprezentace neorientovaného grafu
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Reprezentace orientovaného grafu

1 1 0O 0 1
2 0 0 0
3 0 0 O 0 1 O
4 0 0 O 1 0 O
5 0 0 0 0O 0 1
6 0 1 0 0 0 O
Pamét’

Pro neorientovany i orientovany graf poZadovana pameét
je ©(|V]®) (bez ohledu na pod&et hran).

graf = dvourozmérné pole

int[][] s = new int [|V]], [IV]];



Poznamky:

Indexy v Javé budou 0 az |V |-1

Pro neorientovany grafje S = S’, kde S’ je transponovana matice,
COZ umoznuje snizit naroky na pamét témér na polovinu.

Matici sousednosti Ize implementovat i ohodnoceny graf. Pro
ohodnoceny graf je

Sw =w(u,v), je-li (u,v)eH(G)
Suw je hodnota mimo hodnot moznych ohodnoceni, je-li
(u,v) 2H(G)

V pfipadé neohodnoceného grafu, mozno prvky matice
sousednosti uloZzit v bitech.



Jak zvolit reperezentaci?

Je-li |H| << |V|* graf se nazyva fidky,
obvykle je vhodné&jSi pouzit seznam sousednosti.

Je-li |H|~|V[* graf se nazyva husty,
obvykle je vhodné&jSi pouzit matici sousednosti.

Matici sousednosti je vhodnéjSi pouzit take, je-li nutno rychle zjistit
existenci hrany.



PROHLEDAVANI DO SIRKY
BREATH-FIRST SEARCH

Algoritmus

Z vybraného vrcholu s nalezneme vSechny vrcholy ve vzdalenosti
k od vrcholu s pfedtim, nez nalezneme vrcholy ve vzdalenosti
k+1.

Nalezeny vrchol obarvime Sedé a ulozime ho do fronty, pficemz
zaéneme vrcholem s.

Po nalezeni vSech sousedu vrchol obarvime ¢erné. Neni-li fronta
prazdna, pokracujeme dalsim vrcholem z fronty.

Implementace

DalSi informace v prvcich pole vrcholy[] tfidy Vrchol jsou

barva — barva uzlu, na zacatku bila

vzdalenost — vzdalenost od uzlu s, na zacatku

predchudce - Cislo pfedchazejiciho uzlu, na zaCatku -1 = neni
zadny predchudce



void BFS (int s) {
IntFronta £ = new IntFronta();

vrcholy[s] .barva = 'S"';
vrcholy([s] .vzdalenost = 0;
f.vloz(s);

while(!'f. jePrazdna()) {
int u = f.vyber();
for (vSechny vrcholy v sousedicis u) {
if (vrcholy|[v].barva == 'B') {
vrcholy[v] .barva = 'S';
vrcholy[v] .vzdalenost =
vrcholy[u] .vzdalenost+1l;
vrcholy[v] .predchudce = u;
f.vloz (v);
}
}
vrcholy[u] .barva = 'C';
}
}

Priklad
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Slozitost

Obileni vSech vrcholl pfi inicializaci trva O(|V |) (neni v BFS).

Po vlozeni do fronty, vrcholy jiz nikdy nejsou obileny, a protoze
vloZeni a vybrani z fronty je O(1), trvani téchto operaci je O(|V ).

Sousedé vSech vrcholl jsou prochazeni, jenom jednou, totiz kdyz
je vrchol vybran z fronty, a jejich celkova délka je O(]|H|).

Prochazeni tedy trva O(|H|).

Cas BFS je tedy O(|V| + |H|).



Vlastnosti BFS algoritmu

nalezneme vSechny dosazitelné vrcholy z vybraného vrcholu s
vypocteme vzdalenost (pocet hran) k objevenym vrcholim od s

v grafu G(V,H) definujeme délku nejkratSi cesty mezi vrcholy
s,veV jako minimalni poCet hran vSech cest z vrcholu s do
vrcholu v; délka nejkratSi cesty mezi vrcholy s a v potom je
rovna hloubce vrcholu v v BFS stromé s kofenem s, ktera je
ulozena v polozce vzdalenost

vytvofime BFS strom v8ech dosazitelnych vrcholu, kterého
kofen je s

tisk vrcholil na nejkratsi cesté z vrcholu s do vrcholu v po
vykonani BFS

void tiskCesty(int s, int v) {

if(v == s)
System.out.println(s+" ") ;
else {
if (vrcholy[v] .predchudce == -1)
System.out.println ("cesta neexistuje");
else {
tiskCesty (s, vrcholy[v] .predchudce) ;
System.out.println(v+" ") ;

}
}



Poznamky:
BFS je analogie priichodu stromem po urovnich.
BFS je pro orientované i neorientované grafy.

BFS je zakladem dalSich algoritmu (Prim0v algoritmus minimalni
kostry, Dijkstriv algoritmus minimalni cesty).



PROHLEDAVANI DO HLOUBKY
DEPTH-FIRST SEARCH

Hledame, kdyZ je to mozné, napred do ,hloubky®, tj. do vétsi
vzdalenosti a nalezené vrcholy obarvime Sedé

Po prachodu vSemi hranami z vySetfovaného vrcholu, vrchol
obarvime €erné a vratime se k jeho pfedchidci nebo skonéime

Kromé polozek barva a predchudce zavedeme do dalSich
informaci dvé Casové znacky (jednotka ,,Casu” = pfechod na dalSi
vrchol)

objeven — Cas nalezeni vrcholu, kdy je obarven Sedé
dokoncen — ¢as konce prochazeni seznamu sousedU
vrcholu, kdy je vrchol obarven ¢erné

Hodnoty Casovych znacCek jsou mezi 1 a 2|H]|.

Pro kazdy vrchol u plati objeven(u) < dokoncen(u).



void DFS (int u) {
vrcholy[u] .barva = 'S';
cas = cas + 1;
vrcholy[u] .objeven = cas;
for (vSechny vrcholy v sousedicis u) {
if (vrcholy|[v].barva == 'B') {
vrcholy[v] .predchudce = u;
DFS (v) ;
}
}

vrcholy[u] .barva = 'C';
vrcholy[u] .dokoncen = cas = cas + 1;

Priklad




Slozitost

V uvodu a zavéru metody DFS je kazdy vrchol obarven napred
Sedé a potom Cerné prave jednou, coz trva O(|V ).

DFS je volano pro bilé vrcholy, které jsou ihned zaSedény a
v DFS se cyklus for vykona pro vSechny hrany z ného
vychazejici, coz je celkem pro vSechny vrcholy O(|H|).

Cas vypo&tu DFS tedy je O(|V | + |H|).

Viastnosti

DFS nalezne pro zacCateCni vrchol DFS strom dosazitelnych
vrchold.

Jestlize po vykonani DFS zUstaly neobjevené vrcholy, jeden
vybereme a postup opakujeme, vznikne tak les DFS stromu.

DFS vyuzivaji jiné algoritmy.

Poznamky:
Analogie ~order pruchodu stromem.
DFS je pro orientované i neorientované grafy.

Rekurzivni volani Ize odstranit pouzitim zasobniku.



Klasifikace hran

1. Stromové hrany. Jsou hrany patficim stromdm lesa. Hrana
(u,v) je stromova byl-li vrchol v objeven z vrcholu w.

2. Zpétné hrany. Jsou hrany (u,v), kde vrchol v je pfedkem
vrcholu u, tj. vrchol v lezi na cesté z kofene DFS stromu do
vrcholu u. Hrana (u,u) je povazovana za zpétnou.

3. Dopredné hrany. Jsou hrany (u,v), kde vrchol u je pfedkem
vrcholu v v DFS stromé.

4. Krizujici hrany. VSechny ostatni hrany. Spojuji vrcholy jednoho
DSF stromu pokud jeden z nich neni pfedkem druhého anebo
vrcholy riznych stromui lesa DSF stromd.
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Kdyz hranou poprvé prochazime, potom pro hrana (u,v) je:
1. Je-li vrchol v bily, stromova.

2. Je-li vrchol v Sedy, zpétna.

3. Je-li vrchol v Cerny a objeven(u) < objeven(v), dopredni.

4. Je-li vrchol v Cerny a objeven(u) > objeven(v), krizujici.

V pfipadé neorientovaného grafu je (u,v) a (v,u) tataz hrana.

Hrana je potom klasifikovana podle prvniho z jejich vyjadreni,
které nalezne algoritmus prohledavani do hloubky.

Je mozné ukazat, Ze pfi prohledavani neorientovaného grafu do
hloubky, kazda z jeho hran je bud stromova nebo zpétna.



Zpétné hrany jsou klicem, k nalezeni cykld v grafu.

Vznikne-li prohledanim grafu do hloubky zpétna hrana, graf
obsahuje cyklus. Je-li (u,v) zpétna hrana, potom cestazvdo u a
tato hrana tvori cyklus.

Obracenég, |ze dokazat, ze je-li v grafu cyklus, jeho prohledanim
do hloubky musi vzniknout zpétna hrana.



Priklad — Eulerav cyklus
1. Ovér existenci Eulerova cyklu v grafu

2. Spoj hranove disjunktni cykly

Euleriv cyklus —2341542

- hrany nalezenych cykll odstranime a vrcholy cyklu viozime
do zasobniku

- nejsou-li odstranény vSechny hrany, vybereme vrcholy az
k vrcholu, z kterého vychazi hrana

zasobnik

2

23

234

2342 — 2
234

2341

23415
234154




Topologické razeni

Mame mnozinu prvkd, ve které je definovano uspofadani pro
nékteré dvojice (u,v)

— napf. prvky jsou €innosti v ¢ase (u predchazi v)

Uspofadana dvojice prvka (u,v) potom tvofi hranu orientovaného
acyklického grafu (directed acyclic graph — DAG)

Algoritmus topologického razeni

Ukol: Linearné& sefadit vrcholy (&innosti) tak, aby
vzajemné poradi dvojic zUstalo zachovano

Algoritmus:

- Zavolej DFS a vytvor les DFS stromu.

« Kdyz je vrchol ukon€en pfidej ho do na zaCatek seznamu
- Vrat seznam vrcholu

Cas vypodtu topologického Fazeni je O(|V | + |H|).

Priklad — oblékani

Vrcholy grafu budou tvofeny oblékanymi soucastmi garderobiéry.
Uspofadani dvojic vrcholl je dano poZzadovanym pofadim
oblékani.

Tyto dvojice definuji hrany acyklického orientovaného grafu.
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Po vykonani DFS ziskame napfiklad hodnoty ¢asu
objeveni/dokoncéeni jednotlivych vrcholl na nasledujicim obrazku.

1/8 | spodky ponozky| 9/10 hodinky | 11/12
2/7 | kalhoty \boty 5/6
koSile| 1314

sako| 3/4




serazeni vrcholu
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	ADT Graf 
	 
	 
	co je to ? 
	model (abstrakce) vztahů mezi prvky 
	 
	 
	vztah: mají se rádi (vztahy navrhli studenti na přednášce) 
	 
	   
	 
	 
	 
	 
	  
	vztah: má rád(a) (vztahy navrhli studenti na přednášce) 
	   Zdroj: www.cesnet.cz 
	 
	G = (V, H) 
	 
	V – množina vrcholů (uzlů)   |V| - počet vrcholů 
	H – množina hran                   |H| - počet hran 
	 
	V(G) – množina vcholů grafu G 
	H(G) – množina hran grafu G 
	- seznamy sousednosti 
	- matice sousednosti 
	-  pro orientované i neorientované grafy 

	- sousedi jsou uloženy libovolném pořadí 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Paměť 
	 
	Pro neorientovaný i orientovaný graf požadovaná paměť 
	je Θ(|V| + |H|). 

	 
	 
	- reprezentace seznamem sousednosti je vhodná i pro ohodnocené grafy 
	- ohodnocení  grafu G  
	w: H(G) -> R 
	- w(u,v) se uloží ve vrcholu v seznamu sousedů vrcholu u 
	 
	zjišťování existence hrany (u,v) =  hledání vrcholu v v seznamu sousedů vrcholu u  – O(|V|)  

	 
	 
	Matice sousednosti je matice S = (sij),  i,j = 1, …, |V|, přičemž 
	je-li    (i,j)(H, sij = 1 
	jinak              sij = 0 
	 
	 
	Paměť 
	 
	Pro neorientovaný i orientovaný graf požadovaná paměť 
	je Θ( |V |2)  (bez ohledu na počet hran). 
	 
	 
	 
	Pro neorientovaný graf je S = ST, kde ST je transponovaná matice, což umožňuje snížit nároky na paměť téměř na polovinu. 
	Maticí sousednosti lze implementovat i ohodnocený graf. Pro ohodnocený graf je 
	  suv = w(u,v),  je-li (u,v)(H(G)  
	  suv   je hodnota mimo hodnot možných ohodnocení, je-li (u,v)(H(G) 
	 

	 
	Jak zvolit reperezentaci? 
	 
	Je-li   |H| << |V|2   graf  se nazývá řídký, 
	 obvykle je vhodnější použít seznam sousednosti. 
	 
	Je-li   |H| ~ |V|2    graf se nazývá hustý, 
	   obvykle je vhodnější použít matici sousednosti. 
	 
	   
	 

	PROHLEDÁVÁNÍ  DO  ŠÍŘKY BREATH-FIRST  SEARCH  
	 
	Algoritmus 
	 
	 
	Z vybraného vrcholu s nalezneme všechny vrcholy ve vzdálenosti k od vrcholu s předtím, než nalezneme vrcholy ve vzdálenosti k+1.  
	 
	Nalezený vrchol obarvíme šedě a uložíme ho do fronty, přičemž začneme vrcholem s.  
	 
	Po nalezení všech sousedů vrchol obarvíme černě. Není-li fronta prázdná, pokračujeme dalším vrcholem z fronty.  
	Další informace v prvcích pole  vrcholy[] třídy Vrchol jsou  
	barva – barva uzlu, na začátku bílá 
	vzdalenost – vzdálenost od uzlu s, na začátku ∞ 
	predchudce – číslo předcházejícího uzlu, na začátku  -1 = není žádný předchůdce  
	 

	   
	 
	 
	 
	 
	 
	void BFS (int s) { 
	    IntFronta f = new IntFronta(); 
	    vrcholy[s].barva = 'S'; 
	    vrcholy[s].vzdalenost = 0; 
	    f.vloz(s); 
	    while(!f.jePrazdna()) { 
	      int u = f.vyber(); 
	      for (všechny vrcholy v sousedící s u) { 
	        if (vrcholy[v].barva == 'B') { 
	          vrcholy[v].barva = 'S'; 
	          vrcholy[v].vzdalenost = 
	                        vrcholy[u].vzdalenost+1; 
	          vrcholy[v].predchudce = u; 
	          f.vloz(v); 
	        } 
	      } 
	      vrcholy[u].barva = 'C';  
	    } 
	  }  
	Obílení všech vrcholů při inicializaci trvá O(|V |) (není v BFS).  
	 
	Po vložení do fronty, vrcholy již nikdy nejsou obíleny, a protože vložení a vybrání z fronty je O(1), trvání těchto operací je O(|V |).  
	Sousedé všech vrcholů jsou procházeni, jenom jednou, totiž když je vrchol vybrán z fronty, a jejich celková délka je Θ(|H|). 
	Procházení tedy trvá O(|H|).  
	Čas BFS je tedy O(|V | + |H|). 
	• nalezneme všechny dosažitelné vrcholy z vybraného vrcholu s 
	• vypočteme vzdálenost (počet hran) k objeveným vrcholům od s 
	• v grafu G(V,H) definujeme délku nejkratší cesty mezi vrcholy  s,v(V jako minimální počet hran všech cest z vrcholu s do vrcholu v; délka nejkratší cesty mezi vrcholy  s a v potom je rovná hloubce vrcholu v v BFS stromě s kořenem s, která je uložená v položce vzdalenost 
	• vytvoříme BFS strom všech dosažitelných vrcholů, kterého kořen je s 
	 
	   
	 
	 
	 
	 
	Poznámky: 

	BFS je analogie průchodu stromem po úrovních. 
	BFS je pro orientované i neorientované grafy. 
	BFS je základem dalších algoritmů (Primův algoritmus minimální kostry, Dijkstrův algoritmus minimální cesty). 

	 
	 
	PROHLEDÁVÁNÍ DO HLOUBKY DEPTH-FIRST SEARCH 
	Hledáme, když je to možné, napřed do „hloubky“, tj. do větší vzdálenosti a nalezené vrcholy obarvíme šedě 
	 
	Po průchodu všemi hranami z vyšetřovaného vrcholu, vrchol obarvíme černě a vrátíme se k jeho předchůdci nebo skončíme 
	 
	Kromě položek barva a predchudce zavedeme do dalších informací dvě časové značky (jednotka „času“ = přechod na další vrchol) 
	 
	objeven – čas nalezení vrcholu, kdy je obarven šedě 
	dokoncen – čas konce procházení seznamu sousedů 
	             vrcholu, kdy je vrchol obarven černě 
	 
	Hodnoty časových značek jsou mezi 1 a 2|H|. 
	Pro každý vrchol u platí objeven(u) < dokoncen(u). 
	 

	   
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	void DFS (int u) { 
	    vrcholy[u].barva = 'S'; 
	    cas = cas + 1; 
	    vrcholy[u].objeven = cas; 
	    for (všechny vrcholy v sousedící s u) { 
	      if (vrcholy[v].barva == 'B') { 
	        vrcholy[v].predchudce = u; 
	        DFS(v); 
	      } 
	    } 
	    vrcholy[u].barva = 'C'; 
	    vrcholy[u].dokoncen = cas = cas + 1; 
	  } 
	    
	 
	Příklad 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Složitost 
	 
	V úvodu a závěru metody DFS je každý vrchol obarven napřed šedě a potom černě právě jednou, což trvá O(|V |). 
	DFS je voláno pro bílé vrcholy, které jsou ihned zašeděny a v DFS se cyklus for vykoná pro všechny hrany z něho vycházející, což je celkem pro všechny vrcholy O(|H|).   
	 
	Čas výpočtu DFS tedy je  O(|V | + |H|). 
	 
	DFS nalezne pro začáteční vrchol DFS strom dosažitelných vrcholů. 
	Jestliže po vykonání DFS zůstaly neobjevené vrcholy, jeden vybereme a postup opakujeme, vznikne tak les DFS stromů. 
	DFS využívají jiné algoritmy. 

	 
	Klasifikace hran 

	   
	 
	Eulerův cyklus – 2 3 4 1 5 4 2 
	 
	 
	zásobník 
	 
	 
	Topologické řazení 
	Máme množinu prvků, ve které je definováno uspořádaní pro některé dvojice (u,v)  
	 
	– např. prvky jsou činnosti v čase (u předchází v) 
	 
	Uspořádaná dvojice prvků (u,v) potom tvoří hranu orientovaného acyklického grafu (directed acyclic graph – DAG) 

	 
	Algoritmus topologického řazení 
	 
	Úkol: Lineárně seřadit vrcholy (činnosti) tak, aby 
	          vzájemné pořadí dvojic zůstalo zachováno   
	 
	Algoritmus: 
	• Zavolej DFS a vytvoř les DFS stromů. 
	• Když je vrchol ukončen přidej ho do na začátek seznamu 
	• Vrať seznam vrcholů 
	 
	Čas výpočtu topologického řazení je O(|V | + |H|). 

	 


