
 1 

Dynamika soustavy hmotných bod� 
 

Tento velmi d�ležitý fyzikální pojem slouží ke studiu a modelování pohybu reálných objekt� složených z 

nepatrných hmotných �ástic (t�lesa pevná, kapalná i plynná), nebo soustav t�les, jejichž velikosti lze pro 

p�ibližné �ešení zanedbat (slune�ní soustava). 

 

Definujme základní parametry  soustavy hmotných bod� : 

 

1. hmotný bod …. hmotnosti  1m   …. má polohu  1r
�

 ….   rychlost  1v
�

 …. a hybnost  111 vmp
�� =  

2. hmotný bod …. hmotnosti  2m   …. má polohu  2r
�

 ….   rychlost  2v
�

…. a hybnost  222 vmp
�� =  

3. hmotný bod …. hmotnosti  3m   …. má polohu  3r
�

 ….   rychlost  3v
�

 …. a hybnost  333 vmp
�� =  

4. hmotný bod …. hmotnosti  4m   …. má polohu  4r
�  ….   rychlost  4v

�
…. a hybnost  444 vmp

�� =  

…….. 

k-tý hmot.bod ….  hmotnosti  km   …. má polohu  kr
�

 ….   rychlost  kv
�

…. a hybnost  kkk vmp
�� =  

…….. 

N-tý hmot.bod …. hmotnosti  Nm  …. má polohu  Nr
�

 ….   rychlost  Nv
�

…. a hybnost  NNN vmp
�� =  
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Uvažme dále, jaké síly p�sobí  na libovolný hmotný bod soustavy (nap�íklad na  druhý,  viz obr.) : 

 1) od objekt� vn� soustavy – tzv. vn�jší síly   ( E
2F
�

 ) 

 2) od ostatních hmotných bod� soustavy – tzv. vnit�ní síly   ( 2N423212 F,.....,F,F,F
����

 ) 
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Pro každý hmotný bod pak napíšeme Newtonovu pohybovou rovnici (v n�jaké inerciální sou�adné 

soustav�) : 

141312111
1

N
E F.....FFFFF

dt
pd ������
�

+++++==  

242321222
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N
E F.....FFFFF

dt
pd ������
�

+++++==  

343231333
3

N
E F.....FFFFF

dt
pd ������
�

+++++==  

434241444
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N
E F.....FFFFF

dt
pd ������
�

+++++==  
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Nkkkk
E

kk
k F.....FFFFF

dt
pd ������
�

+++++== 321  

……… 

N)N(NNN
E
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N F.....FFFFF

dt
pd

1321 −+++++==
������
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Dostáváme tak celkem  N  rovnic, které všechny se�teme dohromady  (tj. se�teme všechny jejich levé 

strany a všechny jejich pravé strany) : 
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N321 FF....FFF
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Poslední �len na pravé stran� je formáln� zapsaný  sou�et všech vnit�ních sil v naší soustav� hmotných 

bod�.  

Podle 3. Newtonova zákona ke každé jednotlivé vnit�ní síle v tomto sou�tu vždy existuje její stejn� 

veliká a opa�n� orientovaná  reakce  (viz obr.) : 

kjjk FF
��

−=  

Sou�et t�chto dvou sil je tedy vždy nulový : 

0FF kjjk =+
��

 

Protože nezáleží na po�adí s�ítanc�, m�žeme si p�edstavit, že se�tení všech vnit�ních sil se uskute�ní 

práv� po t�chto dvojicích ,  což vede k jednozna�nému výsledku celého tohoto sou�tu : 
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  sou�et všech vnit�ních sil je nulový 
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Protože vnit�ní síly soustavy hmotných bod� ve v�tšin� p�ípad� neznáme a pro jejich velký po�et ani 

nelze po�ítat s jejich nap�íklad zm��ením, potom jejich výsledná „nulovost“ vlastn� otevírá jedinou 

možnou cestu , jak pokra�ovat v �ešení naší „sou�tové rovnice“ , která má nyní výrazn� zjednodušenou 

pravou stranu : 

E
N

E
3

E
2

E
1

N321 F....FFF
dt
pd

....
dt
pd

dt
pd

dt
pd ����

����

++++=++++  

 

Jestliže definujme nové fyzikální veli�iny : 
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     celková hybnost soustavy 
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  výsledná vn�jší síla   

 

Potom po úprav� levé strany rovnice, za použití základních pravidel o derivaci (sou�tu funkcí), vznikne 

velmi jednoduchý vztah,  podobný „oby�ejné“ pohybové rovnici pro (jeden) hmotný bod :  

EF
dt
Pd �
�

=   1. v�ta impulzová 

 

Slovní vyjád�ení :  �asová zm�na celkové hybnosti soustavy hmotných bod� (za jednotku �asu) je rovna 

výsledné  vn�jší síle. 

Nebo jinak :  Zm�nu celkové hybnosti soustavy je možno dosáhnout pouze pomocí vn�jších sil, tj. sil 

p�sobících z okolí soustavy.  

Tedy jakkoliv velké síly vnit�ní (jakékoliv povahy – mechanické, elektromagnetické, chemické, …a 

jakéhokoliv charakteru – síly p�sobící pomalu, rychle, explosivn�,… ) nikdy nedokážou zm�nit 

celkovou hybnost soustavy  (i když samoz�ejm� zm�ní jednotlivé hybnosti hmotných bod�). 

Pozn. :  Nezapome�me, že tento významný a jednoduchý teoretický vztah byl dosažen jen díky platnosti t�etího Newtonova 

zákona - zákona akce a reakce.  

Bohužel formální jednoduchost první impulzové v�ty je „vykoupena“ komplikovaností veli�in na 

obou stranách rovnice (jsou tvo�eny sou�tem obrovského po�tu jednotlivých �len� – u reálných t�les �ádu 

Avogadrova �ísla) , a proto také není ihned z�ejmé, jaký je její praktický význam. 

 
Situace se více vyjasní teprve po zavedení pojmu  hmotný st�ed (t�žišt�) soustavy : 
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Uvažme, že v 1. v�t� impulzové jsou vlastn�  všechny vn�jší síly nahrazeny jedinou výslednou silou - a 

všechny hybnosti soustavy  nahrazuje jediná výsledná hybnost .  

Pokusme se proto také všechny hmotné body nahradit jediným hmotným bodem , kterému bychom 

p�i�adili výslednou hybnost  a ve kterém by bylo p�sobišt� výsledné síly.   

Tento myšlený hmotný bod - hmotný st�ed (t�žišt�) soustavy – který bude „reprezentovat“ celou soustavu 

hmotných bod�, musí mít rovn�ž definovanou svoji hmotnost - jist� ji položíme rovnou celkové 

hmotnosti  všech hmotných bod� soustavy :     

�
=

=++++==
N

1k
kN321o mm....mmmmm  hmotnost t�žišt� 

 

Jestliže dále ozna�íme :  

or
�

  poloha (pr�vodi�) t�žišt� 

Pak m�žeme stanovit rychlost t�žišt� jako derivaci jejího pr�vodi�e : 

dt
rd

v o
o

�
�

=   rychlost t�žišt� 

 

Také hybnost t�žišt� m�žeme standardn� podle definice vyjád�it jako : 

dt
rd

mvmp o
oo

�
��

=⋅=   hybnost t�žišt� 

 

A podle výchozí úvahy se tato  hybnost  musí rovnat  celkové hybnosti  soustavy : 

Ppo

��
=   hybnost t�žišt� je rovna celkové hybnosti  

 

Po dosazení na obou stranách : 

�
=

=
N
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k
k

o

dt
rd

m
dt
rd

m
��

 

A použitím základních pravidel o derivacích dostaneme rovnici : 

�
=

=
N

1k
kko rm

dt
d

rm
dt
d ��

 

Z rovnosti derivací pak plyne rovnost funkcí – ale až na libovolnou konstantu : 

�
=

+=
N

1k
kko konstrmrm
��
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P�i standardní volb� nulové konstanty  pak obdržíme b�žn� používaný vztah pro polohu hmotného 

st�edu (t�žišt�) soustavy hmotných bod� : 

�
=

=
N

k
kko rm

m
r

1

1 ��

  poloha hmotného st�edu (t�žišt�) soustavy 

 

P�vodn� libovolná konstanta vlastn� znamenala, že za p�sobišt� výsledné síly by bylo možno považovat 

jakýkoliv bod  v prostoru, ale volba nulové konstanty p�ináší následující  význa�nou vlastnost t�žišt� 

soustavy hmotných bod� :  

K jejímu objasn�ní použijeme tzv. t�žiš�ovou soustavu sou�adnic (m�žeme ji ozna�it  S’ ), tj. takovou 

soustavu kartézských os, jejíž po�átek  O’  položíme práv� do t�žišt� soustavy hmotných bod� (viz obr.) :  
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V této vztažné soustav� je ale pr�vodi� t�žišt� nulový : 

�
=

′=′=
N
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m
1
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��

 

A tedy platí  (po vynásobení rovnice hmotností) : 

0rm
N

1k
kk =′�

=

�
 

Nyní ješt� vynásobíme sumu vektorov� zprava - tj. každý její �len - vektorem tíhového zrychlení : 

0grm
N

1k
kk =×′�

=

��
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A po p�esunu skaláru ve vektorovém sou�inu vznikne už velmi názorný vztah : 

0gmr k

N

1k
k =×′�

=

��
 

Protože sou�iny tíhového zrychlení a hmotností jednotlivých bod� jsou tíhy t�chto hmotných bod�, 

m�žeme nakonec napsat : 

0Gr k

N

1k
k =×′�

=

��

  rovnováha moment� tíhových sil vzhledem k t�žišti 

 

Tento vztah znamená, že sou�et moment� tíhových sil všech hmotných bod� soustavy vzhledem 

k t�žišti je nulový . Tíhové (gravita�ní) síly jsou vn�jší síly dané soustavy a dostáváme tak jednu 

z podmínek  klidové rovnováhy t�lesa  (viz následující kapitola „Aplikace impulsových v�t“).  

   

Jak v následující kapitole dále uvidíte, je druhou podmínkou  rovnovážného stavu ješt� rovnováha 

p�sobících sil, tedy nulový sou�et všech vn�jších sil , což se dá zajistit podep�ením t�lesa v t�žišti 

(nebo jeho zav�šením v t�žišti - uvažte, že tím se nezm�ní nulovost moment�) - pak soustava hmotných 

bod� (t�leso) musí z�stat v  klidu  (viz obr.). 

 

 

G6

m1 m6

 
 

 

T�žišt� je tak „rovnovážným bodem“  t�lesa, proto m�žeme do n�j jednoduše umístit vektor (celkové) 

tíhy t�lesa jako výslednice gravita�ních tíhových sil p�sobících na všechny body t�lesa – a to bez 

dodate�ného silového momentu (ten bychom museli p�idat p�i umíst�ní tíhy do n�jakého jiného bodu  - 

viz op�t následující  kapitola).  Tedy : 

T�žišt� t�lesa je nejjednodušší  p�sobišt� gravita�ní tíhy t�lesa. 

 

 
A také : 
 
 

T�žišt�  je „rovnovážným bodem“ t�lesa. 
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Dále uvažme : jestliže jsme definovali t�žišt� jako hmotný bod, ve kterém je soust�ed�na hmotnost celé 

soustavy hmotných bod�, jehož hybnost je rovna celkové hybnosti a na který p�sobí výslednice vn�jších 

sil - potom 1. v�ta se stává také pohybovou rovnicí  tohoto hmotného bodu - tedy t�žišt� soustavy  : 

Eo F
dt
pd

dt
Pd �

��

==  

Nebo zapsáno pomocí polohového vektoru t�žišt� : 

Eo F
td

rd
m

�
�

=⋅
2

2

  pohybová rovnice t�žišt� 

 

Slovní vyjád�ení : T�žišt� se pohybuje jako hmotný bod o hmotnosti celé soustavy, na který p�sobí 

výsledná vn�jší síla. 

Vy�ešením této pohybové rovnice potom m�žeme získat dráhu t�žišt� soustavy hmotných bod� 

(p�ípadn� jeho okamžitou rychlost a zrychlení).  

Dráha jediného bodu, by� bodu význa�ného, nem�že ovšem popsat obecn� složitý pohyb celé soustavy -  

krom� specifického p�ípadu , když by se všechny hmotné body soustavy pohybovaly stejným 

zp�sobem (stejnou rychlostí) na  geometricky stejných drahách   jako t�žišt�. 

 

Takový pohyb soustavy hmotných bod� (t�lesa) je pak zcela ur�en pohybem t�žišt� a ozna�uje se jako  

posuvný pohyb – translace  t�lesa.  M�žeme tedy konstatovat : 

 

První v�ta impulzová, jako pohybová rovnice t�žišt�, ur�uje translaci soustavy hmotných bod�. 

 

Nebo jinak : 

 

Dráhy hmotných bod� t�lesa (a t�žišt�) mohou být p�i translaci jak p�ímo�aré (nap�. vozidlo pohybující 

se na p�ímé dráze), tak i  k�ivo�aré  (nap�. zav�šené lodi�ky na Ruském kole, balistické  kyvadlo, kurzor 

po�íta�ové myši na obrazovce). 

 

Obecn� je ale pohyb t�les složit�jší  než pouhá translace :  Všimn�me si nap�íklad automobilu jedoucího 

po silnici – jeho t�žišt� p�itom sice sleduje tvar silnice - pohybuje se tedy po n�jaké spojité k�ivce dráhy , 

která ur�uje možnou translaci, ale auto jako celek rozhodn� translaci nekoná, nebo� jeho natá�ení p�i 

zm�nách sm�ru jízdy je vlastn� „lokální“ rota�ní pohyb .  

S využitím znalostí o geometrii k�ivek lze pr�jezd auta zatá�kou popsat jako rotaci kolem svislé osy ,  

která prochází st�edem p�íslušné oskula�ní kružnice  (k�ivky dráhy t�žišt�).  Tento popis nám sice zjevn� 

První impulzová v�ta je „pohybovou rovnicí translace“. 
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ukazuje zásadn� d�ležitou spojitost  transla�ního pohybu (t�žišt�) s pohybem rota�ním, ale jeho 

matematické vyjád�ení  by bylo velmi komplikované . 

Pozn. :  Nebo� krom� dráhy t�žišt� bychom museli stanovit ješt� „dráhu“ st�edu oskula�ní kružnice, která by asi p�inesla 

n�jaké potíže, nap�íklad svou nespojitostí (v inflexních bodech dráhy t�žišt�), a rozhodn� by neplatil základní tvar 

rovnice pro rotaci  kv�li  neinerciální soustav� sou�adnic spojené se st�edem oskula�ní kružnice.   

 

Našt�stí je ale také možné si namísto této „skute�né rotace“ p�edstavit , že automobil v zatá�ce koná  

transla�ní pohyb (daný pohybem  t�žišt�)  a p�itom se sou�asn�  natá�í - tj. rotuje - kolem svislé osy, 

která prochází  t�žišt�m .  

Ukazuje se, že takový „ rozklad obecného pohybu “ (pevného) t�lesa na  translaci (danou pohybem 

t�žišt�) a rotaci  (kolem osy jdoucí t�žišt�m)  je vždy proveditelný - u nejsložit�jších prostorových 

pohyb� je samoz�ejm� dráha t�žišt�  tvo�ena 3-rozm�rnou k�ivkou a sm�r rota�ní osy je obecn� odlišný 

v každém míst�  této dráhy .  

Obecný pohyb t�lesa je složený z translace a rotace kolem osy jdoucí t�žišt�m. 

 

Pozn. :   Nahrazení rota�ní osy jdoucí st�edem oskula�ní kružnice myšlenou osou v t�žišti je p�itom jist� velmi výhodná, nebo� 

u obecného k�ivo�arého pohybu se poloha st�edu oskula�ní  kružnice i její polom�r neustále m�ní. Matematický 

d�kaz nezávislosti této rotace na translaci a z toho plynoucí jednozna�nosti rozkladu obecného pohybu je proveden 

v následující kapitole.  

 

Naše  první impulzová v�ta jako „pohybová rovnice translace“ tedy popisuje pouze „jednu �ást“ 

obecného pohybu soustavy hmotných bod� (t�lesa).  

To znamená, že pro popis „druhé �ásti“ obecného pohybu soustavy - pohybu rota�ního - bude ješt� nutno 

sestavit n�jakou analogickou „pohybovou rovnici rotace“. 

 

Nem�l by to být zásadn� obtížný úkol, protože jsme již d�íve, v kapitole „Dynamika hmotného bodu“ 

odvodili tzv. pohybovou rovnici pro rotaci  jednoho hmotného bodu : 

M
dt
bd �
�

=  

 

Tato rovnice jist� platí pro libovolný hmotný bod soustavy, uv�domme si tedy nejprve, jak máme 

formáln� p�esn� definovat moment jeho hybnosti  a  moment síly , která na n�j p�sobí : 

dt
rd

mrvmrprb k
kkkkkkkk

�
������

×=×=×=   moment hybnosti k-tého bodu soustavy 

kkk FrM
���

×=   moment síly p�sobící na  k-tý bod soustavy 
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Pohybovou rovnici pro rotaci nyní napíšeme pro každý hmotný bod soustavy (v n�jaké inerciální soustav� 

sou�adnic)  a stejn� jako p�i odvození první impulzové v�ty  rozd�líme  p�sobící sílu na vnit�ní a vn�jší : 

 

....FrFrFr)F....FFF(rFrM
dt
bd

311211
E

111N3121
E

11111
1 +×+×+×=++++×=×==

��������������
�

 

....FrFrFr)F....FFF(rFrM
dt
bd E

N
E +×+×+×=++++×=×== 322122222321222222

2
��������������

�

 

....FrFrFr)F....FFF(rFrM
dt
bd E

N
E +×+×+×=++++×=×== 233133333231333333

3
��������������

�

 

...FrFrFr)F....FFF(rFrM
dt
bd E

N
E +×+×+×=++++×=×== 244144444241444444

4
��������������

�

 

………. 

...FrFrFr)F....FFF(rFrM
dt
bd

kkkk
E

kkkNkk
E

kkkkk
k +×+×+×=++++×=×== 2121

��������������
�

 

………. 

...FrFrFr)F....FFF(rFrM
dt
bd

NNN
E

NNN)N(NN
E

NNNNN
N +×+×+×=++++×=×== − 211121

��������������
�

 

Dostáváme tak celkem  N  rovnic, které op�t  všechny se�teme dohromady : 

��
=

≠
=

×+×++×+×+×=++++
N

1j

N

kj
1k

jkk
E

NN
E

33
E

22
E

11
N321 FrFr....FrFrFr

dt
bd

....
dt
bd

dt
bd

dt
bd ����������

����

 

 

Poslední �len na pravé stran� je formáln� zapsaný sou�et moment� všech vnit�ních sil  v naší soustav� 

hmotných bod�. Tento sou�et je stejn� nulový , tak jako byl nulový sou�et všech vnit�ních sil, nebo� ke 

každému momentu n�jaké jednotlivé vnit�ní síly existuje stejn� veliký a opa�n� orientovaný moment její 

reakce (pokuste se dokázat s využitím obrázku) : 

kjjjkk FrFr
���� ×=×  

 

O

d

mk mj

 
 



 10

Sou�tová rovnice se tedy zjednoduší na tvar : 

E
NN

E
33

E
22

E
11

N321 Fr....FrFrFr
dt
bd

....
dt
bd

dt
bd

dt
bd ��������

����

×++×+×+×=++++  

 

Jestliže dále nov� definujeme celkový moment hybnosti soustavy hmotných bod� a výsledný moment 

všech vn�jších sil  jako : 

��
==

×==+++++=
N

1k

k
kk

N

1k
kN4321 dt

rd
mrbb....bbbbB

�
��������

  celkový moment hybnosti 

 

�
=

×=×++×+×+×=
N

1k

E
kk

E
NN

E
33

E
22

E
11

E FrFr.....FrFrFrM
�����������

 výsledný moment vn�jších sil 

 

Potom za použití základních pravidel o derivaci vznikne z naší sou�tové rovnice další velmi d�ležitý 

vztah, na první pohled dosti podobný „oby�ejné“ rovnici pro rotaci (jednoho) hmotného bodu - to je 

dobré pro zapamatování, ale nep�ehlédn�te odlišnosti :  

EM
dt
Bd �
�

=   2. v�ta impulzová 

 

Slovní vyjád�ení : �asová zm�na celkového momentu hybnosti soustavy hmotných bod� je rovna 

výslednému momentu  vn�jších sil. 

 

Podle první v�ty již víme, že jakkoliv veliké vnit�ní síly (jakékoliv povahy a jakéhokoliv charakteru) 

nikdy nedokážou zm�nit celkovou hybnost soustavy - a nyní také vidíme, že tyto síly nedokážou 

zm�nit ani celkový moment hybnosti soustavy  (i když samoz�ejm� zm�ní jednotlivé momenty 

hybnosti  hmotných bod�). 

 

Nalezený vztah – druhá v�ta impulzová - má zásadní d�ležitost zejména p�i zkoumání rota�ního 

pohybu soustav hmotných bod�, p�i�emž v p�ípad� rotace tuhého t�lesa kolem pevné osy lze levou stranu 

rovnice ješt� výrazn� zjednodušit  (viz kapitola „Dynamika tuhého t�lesa“).  

Její konkrétní použití pro popis rotace jako druhé �ásti obecného pohybu soustav hmotných bod� pak 

bude specifikováno v následující kapitole „Aplikace impulzových v�t“. 

M�žeme tedy zjednodušen� tvrdit : 

Druhá impulzová v�ta je „pohybovou rovnicí rotace“. 
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Uv�domme si záv�rem, že jak 2. v�tu impulzovou – tak i 1.v�tu – jsme získali díky platnosti t�etího 

Newtonova  zákona (akce a reakce)  a že platí v libovolné  inerciální vztažné soustav� sou�adnic . 

 

Ob� impulzové v�ty jsou tedy invariantní (nem�nné) vzhledem ke Galileov� transformaci – jak 

jinak, vždy� byly odvozeny p�ímo z Newtonových pohybových rovnic. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

konec kapitoly                                       K. Rus�ák,  verze 03/2006 

           rev. 02/2007 


