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Práce a energie  
 

Pro svoji zásadní d�ležitost bývá mechanická práce vysv�tlována jako jeden z d�sledk� p�sobení síly na 

hmotný objekt (hmotný bod) – tzv. dráhový ú�inek síly. 

Ze st�ední školy znáte základní definici fyzikální veli�iny mechanické práce , kterou vykoná konstantní 

síla F p�sobící na hmotný bod m na p�ímé dráze délky  s  pod konstantním úhlem α  (vzhledem 

k p�ímce dráhy, viz obr.): 

αcossFA ⋅⋅=    

[ ] [ ]J1Joule1 =  

 

 

 

 

 

Síla je samoz�ejm� vektor a jestliže definujeme i dráhu jako vektor  (je to úse�ka, sta�í jí p�i�adit 

orientaci, nap�íklad ve sm�ru pohybu), potom je výše uvedený vztah vlastn� skalárním sou�inem dvou 

vektor� : 

sFA
��

⋅=    mechanická práce 

 

Pro výpo�et práce v reálných podmínkách, kdy dráha pohybu je libovolná (spojitá) k�ivka a p�sobící síla 

není konstantní, ale libovolná (spojitá) vektorová funkce místa, musíme nyní tento vztah zobecnit : 

K�ivku dráhy rozd�líme (myšlenkov�) na velký po�et ( N ) úsek� o velikostech (viz. obr): 

N4321 s.......,,s,s,s,s ∆∆∆∆∆  
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Z d�vodu jejich velkého po�tu jsou tyto úseky dráhy nepatrné , proto je lze  p�ibližn� považovat za 

úse�ky (p�esn� to bude platit až v limit� pro jejich nekone�ný po�et) a p�idáním orientace ve sm�ru 

pohybu z nich m�žeme vytvo�it vektory : 

N4321 s.......,,s,s,s,s
����� ∆∆∆∆∆  

Práv� proto, že každý z t�chto úsek� je velmi malý (v limit� pak nekone�n� malý), nem�že se na n�m 

p�íliš m�nit ani velikost síly ani její sm�r (je to spojitá funkce) - p�sobící sílu na celém úseku je tedy 

možno považovat za konstantní vektor : 

N4321 F.........,,F,F,F,F
�����

 

Nyní je ale situace na t�chto úsecích dráhy stejná jako v úvodní definici - konstantní síla p�sobí na p�ímé 

dráze - a m�žeme proto na  každém úseku vypo�ítat  vykonanou práci  podle základního vztahu : 

111 sFA
��

∆∆ ⋅=    

222 sFA
��

∆∆ ⋅=  

333 sFA
��

∆∆ ⋅=  

      �           � 

NNN sFA
��

∆∆ ⋅=  

A celkovou práci vykonanou na celé dráze  s , potom získáme se�tením všech t�chto jednotlivých 

(díl�ích , elementárních) prací : 

��
==

⋅==++++≈
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kN321 sFAA.....AAAA

��
∆∆∆∆∆∆  

Podmínky tohoto výpo�tu a tedy i uvedený vzorec platí ovšem tím p�esn�ji , �ím menší jsou jednotlivé 

úseky dráhy, tedy �ím v�tší je jejich po�et.  Exaktní vztah proto dostaneme až v limit� pro nekone�ný 

po�et úsek� N.  

V tomto p�ípad� pak ale nekone�ná suma nekone�n� malých �len� je vlastn� matematickou definicí  

ur�itého integrálu : 

�� ⋅=⋅=
=∞→ s

N

1k
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N
sdFsFlimA
����

∆  

Jestliže dále využijeme znalostí z kinematiky, že diferenciální úsek dráhy je roven diferenciálu pr�vodi�e,  

m�žeme také psát : 

�� ⋅=⋅=
ss

rdFsdFA
����

  mechanická práce na obecné dráze 

Defini�ním oborem tohoto ur�itého integrálu je zkoumaná k�ivka dráhy  s , matematicky se tedy jedná o 

tzv. k�ivkový integrál . 
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Výraz za znakem integrálu je elementární práce , vykonaná na diferenciálním úseku dráhy, a jde vlastn� o 

diferenciální vyjád�ení jednotlivých �len� p�vodní sumy : 

rdFdA
��

⋅=   elementární práce 

 

Celková práce  vykonaná na dané dráze je tedy integrálem (limitním sou�tem) elementárních prací. 

 

Dále : P�i konání práce v reálné situaci, když nap�íklad chceme posunout t�leso po p�edepsané dráze, 

vždy musíme p�itom svojí silou p�ekonávat n�jaké jiné síly. Tyto síly jsou �asto d�sledkem p�sobení 

r�zných silových polí  na dané t�leso (nap�íklad gravita�ní pole, elektrické a magnetické pole, pole 

pružných sil,  pole t�ecích sil, …) 

Zabývejme se proto v dalších �ádcích p�edevším výpo�tem práce v „oby�ejném“ gravita�ním poli naší 

Zem�, ve kterém všichni žijeme : 

 

Práce v gravita�ním poli,  potenciální energie 
 

Centrální  t�leso hmotnosti  M  (hmotný bod) , umíst�né ve vakuu v po�átku soustavy sou�adnic, p�sobí 

na druhé,  zkušební  t�leso hmotnosti  m,  které je v míst� r
�

, silou : 

or
mM rF 2

��
⋅⋅−= ⋅κ   Newton�v gravita�ní zákon 

 

kde κ  je univerzální  gravita�ní konstanta  a  or
�

 je  jednotkový vektor  pr�vodi�e : 

[ ]SI., 1110676 −=κ     r
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Po dosazení jednotkového vektoru dostaneme jiný tvar gravita�ního  zákona : 

rF 3r
m.M ��

⋅⋅−= κ  

�asto používaným pojmem je intenzita gravita�ního pole : 

or
M

m
F rK 2

�� �

⋅⋅−== κ  

Slovní vyjád�ení :  Intenzita gravita�ního pole je (�íseln�) rovna síle p�sobící na zkušební t�leso 

jednotkové hmotnosti. 

Je z�ejmé, že na povrchu Zem�  ( zrr = )  je tato veli�ina rovna  gravita�ní tíhové konstant� 

(zemskému tíhovému zrychlení) : 

or
M

m
F rg 2

z

��
�

⋅⋅−== κ  

Nebo skalárn� : 

2
r
M

m
F s.m80665,9g 2

z

−≈⋅== κ  

 

Nyní pokro�me dále a konkrétn� vypo�ítejme práci , kterou vykonáme v gravita�ním poli p�i (velmi 

pomalém) posunutí t�lesa o hmotnosti  m (hmotného bodu)  po n�jaké zadané dráze (k�ivce)  s  z jejího 

po�áte�ního bodu  1r
�

 do  koncového bodu  2r
�

. 

Protože silové pole p�sobí na t�leso silou  F
�

 , musíme my  (tedy vn�jší síla - vn�jší vzhledem k danému 

poli) p�sobit na t�leso silou stejn� velikou a opa�n� orientovanou, tj. F
�

− , abychom sílu pole p�ekonali .  

Pozn. :  P�esn�ji vzato, musíme p�sobit ješt� malou p�ídavnou silou navíc  pro uvedení t�lesa do pohybu, kterou lze ale z�ejm� 

v limit� - p�i požadavku velmi pomalého posunu - zanedbat. 

Základní vztah pro práci vykonanou vn�jší silou v silovém poli  p�i pohybu t�lesa na dráze s  proto bude : 

( )
� ⋅−=
2

1

r
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rdFA

�

�
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  práce vn�jší síly v silovém poli 

 

Je z�ejmé, že stejný integrál, ale bez záporného znaménka u síly, by vyjád�il  práci silového pole na této 

dráze : 
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  práce síly pole 
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Nyní dosadíme za gravita�ní sílu a vytkneme konstanty p�ed integrál : 

( ) ( )
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⋅=⋅⋅⋅−−=
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Situace p�i výpo�tu práce je znázorn�na na obrázku.  

Upravíme dále skalární sou�in v integrálu, p�itom využijeme známé velikosti jednotkového vektoru : 

αα cosrd1cosrdrrdr oo ⋅⋅=⋅⋅=⋅ �����
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Z obrázku je z�ejmé, že skalární sou�in je pr�m�tem diferenciálu pr�vodi�e rd
�

do sm�ru pr�vodi�e r
�

 

(do sm�ru jeho jednotkového vektoru) a že je tedy vlastn� roven  diferenciálu velikosti pr�vodi�e  dr  : 

drcosrdrdro =⋅=⋅ α���
 

Tím se výrazn� zjednoduší výpo�et vykonané práce, nebo� integrál již neobsahuje vektorové veli�iny : 
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Z výsledku vidíme, že vykonaná práce v�bec nezávisí na dráze (na jejím tvaru), ale závisí  pouze na  

po�áte�ním  a  koncovém  bodu  dráhy. 

 

Dále si p�edstavme, že bychom umožnili zp�tný pohyb t�lesa z  koncového bodu do bodu po�áte�ního a 

již bychom tento pohyb nijak neovliv�ovali, tj. nechali bychom pracovat sílu gravita�ního pole  - pak 

by vykonaná práce byla stejn� veliká – a my tak svoji p�vodn� vykonanou práci  „dostaneme zp�t“ : 
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Vn�jší silou p�vodn� vykonaná práce  A je tedy jakoby uschována - zakonzervována  v  koncovém 

bodu dráhy  2r
�

  a t�leso (vlastn� p�esn� �e�eno silové pole) má v tomto míst� schopnost vykonat stejn� 

velikou práci  (p�i návratu do výchozího místa). 

Silové pole s takovou význa�nou vlastností, která umož�uje zachování, 

zakonzervování  vykonané práce,  se nazývá  konzervativní  silové pole . 

 

Tato schopnost t�lesa vykonat práci , spojená s jeho (koncovou) polohou , se nazývá  potenciální 

energie  t�lesa (hmotného bodu) a její velikost se definuje jako velikost této práce , tj. práce vykonané 

t�lesem p�i p�esunu do polohy po�áte�ní.   

(Tuto práci spojujeme s daným t�lesem, v principu ji ovšem konají síly pole – a rovná se také práci 

vykonané námi - vn�jší silou - p�i p�vodním pohybu z po�áte�ního do koncového bodu).  

 

Protože vykonaná práce nezávisí na tvaru dráhy mezi ob�ma body, po�áte�ním a koncovým, je 

potenciální energie  jednozna�nou funkcí  místa  2r
�

  (tento koncový bod p�vodn� zvolené dráhy je 

ovšem jako obecn� prom�nná veli�ina ve funkci zcela libovolným bodem v prostoru, píšeme ho tedy 

obecn� dále bez indexu)  a samoz�ejm� je také funkcí místa  1r
�

  (zde je namíst� ponechání indexu, 

nebo� tento bod je sice také obecn� zcela libovolný, ale p�i �ešení daného problému se p�edem zvolí a ve 

funkci dále vystupuje jako konstanta, matematicky to je vlastn�  parametr  funkce). 

 

Bodové t�leso (hmotný bod) má tedy v daném míst� r
�

 vzhledem k místu  1r
�

 potenciální energii : 

1r
mM

r
mM

1p )r,r(W κκ +−=��
  gravita�ní potenciální energie  (obecný tvar) 

 

Kv�li zásadnímu významu této veli�iny zopakujme znovu :  gravita�ní potenciální energie je definována 

jako práce, kterou vykoná gravita�ní pole p�i pohybu t�lesa z daného místa r
�

 do 

zvoleného výchozího místa 1r
�

   (a je také rovna práci , kterou musí nejprve vykonat vn�jší 

síla p�i p�esunu t�lesa opa�ným  sm�rem -  z výchozího místa do daného místa). 

 

Poznámka :  Ze st�ední školy si jist� pamatujete jednoduchý vzorec pro potenciální energii : 

hgmWp =  

Není tento vztah v  rozporu s naším posledním vzorcem?   

Ukažte si na cvi�ení, že nikoliv, a že jde pouze o jeho limitní tvar. 



 7 

A dále - zejména v  teoretických výpo�tech  se pro potenciální energii v�tšinou volí výchozí místo 

v nekone�nu , tj. matematicky zapsáno :  

∞→1r  

V této limit� je potom ve vztahu pro potenciální energii druhý �len nulový - zbavíme se tak závislosti na 

po�áte�ním stavu t�lesa (na jeho po�áte�ní poloze) a dostáváme velmi jednoduchý tvar : 

r
mM

p )r(W κ−=�
  gravita�ní potenciální energie  (speciální tvar) 

 

Stanovme op�t  význam :  je to práce, kterou vykoná gravita�ní pole  p�i pohybu t�lesa  z daného místa 

r
�

 do nekone�na  (a je také rovna práci, kterou musí nejprve vykonat vn�jší síla p�i p�esunu 

t�lesa opa�ným  sm�rem - z nekone�na do daného místa). 

 

S využitím posledního vztahu m�žeme nyní snadno zapsat p�vodní vykonanou práci (vn�jší silou) p�i 

p�esunu t�lesa mezi dv�ma místy : 

1p2p1p2pr
mM

r
mM

r

r

WW)r(W)r(WrdFA
12

2

1

−=−=+−=⋅−= �
����

�

�

κκ
 

Práce pot�ebná pro p�emíst�ní t�lesa mezi dv�ma místy je tedy rovna  rozdílu potenciálních energií  

mezi t�mito místy.  (Formáln� stejný vztah platí p�i jakékoliv volb� výchozího místa  1r
�

 , dokažte sami.) 

 

�asto používanou veli�inou v gravita�ním poli je také : 

m
Wp)r( =�ϕ    gravita�ní potenciál 

 

Význam gravita�ního potenciálu je op�t velmi názorný :  Je to potenciální energie  t�lesa jednotkové 

hmotnosti - tedy práce gravita�ního pole pot�ebná k p�enesení t�lesa jednotkové hmotnosti 

z daného místa do nekone�na. 

 

 Pak lze zapsat vykonanou práci také pomocí rozdílu potenciál� mezi dv�ma místy : 

)(mWWA 121p2p ϕϕ −⋅=−=  

 

Porovnejte p�íští semestr tento gravita�ní potenciál s potenciálem elektrostatickým, který je kv�li jeho 

�astému používání v elektrotechnice samoz�ejm� daleko znám�jší fyzikální veli�inou. 

Dále zavedeme pojem kinetické energie.  
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Kinetická energie 
 

Nyní si budeme všímat zm�ny pohybového stavu hmotného bodu, spojené s konáním práce mezi dv�ma 

místy dráhy. Nejprve upravíme pohybovou rovnici : 

dt
vdmamF
���

==  

Abychom dostali vztah pro elementární práci, vynásobíme rovnici skalárn� diferenciálem pr�vodi�e: 

vvdmrdmrdF
dt
vd ����� �

⋅=⋅=⋅  

K úprav� vzniklého skalárního sou�inu na pravé stran� použijeme vztah pro velikost vektoru : 

vvv2 �� ⋅=  

Tuto rovnici derivujeme podle �asu,  nebo jednodušeji diferencujeme : 

vvd2vdvvvddvv2
������ ⋅=⋅+⋅=  

Dostaneme : 

vdvdvv
�� ⋅=  

Což dosadíme do vztahu pro elementární práci : 

dvvmvvdmrdF =⋅=⋅ ����
 

Aby bylo možno jednozna�n� stanovit souvislost s veli�inami p�edchozího odstavce, budeme dále 

p�edpokládat, že práce se op�t koná v silovém poli gravita�ní síly F
�

. 

Výše uvedenou elementární práci na diferenciální dráze  rd
�

  nech� tedy koná síla gravita�ního pole a z 

rovnice (z její pravé strany) vidíme, že d�sledkem je vznik diferenciálu, tj. p�ír�stku rychlosti hmotného 

bodu.  

Konání práce silovým polem má tedy za následek zvyšování rychlosti t�lesa (p�edstavte si nap�íklad 

volný pád v gravita�ním poli Zem�). 

P�edpokládejme konkrétn� , že konáním práce p�sobící silou pole F
�

 na n�jaké dráze mezi po�áte�ním 

bodem 1r
�

 a koncovým bodem 2r
�

  se zvýší rychlost t�lesa (hmotného bodu) z hodnoty 1v
�

  na  2v
�

 . 

Vykonaná práce tedy bude  (její ozna�ení je ve shod� s ozna�ením práce gravita�ního pole v  p�edchozím 

odstavci o potenciální energii) : 

� ⋅=′
2

1

r

r

rdFA

�

�

��
 

Po dosazení za elementární práci m�žeme lehce provést výpo�et ur�itého integrálu : 

[ ] 2
12

12
22

1v

v
2

2
1

v

v

v

v

r

r

vmvmvmdvvmdvvmrdFA 2
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Vidíme, že stejn� jako u potenciální energie, ani tato práce nezávisí na tvaru dráhy , dokonce ani 

nezávisí na poloze po�áte�ního a koncového bodu dráhy - d�ležitý je pouze po�áte�ní a koncový 

pohybový stav  t�lesa  (po�áte�ní a kone�ná rychlost). 

 

M�žeme konstatovat, že vykonaná práce je op�t uskladn�na, zakonzervována , tentokrát ovšem 

v pohybovém stavu  t�lesa – a to má tedy v tomto stavu op�t schopnost vykonat stejn� velikou práci (p�i 

návratu do p�vodního pohybového stavu, tj. p�i zabrzd�ní t�lesa).  

Tato schopnost t�lesa vykonat práci , spojená s jeho pohybovým stavem se pak nazývá  kinetická 

energie  t�lesa. Abychom, stejn� jako u potenciální energie, vylou�ili závislost na po�áte�ním stavu t�lesa 

(nyní pohybovém), p�edpokládejme po�áte�ní nulovou rychlost (v1 = 0). Potom je druhý �len na pravé 

stran� roven nule a kinetická energie je tedy definována jednoduchým vztahem : 

2
2
1

k vm)v(W =   kinetická energie  (hmotného bodu) 

 

Kv�li zásadnímu významu této veli�iny op�t zopakujme :  Kinetická energie je definována jako práce, 

kterou t�leso (hmotný bod) hmotnosti m vykoná, když bude zabrzd�no z rychlosti  v  do 

klidového stavu  (a kterou n�jaká p�sobící síla, nap�íklad silové pole, musí nejprve vykonat 

p�i uvedení t�lesa z klidu do pohybu touto rychlostí  v).  

Pozn. :  Nyní, p�i znalosti kinetické energie, už jist� rozumíme požadavku na velmi pomalé posouvání t�lesa na dráze 

p�i definici energie potenciální. 

 

S využitím veli�iny kinetické energie pak také m�žeme p�epsat vztah pro práci p�sobící síly (silového 

pole) do tvaru : 

1k2k1k2k
2

12
12

22
1

r

r

WW)v(W)v(WvmvmrdFA
2

1

−=−=−=⋅=′ �

�

�

��
 

Práce pot�ebná pro p�emíst�ní t�lesa  mezi dv�ma místy (p�sobící silou - silovým polem)  je tedy 

rovna rozdílu kinetických energií  mezi t�mito místy.   

 

Z p�edchozího odstavce ale také víme, že práci p�i p�emíst�ní t�lesa lze rovn�ž vyjád�it rozdílem 

potenciálních energií mezi t�mito místy ….. až nyní tedy vlastn� matematicky uplatníme  p�edpoklad, že 

t�leso se pohybuje v silovém (gravita�ním) poli :  

2p1p

r

r
1k2k

r

r

WWrdFAWWrdFA
2

1

2

1

−=⋅−−=−=−=⋅=′ ��
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�
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�
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Dostáváme tak vztah pro potenciální a kinetické energie hmotného bodu v po�áte�ním a koncovém bodu 

dráhy : 

2p1p1k2k WWWW −=−  

Po p�eskupení �len� vznikne velmi zásadní rovnice pro sou�et obou energií v t�chto bodech : 

2k2p1k1p WWWW +=+  

 

Po�áte�ní a koncové body dráhy, stejn� jako dráha sama, jsou ovšem v prostoru (v silovém poli) obecn� 

zcela libovolné , potom tedy m�žeme konstatovat, že : 

Sou�et potenciální a kinetické energie má v jakémkoliv míst�  

konzervativního  silového  pole  stále  stejnou hodnotu . 

 

Tento sou�et se nazývá celková mechanická energie  a dosp�li jsme tak k velmi d�ležitému zákonu 

mechaniky : 

.konstWWW kp =+=   zákon zachování celkové mechanické energie 

 

Uvedený zákon byl odvozen pro hmotný bod , platí ovšem i pro všechny hmotné objekty (které jsou 

vlastn� z hmotných bod� – atom� - složeny).  

Jediným p�edpokladem zákona zachování energie je konzervativní silové pole. 

 

 

Krom� gravita�ního pole je konzervativní také pole elektrostatické a pole pružných sil , výpo�ty 

v t�chto polích jsou tak díky platnosti zákona zachování mechanické energie velmi pohodlné.  

 

Konzervativnost bohužel nejeví nap�íklad pole magnetické a pole t�ecích sil. 

 

D�ležitost konzervativnosti silového pole podtrhuje ješt� následující krátký odstavec . 

 

Další vlastnosti konzervativního pole 
 

Víme už, že v takovém silovém poli nezávisí vykonaná práce p�i p�esunu t�lesa z místa 1r
�

 do místa 2r
�

  

na tvaru dráhy. Jestliže tedy zvolíme dv� r�zné dráhy (k�ivky)  s1 a  s2  spojující oba body (viz obr.),  

pak musí být  práce na t�chto drahách naprosto stejné : 
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�� ⋅=⋅
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   nezávislost práce na dráze 

 

 

r2

r1

s1

s2

 
 

 

U pravého integrálu pak p�ehodíme meze - tím zm�ní znaménko - a p�evedeme ho na levou stranu : 

0rdFrdF
1

22

2

11

r

)s(r

r

)s(r

=⋅+⋅ ��

�

�

�

�

����
 

 

Nyní lze oba integrály na levé stran� rovnice se�íst (spojit) do jediného integrálu  po výsledné k�ivce, 

složené z obou jednotlivých k�ivek   s  =  s1 +  s2   (jde o tzv. uzav�enou k�ivku  a integrál má 

speciální ozna�ení) :  

0rdF
21 sss

=⋅�
+=

��

  integrál po uzav�ení k�ivce  s 

 

Protože ob� p�vodní k�ivky byly libovolné a spojovaly libovolné dva body, platí integrál pro jakoukoliv 

uzav�enou k�ivku v prostoru silového pole a nepíšeme proto žádné ozna�ení této k�ivky : 

� =⋅ 0rdF
��

  celková práce na  libovolné  uzav�ené dráze   (je nulová) 

 

Slovní vyjád�ení :  Celková vykonaná práce na uzav�ené dráze (p�i ob�hu uzav�ené k�ivky, tj. p�i návratu 

do výchozího místa )  je nulová. 

Pozn. : P�itom samoz�ejm� na n�kterých �ástech dráhy je vykonaná práce kladná a na jiných �ástech dráhy je záporná)  

 

Tento vztah po mnoho staletí velmi znesnad�oval nadšeným vynálezc�m konstrukci mechanického v��n� 

pracujícího stroje -  perpertua mobile  (1. druhu). 
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V konzervativním elektrostatickém poli je výše uvedený vztah základem Kirchhofova zákona o ob�hu 

uzav�ené smy�ky elektrického obvodu (sou�et nap�tí zdroj� a úbytk� nap�tí na odporech je nulový – 

nebo� všechno to jsou práce v elektrickém poli, kladné �i záporné). 

V termodynamice mají podobnou vlastnost stavové veli�iny  (to jsou stavové prom�nné jako tlak, objem, 

teplota, ale jde hlavn� o stavové funkce jako je vnit�ní energie, entropie, entalpie, volná energie, atd., 

obecn� termodynamické potenciály),  uzav�enou k�ivkou zde ovšem není skute�ná dráha v prostoru, ale 

stejn� geometricky uzav�ená  k�ivka  kruhového d�je  v grafu stavových prom�nných (nap�íklad v  pV-

diagramu). 

 

 

V p�íštím semestru (FYA2) si ješt� ukážeme další vztahy , ve tvaru diferenciálních operátorových rovnic 

pro intenzitu a potenciál elektrostatického pole, které jsou ekvivalentní výše uvedeným integrálním 

vztah�m : 

ϕgradE −=
�

 

0Erot =
�

  

 

V našem gravita�ním poli pak platí analogické rovnice pro gravita�ní intenzitu (nebo sílu) : 

ϕgradK −=
�

 

0Krot =
�

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

konec kapitoly                                       K. Rus�ák,  verze 02/2006 

           rev. 02/2007 

 


