12 NP-uplinost
Vv textu jsou pouzity podklady Ing. A. Netrvalové

trida problému P (ne algoritmu)

TFida problému slozitosti P - mnoZzina konkrétnich problémd
fesSitelnych v polynomialnim ¢ase (existuje pro né polynomialni
algoritmus)

trida problému NP

Problémy, pro které existuje polynomialni verifikaCni algoritmus

A(instance problému, certifikat), tvofi tfidu slozZitosti NP —
nedeterministicky polynomialni

lan Stewart:

http://www.claymath.org/Popular_Lectures/Minesweeper/

..My favourite example here is a jigsaw puzzle.”

http://justjigsawpuzzles.com/

Je-li néjaky problém ve tfideé P, verifikaCni algoritmus A(instance
problemu, certifikat) ignoruje certifikat a jeho vystup je dan
polynomialnim algoritmem reSeni pro instatnci problému

P c NP

http://www.claymath.org/millennium/




problém X tézsi nez problém Y

umime-li resSit X potom umime resit Y

trida problému NP-UplIné

problémy tfidy NP aspon tak tézké jako jakykoliv problém v NP
(v€etné ostatnich NP-uplnych)

muze-li byt néktery NP-Uplny problém vyfe$en v polynomialnim
¢ase, potom muze byt v polynomialnim ¢ase vyfeSen kazdy NP
problém

P =NP

pro zadny z asi 1000 znamych NP-uplnych problému nikdo
nenasel polynomialni algoritmus, ¢ehoz disledkem by bylo
P=NP

nikdo nedokazal neexistenci Casové polynomialniho algoritmu
pro néktery z nich, coz by znamenalo P # NP

NP

D



? Nékdy dva problémy mohou vypadat podobné, a pfitom
jeden z nich je fesitelny v polynomialnim Case, zatimco druhy je
NP- uplny.

Problém 1 [P]

Vstup: Popis mést a silnic.

Vystup: Existuje okruzni cesta, na které projedeme kazdou
silnici pravé jednou?

Problém 2 [NP- uplny]

Vstup: Popis mést a silnic.

Vystup: Existuje okruzni cesta, na které projedeme kazdé
meésto praveé jednou?



Eulerovsky graf. UrCete, jestli v neorientovaném grafu G(V, H)
existuje uzavreny tah (hrany se neopakuji) obsahujici vSechny
hrany, tj. majici délku | H| .

Hamiltonovsky graf. UrCete, jestli v neorientovaném grafu
G(V, H) existuje uzaviena cesta (vrcholy se neopakuji, kromé
prvniho a posledniho) — kruznice délky | V|, tj. prochazejici
vSemi vrcholy.

Eulerav tah umite najit, pokud existuje, v ¢ase O(H). Umite tedy i
rozhodovaci problém feSit v polynomialnim (linearnim) Case. Patfi
tedy do tridy P.

Hamiltonovska cesta je NP.

Certifikat - permutace vrcholl vy, v,, ..., v|y|tvorici hamiltonovskou
Kruznici.

Ovérovaci algoritmus:

Provéfime, je-li certifikat permutaci vrcholl grafu a je-li (v;, viv1) € H,
i=12,.. | V|[-1a(vy], v4) e H, coz je mozné v polynomialnim
Case - problém patfi do tfidy NP.

Algoritmus (feSeni): provérovanim vSech permutaci
Zakodovani matici sousednosti - poget vrcholt m je Q(Vn), n =| G|
Cas vypodtu - Q(m!) = Q(n!), neni O(n*) pro zadnou konstantu k.

Hamiltonovska cesta je ve skuteénosti NP — upiny problém.



Prevoditelnost problému — formalizace vztahu tézsi

- uvazujme dva problémy Sa T
- umime-li kazdou instanci x problému S prevést na
instanci f(x) problému T tak, ze

feSeni problému S pro x je stejné jako
feSeni problému T pro f(x)

problém S je preveditelny na probleém T

v v v

S —rovnice a.x + b = 0, instance [a,b]
T —rovnice a.x’ + b.x + ¢ = 0, instance [a,b,C]

f(la,b]) = [0,a,b]
S, T — rozhodovaci problémy

As, At — algoritmy feSeni
F — algoritmus pro vypocet f(x)
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Je-li algoritmus F pro vypocet funkce f ¢asové polynomialni,
problém S je polynomialné preveditelny na problem 7, S <p T.



Polynomialni pfevoditelnost problému nam umozruje dokazat,
Ze problémy patfi do P.

Tvrzeni 1
Jsou-li S a T problémy takove, ze S <p T, potom Te< P implikuje
SeP.

Dukaz. Konstrukce ¢asové polynomialniho algoritmu pro

problém S pomoci polynomialniho algoritmu F a polynomialniho
algoritmu Ar, (T< P), je na pfedchazejicim obrazku.

NP-upinost
Problém T je NP-uplny, kdyz

1. TeNP a
2. S <p T pro kazdy problém SeNP.

Jestlize problém spliuje vlastnost 2, ale ne nevyhnutné
vlastnost 1, je NP-tézky.
NP-uplnost je klicova pro P = NP.

Tvrzeni 2
Je-li T NP-uplnya T € P, potom P = NP.

Ddkaz. Pro kazdy problém S e NP, podle druhé vlastnosti NP-
uplnych problémui, mame S <p T. Protoze T € P, z tvrzeni 1
plyne, ze kazdy S < P atedy P = NP .



Tvrzeni 2 ekvivalentné:

Existuje-li v NP problém, ktery neni feSitelny Casoveé
polynomialné, potom zadny NP-uplny problém neni reSitelny

v Case polynomialné.

Dukaz. Tvrzeni 2 mUzeme verbalné preformulovat takto:
Existuje-li NP-uplny problém, ktery je Casové polynomialné
resitelny, potom kazdy NP problém je Casové polynomialné
resitelny.

Pouzitim tautologie (A = B) = (—B = —A) na preformulované

tvrzeni 2 dostavame primo jeho ekvivalentni vyjadreni.

- feSeni stovek NP-uplnych problému je vénovano veliké usili

- pro zadny z nich nebyla dokazana existence Casove
polynomialniho algoritmu

- pfevlada nazor, ze P N NP-uplné = o a P # NP

NP

D

Existuje NP- uplny problém ?



Splnitelnost logického obvodu
(podle Cormen et al: Introduction to Algorithms)

- kombinacni logicky obvod sestava z logickych hradel, ktera
realizuji jednoduché logické funkce

- zakladni hradla realizuji negaci, logicky soucin a logicky
soucet
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Logicky kombinaéni obvod - propojeni vystupl logickych
hradel na vstupy jinych.

Vstupy obvodu - vstupy hradel, kterym neni pfipojen vystup
zadného hradla.

Vystupy obvodu - vystupy hradel, které nejsou pfipojeny na
zadny vstup.

Logické kombinac€ni obvody jsou zakladem pocitaCového
hardwaru vykonavajiciho instrukce.

Priklad

Soucéet dvou jednobitovych hodnot realizuje obvod:
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Horni vystup: soucet
Spodni vystup: pfenos



Pravdivostni pfifazeni je mnozina logickych vstupnich hodnot.

Obvod s jednim vystupem je spinitelny, ma-li pravdivostni
pfifazeni, pro které je jeho vystup 1.

Priklad splnitelného obvodu
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Problém splnitelnosti obvodu

Je zadany logicky kombinacni obvod, slozeny z hradel pro
negaci, logicky soucin a logicky soucet, splnitelny?

Velikost problému je dana pocCtem hradel a jejich propojeni.
Podobné jako v pfipadé grafu je jeho zakddovani polynomiaini.

Dokazeme, ze problém splnitelnosti obvodu spliuje obé
podminky pro NP-upiny problém.

Tvrzeni 3
Problém splnitelnosti obvodu patfi do tridy NP.

Dikaz:

Problém splnitelnosti obvodu patfi do tridy NP existuje-li Casove
polynomialni ovérovaci algoritmus A, ktery pro instanci
problému - logicky kombinacni obvod C a certifikat —
pravdivostni pfifazeni, ovéri jeho splnitelnost.

Ovérovaci algoritmus A:

Pro jednotlivé vstupni hodnoty pravdivostniho pfifazeni, vypocte
vystup vSech hradel.

Je-li vystup obvodu 1, vstupni hodnoty jsou spliujici
pravdivostni pfifazeni a algoritmus A vrati 1 jinak A vrati 0.

Problém splnitelnosti obvodu patfi do tridy NP.



Tvrzeni 4
Problém splnitelnosti je NP- tézky.

Mame dokazat: Kazdy (rozhodovaci) problém SeNP je
polynomialné prevoditelny na problém splnitelnosti obvodu.

T - splnitelnosti obvodu
S e NP

Ukol: Opsat éasové polynomialni algoritmus F, ktery kazdou
instanci x problému S zobrazi na obvod C = f(x) tak, aby feSeni
problému S pro x bylo stejné jako feSeni problému splnitelnosti
obvodu pro C.

Konstrukce obvodu C:

SeNP, existuje pro néj Casové polynomialni ovérovaci
algoritmus A(x,y), kde x je instance problému S a y certifikat.
Reseni instance x rozhodovaciho problému S je A(x,y).

HW pocitaCe — logicky obvod

vstupy — hodnoty v registrech a paméti pocitace (konfigurace)

instrukce — zména konfigurace

M - logicky obvod (HW), ktery implementuje zobrazeni jedné
konfigurace na nasledujici

A potfebuje v nejhor&im pripadé vykonat T(n) = O(n*) instrukci
F pro x vytvofi obvod C jako sekvenci T(n) logickych obvodu M

pocCateCni konfigurace cyobsahuje program pro A, instanci
problému x a certifikat y.

posledni instance cr, nékde v pracovni paméti obsahuje
vystup algoritmu A — 0 nebo 1.
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Algoritmus F je Casové polynomialni.

Obvod C pocita C(y) = A(x,y) pro libovolny S € NP.

Necht existuje certifikat y, pro ktery A(x,y) =1. Jestli bity y
budou vstupy C, potom C(y) = A(x,y) = 1 a C je splnitelny.

Je-li C splnitelny, potom existuje vstup y, pro ktery C(y) =1 a
tedyi A(x, y) = 1.



Dlkaz NP- Gplnosti

Tvrzeni 5

Je-li problém T takovy, ze pro néktery NP-uplny problém S je
S <p T, potom problém T je NP-tézky. Je-li k tomu T € NP,
potom T je NP-upliny.

Dukaz. Pro vSechny S’e NP je S'<p S. Z pfedpokladu S<p T
tedy je

i S’<p T a T je NP-tézky.

Pfevedenim znamého NP-upIiného problému S na T, jsme
implicitné prevedli kazdy NP-problém na T.

Metoda dikazu, Ze problém T je NP-Upiny.

1. Dokazte, ze T  NP.
2. Vyberte znamy NP-uplny problém S.

3. Opiste algoritmus pro vypocet funkce f zobrazujici, kazdou
instanci x problému S na instanci f(x) problému T.

4. Dokazte, Ze feSeni problému S pro instanci x a feseni
problému T pro f(x) jsou stejné.

5. Dokazte, Ze algoritmus pocitajici f je Casové polynomiaini.



Priklad

Dokazme, Ze problém obchodniho cestujiciho (TSP) je NP-
uplny, je-li znamo, ze problém existence hamiltonovské
kruznice (HK) je NP-uplny.

Problém obchodniho cestujiciho v jeho rozhodovaci verzi ma
nasleduijici tvar.

-G =(V, H) je uplny graf

-naklady na cestu z vrcholu i do vrcholu j jsou dany funkci
c:VxV —-R

-existuje v G cesta obchodniho cestujiciho, ktery navstivi kazdy
vrchol pravé jednou, skonCi ve vychozim vrcholu a naklady jsou

nejvice keR?

Instance problému obchodniho cestujiciho je tedy trojice (G, ¢ ,k).




Dukaz:

1. Je-li zadana instance problému a certifikat, verifikacni
algoritmus ovéfi, Ze certifikat obsahuje kazdy vrchol pravé
jednou, secCte naklady a ovéfi jsou-li nejvice k.

TSP patfi do NP.

2. HK <p TSP

3. G = (V, H) je instance HK. Instanci TSP sestrojime
nasledovné.

Vytvofime uplny graf

G =(V, H), H={(ij):ije H a i#} a definujeme nakladovou funkci

c(ij)=0 je-li(ij) eH
=1 je-li (ij) ¢H

Instance TSP je (G, c, 0)

4. Graf G ma hamiltonovskou kruznici pravé tehdy ma-li graf
G cestu s naklady nejvice 0.

Necht G ma hamiltonovskou kruznici h.

Kazda hrana v h je prvkem H, ma tedy v G' naklady 0 a h je
cesta v G’s naklady 0.

Opacné, necht graf G" ma cestu h” s naklady nejvice 0.
Potom kazda hrana v h” ma naklady 0 a h” obsahuje pouze
hrany z H, tedy h” je hamiltonovskou kruznici v grafu G.

5. Instanci TSP - (G, ¢, 0) vytvofime v polynomialnim Case.



Zjistime-li, Zze feSeny problém je NP-uplny, je hledani Casové
polynomialniho algoritmu pravdépodobné mrhanim Casu.

Je mozno sahnout k jinym pFistupum:
aproximacni
pravdépodobnostni

feseni specialnich pfipadu
heuristické

Jednim z NP-uplnych problému je tzv. 15 rébus.

9 10 11 12

13 14 15

Nalezeni nejkratsi posloupnosti taht, pomoci kterych ze zadané
permutace (pokud je to mozné), ziskame uvedené usporadani
je NP-uplny problém.

Heuristické feSeni se snazi z moznych tahu vybrat nejslibnéjsi.
Muze tak udélat ohodnocenim ,vzdalenosti“ nové konfigurace
vzniklé tahem od ciloveé.



Oznacme souradnice kazdého polickai=1, 2, ..., 15 v cilové
konfiguraci cx; a cy;. Napfiklad cx7 = 3 a cy7 = 2. Pokud v néjaké
konfiguraci k ma i soufadnice kx; a ky;, potom jeji vzdalenost od
pozice v cilovém stavu muzeme vyjadfit vztahem

(cxi- kx;i )? + (cyi- ky)?

Vzdalenost konfigurace od cilové potom muzeme vyjadfrit jejich
souctem pro vSechna i. Cilového stavu dosahneme bude-li
tento soucet nulovy.

Heuristicky algoritmus potom principialné pracuje tak, ze pro
mozné tahy na prazdné poli¢ko (2 az 4 moznosti) vybere tu
novou konfiguraci, pro kterou je uvedeny soucet nejmensi, atd.
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Zakladni postaveni a varianty se 4, 3 a 2 moznostmi dalSiho
postupu




